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مقدمه الترجمة 


إن من دواعي السرور والبهجة إحداث مركز للترجمة في جامعة الملك سعود 
العزيزة عليئا وهو أمر كنا نتوقعه منذ زمن طويل من هذه الجامعة التى انطلقت انطلاقة 
إسلامية عربية . كيف لا يكون ذلك في جامعة البلاد التي ولدت فيها العربية وإنتشر 
فيها ومنها الإسلام العظيم . الشكر الجزيل لجامعة الملك سعود وللقائمين على إدارتها 
لهذه الخطوة المباركة التى نرجو أن تعطي» بعد عون الله» ثمارها سريعا فيترسخ 
التدريس باللغة العربية » لغة القرآن الكريم وأن تكون فاتحة خير لهذه الأمة ولتقدمها 
الأخرى كما نأمل أن تقنع جامعات عربية غير قانعة بإمكان التدريس بلغة بلادهاء 
OL‏ اللغة العربية لغة واسعة قادرة على إستيعاب جميع العلوم BAL‏ جهو د أبناثها 
ودأبهم على الترجمة إليها والكتابة فيها . سدد الله الخطى لما فيه خير هذه الأمة المنكوبة 
من بعض أبنائها . 

يحتل الحبر ا لخطى مكاناً متميزاً فى الرياضات المعاصرة ؛ فهو أساسى فى أغلب 
من الأبحاث الفزيائية واستخدم بشكل واسع في العلوم الأخرى من طبيعية وإنسانية 
. لقد أصبحت الرياضيات دراسة متجهة› يدخل فيهاالمتجه وفضاء المتجهات 
وعملياتها فى قاعدة كل فرع من فروعها . 
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تقوم أكثر الحسابات الرياضية والفزيائية على تطبيقات الجبر الخطي. وإن 
كثير امن مسائل الهندسة المعمارية والهندسة الميكانيكية لا يمكن حلهاً حالياً إلا باستخدام 
فضاء المتجهات ومفهوم المصفوفات وهما مفهومان أساسيان من مفاهيم الجبر الخطي . 
يمكننا أن نصف العصر الحاضر بأنه عصر الحساب . يدخل الحساب في كل شئ» في 
حل المسائل الرياضية المعقدة. والمسائل الفيزيائية الدقيقة» فى الإقتصاد elas Yl y‏ 
فى التجارة وإدارة الأعمال . كل ذلك تطبيقات لمفاهيم الجبر الخطي . 

و لقد أراد مؤلف هذا الكتاب إستخدام الجبر في كل شى حتى في تنظيم فرق 
كرة القدم وفى أغلب الألعاب . لا نريد هنا عرض محتويات هذا الكتاب فإن فى 
مقدمة المؤلف ما يكفى . 

لازال lle abd iS‏ إن لم نقل LEE‏ من كتاب في الخبر 
الخطي التطبيقي ¢ رغم ما لهذا الموضوع من أهمية كبيرة في خدمة فروع العلم المختلفة . 
لقد قمنا بتوفيق من الله تعالى» بترجمة هذا الكتاب آملين أن يسد جزءاً ولو يسيراً من 
الحاحة . 

نريد أن نذكر قبل الإنتهاء؛ بعض الإلتزامات التي أخذنا بهاء دون غيرهاء 
خلال الترجمة 

١‏ - إلتزمنا بالمصطلحات التي أقرها مكتب تنسيق التعريب التابع ialt‏ الدول 
العربية» فان لم نجد حاجتنا أخذنا بمصطلحات التعليم الثانوي في المملكة العربية 
السعودية» و Y)‏ بمصطلح بلد عربى أو اجتهدنا برأينا آملين أن يكون صائبا . 

١‏ - ترجمنا كلمة 6a SY! corner‏ المستخدمة PS‏ هذا الكتاب بقرنة 
(قرنات) وهي كلمة عربية حملها مجمع doll‏ العربية بالقاهرة» المعنى الحديد الذي 
نريده وقد استعملت هذه الكلمة فى جامعة الرباط . 

۳- فضلنا كلمة (متر pr‏ كلمة (متباينة ) ترجمة لكلمة inequality‏ 
للدلالة على التراجح وتركنا (متباينة ) لعدم التساوي الذي رمزه مه . 

٤‏ - ترجمنا كلمة dimension‏ ببعد إذا كانت تخص فضاءاً ذا بعد واحد وبعدد 


أبعاد (أو سعة) إذا كانت تصف فضاء متجهات ذا slul‏ متعددة . Lele‏ وأن الكتاب 
قد استخدم هذه الكلمة من أجل بعد واحد وذكر ENS‏ ذا بعدين وآخر ذا ثلاثة أبعاد . 
- استخدمنا كتابة الهمزات كما هى مرسومة في القرآن الكريم وذلك إستنادا 
إلى كتاب الأستاذ الشيخ مصطفى الغلاييني «قواعد اللغة Wy pal‏ بصورة خاصة من 
أجل كتابة الهمزة المتوسطة التى أصلها متطرفة . 
هذا ما أمكننا القيام به» بتوفيق من الله تعالى » نأمل أن يكون عملنا هذا خالصاً 
لوجهه الكري وأن يكون مفيداً» والله سبحانه من وراء القصد . 
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يعد الجبر الخطي موضوعاً تصورياً وهو من ناحية أولى جميل وواضح. فإذا 
كانت لديك BW‏ متجهات من فضاء ذى ٠۲‏ بعداًء فقد يمكنك إدراكهاء لكن من 
الصعب إدراك تركيب لها مثل : الأول + الثانى - مثلى الثالث» إلا أن ذلك يبقى 
تمكناً. لا يكن لأحد أن يتصور جميع التراكيب المماثلة . ولكنناء بطريقة أو بأخرى. 
سنبدأ بإدراك ذلك في هذا المقرر. cle‏ لا يمكن OLS J‏ هذه المتجهات الثلاثة أن 
تغطي الفضاء ذا الا ثني be‏ ا 

الجانب الآخر للجبر الخطي هو كونه ضرورياً وقابلآ للإستخدام . قبل عشر 
سنوات» كان يعلم بصورة مجردة وكانت الآهمية الحاسمة لهذا الموضوع مفقودة. لا 
يكن لثل هذا الحال أن يستمر . فقد أصبح الحبر الخطي أساسياً وتطبيقياً مثل حساب 
التفاضل والتكامل» ولحسن الحظ » فإنه أكثر سهولة؛ وكان لا بد للمناهج من أن 
تتطور. لقد أصبح الآن من المقبول» بصورة شاملة» أن الجبر الخطي مقرر أساسي 
ضمن مقررات السنتين الأولى وقبل الأخيرة في الكليات بوصفه متطلباً للهندسة 
والعلوم» وجزءاً أساسياً من الرياضيات . 

هدف هذا الكتاب بيان هاتين الناحيتين معأ - جمال tI‏ الخطى وقيمته العلمية . 

لن تكون جهودنا مركزة على النظريات وبراهينها رغم وجود ريا ضيات فيها . 
لن يكون التأكيد على دقة التعبير كبيراً ولكن الإهتمام بالفهم كبير . أحاول التفسير 
أكثر من الاستتتاح . تقدم الفكرة فى الكتاب وكذلك في الدرس » بالامقلة. سرف 


Ps‏ الح ا خطي وتطيقاته 


تدرك ذلك عندما تتعامل مع الفضاء الجزئي . سوف تتطور القابلية للمحاكمة الريا 
ضية إذا أعطيت حقها من العمل . ومع ذلك .فإن الفكرة الأساسية للجبر الخطي 
OND Seed‏ هعون gle‏ 

لبي PENT E‏ اطا الاپ ر vagy AS‏ ویس 
كله تعابير مخففة بحيث يفقد غر ضه الذاتى . وإنى لا أعتقد أن الطالب والأستاذ يريدان 
منه مقرراً فارغاً؛ إذ يكن لثلاث ساعات في الأسبوع أن تنهي كمية لابأس بها شرط 
أن يجاعد الاب فى إنخاز fel AUS‏ وإععقد HLT‏ سكرى مح خلال الا سلوب 
الشخصي والمألوف لهذا ASI‏ أنه كتب لتعليم رياضيات حقيقية. كما أن هناك 
مقاطع يمكنك إهمالها وشروحاً لست بحاجة إليهاء ولكن» لا يمكنك أن لا تلاحظ 
القوة الأساسية لهذا الموضوع . إنه ينتقل بصو رة طبيعية وسهلة من المستقيم أو المستوي 
إلى الفضاء ذي ال" Role‏ هذه الخطوة ريا ضية على أحسن وجه ويمكن لأى طالب 
has ol‏ 

هناك سؤال يصعب تأ جيل الجواب عنه : كيف ينبغي أن يبدأ المقرر؟ يأتى كثير 
من الطلاب إلى السنة الأولى وهم يعرفون بعض الشيء عن المعادلات igh‏ لذا 
اعتقد أن Le‏ أن no Joleen ols‏ مجهو Y‏ ا = Ax‏ وبالطريقة الأكثر سهولة - 
الحذف الغاوسي (وليس بالمحددات) . سيكون ذلك مقدمة مثالية لضرب المصفوفات . 
لحسن الحظ » حتى لو كانت الطريقة واضحة المعالم » فإن هناك أفكارأغريبة وأساسية 
يطلب فهمها» وهي جديدة بالنسبة لكل طالب تقريباً. على المرء أن يدرك أنه مثلما 
انتقل الحذف من المصفوفة الأصلية إلى مصفوفة مثلثية عليا cU‏ فإن A‏ تصبح محللة 
الى مصفوفتين مثلثيتين A=LU‏ . 

هذه الملاحظة ليست غامضة ومن السهل التحقق من صحتهاء ولها أهمية كبيرة 
من الناحية العملية . بالنسبة لي إنها أحد مؤشرات مقرر جدي e‏ إنها الخط الفاصل بين 
العرض الذي يتعامل مع العمليات السطرية فقط وذلك الذي يستدعي '۸ . 

هناك مسألة أخرى». هو إيجاد السرعة الملائمة . إذا كان الحساب المصفوفي 


المقدمة س 


مألوفأء فإنه ليس من الضروري أن يكون الباب الأول بطيئا جداً . أما الباب الثاني 
الذى يحتاج إلى عمل أكبر وهذا يعنى عملا من نوع ol‏ علس ذلك ce‏ ارا اعدا 
وهو ما يقوم به الحاسوبء بل فهم للنظام Axsb‏ الذي يبدأ GILL‏ ويتقدم بعمق . 
على الطالب أن يدرك أن جهاز السرعة قد تغير ؛ الأفكار تتقدم . عوضاً عن متجهات 
قائمة بذاتهاء أصبحنا نحتاج الى فضاءات متجهات . إننى على قناعة تامة من أن 
الفضاءات الحزئية الأربعة - فضاء أعمدة 4 » فضاء أسطرها و القضائين الصفريين ل 
A‏ و AT‏ هي الطريق الأكثر فاعلية لتوضيح الإرتباط والإستقلال الخطيين وفهم كل 
من «الأساس» و «عدد Mole YI‏ تقل واضعهت هذه الأموربتدرح Sda‏ بات 
لقدكونت أمثلة بطريقة طبيعية LU‏ وكانت أيضاً ساسا لدراسة Ax=b‏ .يمكننا أن نقدم 
مثالا نبين فيه كيف يكن رؤية فكرة ما بطرق مختلفة ؛ إنه الخطوة الأساسية لضرب 
مصفوفة A‏ بمتجه ×. في المستوي الأول» Ax‏ يمثل أعداداً» في المستوي الثاني » سيكون 
تركيباً لأعمدة 4. فى المستوي الثالث» إنه متجه من فضاء الأعمدة. (لقد تصورنا 
فضاء متجهات يحوي جميع التراكيب وليس هذا المتجه فقط) . عند الحبريين» ۸ يمثل 
تحويلاً Lao‏ و Ax‏ هو ناتج تطبيق ذلك على × . الفضاءات الأربعة كلها مهمة» وعلى 
هذا الكتاب أن يقوم بالربط فيما بينها . 

تعد الفصول من الأول حتى الخامس» فعلاء قلب مقرر الجبر الخطي . إنها 
تحوى عدداً كبيراً من التطبيقات الفيزيائية والهددسية» LAY‏ والإحصائية: 
الاقتصادية وا حياتية . لم تقدم هذه التطبيقات في النهاية بل كانت جزءاً من الرياضيات . 
لقد كانت الشبكات مصدراً رائعاً للمصفوفات المستطيلة» وبصورة رئيسية» في 
الهندسة وعلم الحاسوب» وكذلك أمثلة مثالية للتعليم . رغم ما تقدر الرياضيات على 
فعله ورغم ما يقدر الجبر الخطى على فعله» فإنه من الضروري رؤية التماذج المختبئة» 
إلى حد ماء في التطبيقات . يستخدم هذا الكتاب الرياضيات البحتة لتعليم الرياضيات 
التطبيقية . أعتقد أن الكلية قادرة على هذا التحول وأن تعلم ما يحتاجه الطلاب . الجهود 
حدما مكافأة . 
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إذا نظرت فى الطبعة السابقة فإنك ستجد تغييراً . البند(١-١)‏ معتاد ولكن 
الأمر ليس كذلك من أجل البند(۲-١).‏ من المؤكد أن الروح لم تتغير: هذا المقرر 
حيوي OV‏ موضوعه كذلك . بسبب تعليمي إياه باستمرار» فقد وجدت سلسلة كاملة 
من التحسينات - قى التنظيم والتمارين (مئات منها جديدة بال ضافة إلى سعة e (lalka‏ 
والمحتوى؛ تصبح معظم هذه التحسينات ملموسة من خلال تعليم هذا الموضوع - 
عند الشرح الصحيح أو التدريب» يظهر الفرق بين الطبعتين . أذكر تغييرين ظاهرين 
في الفهرس : لقد دمجت التحويلات الخطية بالنص ووجد بند جديد (إختياري) يتعلق 
بتحويل فوريه السريع . يمكن أن يكون ذلك هو الخوارزمية البارزة في الرياضيات 
المعاصرة وهي طريقة رقمية ثورية . إنها ليست سوى طريق سريع للضرب بمصفوفة 
معينة ! ينك أن ترى LS)‏ فعلت (LÍ‏ أن هذه الفكرة موجودة ومهمة. من الحبور أن 
يكتشف المرء كيف تلاء مت هذه الطريقة مع الجبر الخطي . (وكيف أدخلت الأعداد 
المركبة) . 

إن ذلك هو المقرر الأول فى الجبر الخطى . فالجانب النظري مبرر ومدعم 
Duel clink:‏ في الوقت ذاته» الهدف واضح والأسباب مبرهنة . بعد أن يتناول 
الباب الثاني » بعد الحذف و "۸ c‏ مفهوم فضاء المتجهات» يتركز الباب الثالث على 
التعامد. يفهم ذلك» هندسياء قبل القراءة الأولى . من الناحية الجبرية» الخطوات 
معتادة ولكنها حاسمة - معرفة متى تكون متجهات متعامدة ومتى يكون فضاءان جزثيان 
متعامدين أوكيف يسقط على فضاء جزئي أو كيف ينشأ أساس قائم . لذاء لا تبخس 
هذاالفصل حقه . يقدم الفصل الرابع المحددات وهي الصلة الرئيسية بين AX=b‏ و AX‏ 
Ax‏ =. إنها تعطي معياراً لقابلية العكس» الأمر الذي يظهر القيم الذاتية ويمثل آخر 
خطوة ضخمة من المقرر . 

يقدم الفصل الخامس التقطي ركمقدمة لشكل جوردان . تأخذنا القيم الذاتية 
والمتجهات الذاتية » مباشرة» من مصفوفة A‏ إلى قواها“8 . إنها نحل معادلات تتطور 
مع الزمن - مسائل ديناميكية - خلافاً للمسألة المتزنة Ax=b‏ . إنها تحمل معلومات 


المقدمة فح 


ليست ناتجة» بصورة واضحة» عن المصفوفة ذاتها - لمصفوفة ماركوف 1= ...4 في 
مصفوفة قائمة جميع القيم الذاتية ١‏ =| ۸| ولمصفوفة متناظرة قيم ذاتية حقيقية. إذا 
امتد مقر رك إلى بدء الفصل السادس e‏ فإن الترابط بين القيم الذاتية والمحاور 
والمحددات للمصفوفات المتناظرة يجعل الموضوع متصلاً بدون انقطاع . (البند الأخير 
من كل فصل إختياري) . يعطي› بعد ذلك CUI‏ السابع عناية أكثر تركيزاً للجبر AH‏ 
العددي الذي أصبح أساساً للحساب العملي . إنني أعتقد أن نظرة وجيزة للفصل 
الثامن » رغم كونها جديرة بالاهتمام» تعتبر مقدمة ملطفة للبرمجة الخطية . صفي سعيد 
لأن هذا الموضوع يأتي في النهاية ولا يدخل في الإمتحان . 

أحب أن أذكر ous‏ المعلم وكتاباً آخر. يحوي كتاب المعلم حلول جميع 
التمارين (بما فى ذلك تمارين المراجعة الواردة في نهاية الأبواب من الأول إلى الخامس . 
بالاضافة الى أفكار و اقتراحات تتعلق با لحبر الخطي التطبيقي . آمل أن يطلب المعلمون 
سنا م العاشر : 

(HBJ College Departement, 7555 Caldwell Avenue. Chicago, [Illinios 60648)‏ . 
Ll,‏ أيضاًء من قارئ هذا الكتاب أن يسعى مباشرة إلى الكتاب الثاني وهو الذي 
يدعى Introduction to Applied Mathematics‏ إنه يركب الجبر الخطى مع المعادلاات 
التفاضلية بنص واحد فى الرياضيات التطبيقية المعاصرة والرياضيات الهندسية . إنه 
يحوى تحليل فورييه» متغيرات مركبة» معادلات تفاضلية جزئية» طرائق عدديه 
و(حسابات مثالية) - إلا أن نقطة الانطلاق هي الحبر الخطي . لقد نشر من قبل : 

Wellesley - Cambridge Press (P.O.Box 157, Wellesly, MA. 02181) 

وكانت الاستجابة إليه هائلة . لقد أراد كثير من الأقسام تجديد هذا المقرر لتدريس 
ماهو أشد حاجة . 

إن هذا الكتاب» مثل سابقة» يسعى للتعرف على ما يقدر الحاسوب على عمله 
(دون أن يكون ale | lace‏ إن حل مسألة لا يعنى» أبداً» كتابتها بصورة سلسلة لا 
نهائية أو إيجادقانون مثل قانون كرامر» ولكنه يعني إيجاد خوارزمية فاعلة . يحتاج 


ES a ea 4‏ 
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ذللك إلى أفكار Sli‏ . يبقى الجبر واضحاً وبسيطاً وثابتاً. فى الحذف» كان لعملة 
التعدادء فى الفصل اللاول ؛ عرض OL‏ أيضاً - هو دعم إدراك مفصل nxn dd‏ بتعداد 
فعلي للخطوات . لكني لا أعمل كل شى في الصف . على النص أن يتمم ويلخص 
المحاضرات . 
بصورة مختصرة نحتاج للكتاب لكى تدرس التطبيقات بصورة متتابعة ميختلطة 
مع الريا ضيات الأساسية . هذا هو الكتاب الذى حاولت كتابته . 
فى النهاية: ol‏ هذه فرصة خاصة لشك ركم . إننى معترف جداً بالجميل للقراء 
الذين أحبوا هذا الكتاب وتعرفوا على محتواه. كثيرون Hel gl‏ الذين Sh gcd‏ أفكارا 
و تشجيعات وإنني أكتفى بذكر خمسة أسماء فقط : 
Dan Drucker, Vince Giambalvo,stave kleiman, Bresford Parlett and Jim‏ 
.005 خلف أولئك حشد كبير من الأصدقاء والنقاد الذين peal‏ بهم . 
لقد ظهرت هذه الطبعة بصورة أقضل مما تعلمه الطلاب والمؤلف . إن من البهجة 
الكبرئ العمل مع Sophia Koulouras‏ التي نضدت المخطوطة و Michael Michaud‏ الذي 
حدد شكل الكتاب وجلده. فوق كل ذلك. اقدم شكري لزوجتي وأولادي ووالدى . 
فهذا الكتاب لهم أيضاً. هل يمكنني أخيراً أن أهدي هذا الكتاب إلى أمى وأبى pA‏ 
bes‏ الكثير قن del‏ : شى GSI‏ معاً. 
جلبرت سترانغ 
Gilbert Strang‏ 


Sod) oa) 


yuu glell المحصفوقات والحذف‎ 


اق 
ILLS‏ الاساسية فى الحبر الخطي هي الل الآني لمعادلات خطية وإن أهم حالات 
هذه المسألة وأسهلها هي تلك التي يكون فيها عدد المجاهيل مساوياً عدد المعادلات . 
لذا سنبداً بهذه المسألة وهي التي تتكون من n‏ معادلة في ” مجهولا. 

سنقدم » لحل هذه المسألة » طريقتين وهما » بصورة تقريبية » تشبهان ماقدم 
من أجل ذلك فى الدراسة الثانوية . تقوم الطريقة الأولى » وهي طريقة الحذف . على 
ضرب المعادلة الأولى من نظام بعدد مناسب وطرح المعادلة الناتجة من المعادلة الثانية 
وإجراء ذلك فى بقية المعادلات . إن ذلك يؤدي إلى نظام أصغر مكون من 1-« معادلة 
في 1- ” مجهولاً . نكرر هذه الطريقة مرة تلو مرة حتى نصل إلى معادلة ذات مجهول 
واحد يكن حلها مباشرة لن کو ۽ Mode‏ الام راء من أجل ايجاد قيم بقية 
المجاهيل وذلك بالسير بصورة معاكسة . سنقدم بعد قليل مثالا على ذلك . الطريقة 
الثانية وهي أكثر بريقأ » تستدعى مفهوم المحددات . تمثل هذه الطريقة قانوناً Llo‏ 
يدعى قانون كرامر Cramer‏ » يعطي ال حل ( القيمة الحقيقية للمجاهيل ) على صورة 
نسب بين محددتين من النوع n Xa‏ . ليست Le yo‏ هذه الطريقة سهلة كالأمثلة التي 
سنعالجها في هذا الكتاب (3= ١‏ أو 4 - م هما الحد الأعلى لقدرة إنسان معتدل ) . 

في الواقع » قد يحوي استخدام هذا القانون محددات صعبة » لذا فان طريقة 
الحذف هي المستخدمة باستمرار لحل أنظمة المعادلات الكبيرة . سيكون هدفنا الأول» 


\ 


yl y‏ الخطي وتطسيقاته 


هو فهم هذه الطريقة التي تسمى عادة بطريقة الحذف الغاوسى . 

إن لهذه الفكرة مظهر سهل خادع وقد اعتاد القارىء من قبل على بعض 
أشكالها . هناك أمور أربعة تجعلها ليست مجرد حذف آلي» سوف نوضحها فى هذا 
OU‏ بالإإضافة إلى توضيح الطريقة ذاتها . 

)١(‏ هندسة المعادلات الخطية : ليس من السهل تصور عشرة مستويات من 
فضاء ذى ١١‏ بعداً . ومن العسير رؤية أحدعشر مستوياً من هذه المستويات تتقاطع 
في نقطة وحيدة لكن هذا الأمر سيكون مكنا بطريقة أخرى ‏ يمكننا حتماً أن نعمل 
ذلك لمستويات ثلاثة بأبعاد ثلاثة . لذا ينقل الجبر الخطي هذه المسألة إلى ٤‏ أبعاد أو 
١١‏ بعذاء غندها مك pte‏ أن يعصور الهتدسة ( ويد ر (abs GS‏ 

(Y)‏ تفسير طريقة الحذف كتحليل لمصفوفة المعاملات A‏ : سنقدم التمثيل 
المصفوفي لنظام المعادلات الآنية حيث نمثل مجموعة المجاهيل بمتجه × ونظام المعادلات 
التي عددها ۸ بالرمز المصفوفي المختزل ab‏ ×4 . تكافىء طريقة الحذف تحليل 4 إلى 
جداء pinal LU‏ فة مثلثية دنيا SL‏ مصفوفة مثلثية عليا U‏ . هذه الملاحظة أساسية وكثيرة 
الأستخدام . 

نقدم Vl‏ المصفوفات والمتجهات بطريقة نظامية بالاضافة إلى قواعد ضربها. 
نعرف أيضاً المنقول AT‏ والمعكوس 47 لمصفوفة 4 . 

(۳) فى كثير من الحالات » تجري طريقة الحذف دون صعوبات أو تعديلات . 
لكن. في بعض الحالات الأستثنائية » قد تفشل هذه الطريقة فى إيجاد الحل وذلك 
OY‏ نظام المعادلات إما أن يكون قد كتب Sesh‏ بترتيب خاطىء » الأمر الذى يكن 
تصحيحه بسهولة بالمبادلة بين معادلات هذا النظام» أو بسبب عدم وجود حل وحيد 
لهذه المعادلات . من الممكن › في هذه الحالة» أن لايكون للنظام أي حل أو يكون له 
عدد غير منته من الحلول . نريد أن نعرف كيف يمكن لطريقة الحذف أن تبين كل واحد من 
هذه الامكانات عند الفشل . 


المصفوفات والحذف الغاوسي ١‏ 


CE)‏ من المهم أن نحصل على تقدير تقريبي لعدد العمليات الحسابية الضرورية 
لحل نظام معادلات بطريقة الحذف . تعين تكلفة الحساب في كثير من الأحيان الدقة 
في النظام يكن للحاسوب أن يقوم بملايين من العمليات ولكن ليس أكثر من ترليون . 
tary‏ میرن Ke cd gat‏ أن يكو خط التو محسوسا. dalam, PULJ, fans)‏ 
وغيرها غير حساس) . بدون تجربة جميع التفاصيل كاملة » نريد معرفة أي نظام يظهر 
عملياً ومن منها يحل فعلاً . في كثير من المسائل تتحكم عملية التعداد هذه بالقرار 
لمتعلق بعدد المجاهيل التي ندخلها في المسألة ‏ وذلك للموازنة بين الدقة الزائدة في 
النموذج الرياضي مع كلفة الحسابات الزائدة . 

ستكون النتيجة النهائية لهذا الباب e‏ طريقة حذف فعالة بقدر الإمكان. وهذه 
الطريقة هي التي تستخدم دوماً في عدد ضخم من التطبيقات المختلفة . إن فهم هذه 
الطريقة المعبر عنها بالمصفوفات ‏ مصفوفة المعادلات » المصفوفات التي تؤدي كل 
منها إلى خطوة في الحذف أو مبادلة بين الأسطر والمصفوفتان المثلثيتان النهائيتان L, U‏ 
— هو أساس ضروري لهذه النظرية . 


١‏ ۲ هندسة المعادلات الخطية 

ستكون طريقة فهم هذا الموضوع بالأمثلة . نبدأ بمعادلتين متواضعتين جداً . 
معترفين بأنك قادر على حلها دون أخذ مقرر في الجبر الخطي . وعلى الرغم من ذلك 
سنعطى غاوس حظاً من ذلك . هناك طريقتان للنظر في هذا النظام » ومقصدنا الرئيسي 
هو رؤيتهما Les‏ 


x+y=5. 
المعالحة الأولى تتركز على المعادلتين منفصلتين » بقول آخر بالأسطر . إن ذلك‎ 
خالة البعدية: سرعة . تمقل المعادلة الأولى 1= بء‎ Boel ml Keg هو الخاد‎ 
1/2-+(وكذلك‎ gyal مستقيماً فى المستوي ر × . يمر المستقيم من النقطتين1-«رو1-دء‎ 





الخبر الخطي وتطبيقاته 
من النقطتين (1-,0) و (2,3) وجميع النقاط المتوسطة) . تمثل المعادلة الثانية 0مستقيماً 
آخر (شكل 1-14) ميله 1-=×4/«ه ويقطع المستقيم الأول في نقطة ال حل . نقطة التقاطع 
هي النقطة الوحيدة المشتركة بين المستقيمين » ولذا فهى الحل الوحيد للمعادلتين . 
إحداثياها 3 = .2 = : اللذين سنجدهما بعد قليل بانتظام بطريقة الحذف . 

المعالجة الثانية ليست معتادة . تنظر بأعمدة النظام الخطى . المعادلتان المنفصلتان 


هما فى الحقيقة معادله متحهة. 








المسألة هي ايجاد تركيب لمتجهات أعمدة الطرف الأيسرء ينتج المتجه الواقع في 
الطرف الآيمن . هذان المتجهان الثنائيا البعد OWE‏ بخطين أسودين في الشكل (1-15) . 
المجهو OF‏ هما العددان x, y‏ المضروبان بالمتجهين العموديين . تظهر الفكرة كاملة في 
هذا الشكل » حيث جمعنا مثلي العمود الأول إلى أضعاف العمود الثاني . هندسياً 
بكون ذلك متوازي الأضلاع المشهور . جبرياً » ينتج ذلك المتجه الصحيح | ب | الواضح 
في الطرف الأيمن من معادلتينا. يؤكد العمود المرسوم أن الحل هو 3= :«ر,2 -+ . 





2 (column 1) 
~ +3 (column 2) 


= 
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المصفوفات والخذف الغاوسي . 


لقد قضينا وقتاً كبيراً فى هذا المثال » ونريد بالتأكيد الإنتقال قدمأ إلى 3 -: . 
سنكون أمام ثلاث معادلات وسيكون هناك تنوع أكثر . لننظر فى : 
2u+v+ w= 5‏ 
oe 4u-6v =-2‏ 
-2u + Tv + 2w = 9.‏ 
يمكننا أيضاً أن ندرس الأسطر والاعمدة ونبدأ بالأسطر . كل معادلة تمثل مستوياً 
فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . المستوي الأول 5 = «+ uty‏ مرسوم في الشكل -١(‏ 
(Y‏ إنه يحوي النقاط )5/2.0,0),(0,5,0),(0,0,5(. إنه يتعين بهذه النقاط أو sk‏ 
ثلاث من نقاطه ‏ شرط أن لاتقع على مستقيم واحد. نشير بسرعة إلى 
أنذالسعوق. 10=# Qu tv‏ يوازي ذلك المستوي.. bla‏ المقابلة 
هي » )5,0,0),(0,10,0),(0,0,10( . كل منهما لا يمر من نقطة الأصل التي هي نقطة المركز 


W 


A plane 2u +v + w= 5 


plane 4u — 6v = —2 


a 1, 2) = point of intersection 
with third plane 





[= 





line of intersection 


شكال (5-5). صورة مستقيم تقاطع المستويين 


1 ا حبر atl‏ وتطيقاته 


0 = ”,0= ,0 = . بتغيير الطرف الأيمن يتحرك المستوي موازياً لنفسه وإن المستوى 
2u +۷ +۷ =0‏ يمر من نقطة اا 

المستوي الثاني هو 2-= -6v‏ 4 قد رسم رآسياً لآنه i:‏ ل أن تأخذ أى قيمة . 
يكن أن يكون معامل ‏ صفراً» إلا أن ذلك يبقي المستوي في الفضاء الثلاثي . (لو 
- كانت المعادلة 3 = au‏ أو الحالة القصوى 0= فانها تبقى مثلة مستوياً . ) . يظهر الشكل 
تقاطع المستوي الثاني مع الأول . هذا التقاطع مستقيم . في الأبعاد الثلاثة؛ يحتاج المستقيم 
لعادلتين وفي ال + بعداً سيحتاج إلى ۸-1 معادلة . 

أخيراً يقطع المستوي الثالث هذا المستقيم في نقطة . يمثل المستوي (لم يرسم) 
المعادلة الثالثة 9 = + 70+ -2u‏ ويقطع المستقيم في 2 = «,1= «,1=» . هذه النقطة SF‏ 
النظام الخطى : 

كيف يمكن توسيع هذا الشكل إلى dun‏ سيکون n Load‏ معادلة n SF‏ 
چول المعادلة الأولى تمثل أيضا «مستوياً ) إنه لم يعد المستوي ذي البعدين المعتاد 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة » بطريقة أخرىء إنه ذو ۸-1 بعداً إنه رقيق جداً 
ومفلطح يقع في فضاء ذي ” بعداً» مع أنه يظهر مجسماً أيضاً . إذا كان الزمن هو البعد 
الرابع » فان المستوي 0= يقطع الفضاء ذي الأبعاد الأربعة فينتج الكون ذو الأبعاد 
الثلاثة الذي نعيش فيه (أو بالأحرى الفضاء حيث كان فيه 0 (r=‏ . المستوى الآخر y=‏ 
0هو Lal‏ ذو أبعاد ثلاثة» إنه المستوي المعتاد -y‏ + المعروف دائماً والمأخوذ على كل 
زمن . يتقاطع هذان المستويان ذوا الأبعاد الثلاثة . إنهما يشتركان بالمستوي المعتاد x‏ 
-y‏ عند0 =۲. لقد هبطنا إلى بعدين e‏ يترك المستوي التالى مع المستويات السابقة مستقيما. 
وأخيراً تترك المستويات الأربعة بعضها لبعض نقطة . إنها نقطة تقاطع أربعة مستويات 
من أربعة أبعاد. وهى حل المعادلات الأربعة الأصلية ‏ سأكون منزعجاً إذا سار هذا 


)1( إذا كانت المعادلتان الأوليان 10= c 2u +v +w =5 , 2u +v +w‏ فان المستويين لايتقاطعان ولن 


يكون هناك حل . 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۷ 


JU‏ إلى أبعد من النسبية . النقطة المهمة هي أنه يمكن للجبر الخطي أن يتعامل مع أي 
عدد من المعادلات . المعادلة الأولى تنتح مستوياً ذا ٠-1‏ بعد في فضاء ذي n‏ من الأبعاد . 
تعين المعادلة الثانية مستوياً آخر» ويتقاطع هذان المستويان fol)‏ ذلك) في مجموعة 
أصغر ذات «۸-2 بعداً» . إذا فرضنا أن كل شيء يسير على مايرام» فكل مستو جديد(كل 
معادلة جديدة) تنقص ste‏ الأبعاد واحداً. في النهاية» عندما det‏ جميع oly gill‏ 
nt‏ بالأعتبار سيكون بعد التقاطع صفراً. إنه نقطة واقعة في كل واحد من هذه 
المستويات وإن إحداثياتها تحقق المعادلات الأصلية . إنها الحل! الشكل حدسى_ 
الهندسة تحتاج إلى عون من الخ ولكتها فة وهوارة lel‏ 


متحهات أعمدة : 
لننتقل إلى الأعمدة . فى هذه المرة» المعادلة المتجهة (المعادلة ذاتها كما فى CV)‏ 

آي 

E 

6 

A 


إنها متجهات أعمدة ثلاثية الأبعاد. للمتجه b‏ الواقع في الطرف الاين 
المركبات 5-29 . تسمح LI‏ هذه المركبات برسم متجه . يتطابق هذا المتجه مع النقطة 
التى إحداثياتها 5,2,9 . كل نقطة من الفضاء الثلاثي الأبعاد توافق متجهاً والعكس 
بالعكس . هذه هي فكرة ديكارت الذى حول الهندسة إلى جبربالتعامل مع إحداثيات 
النقطة . يكن كتابة المتجه فى عمود أو يمكننا إدراج مركباته مثل (2,9-,5) b=‏ أو يمكننا 


0 


= 


+v +w 


(Y) 


Ww‏ کڪ نم 























bi سے‎ 


alte‏ دسا ! سهم منشأ من نقطة الأصل”" . سلس سنستخدم طوال هذا الكتاب فوسين 


)1( يفضل بعض المؤلفين أن نعتبر السهم هو المتجه ذاته USI y‏ نعتقد أن ذلك غير مهم ؛ يمكنك أن 
تختار السهم أو النقطة أو الأعداد الثلاثة . (كلها تنطلق من نقطة الأصل )0,0.0(( . في الابعاد 


الستة» من المحتمل أن يكون الأسهل اختيار الأعداد الستة . 









| = linear combination 


5 | 
E 


Ca) (1) 


شكل )۳-١(‏ . صورة عمود : تركيب خطى لأعمدة يساوي 6 . 
وفواصل عندما نعرض المركبات LEI‏ وحاضنتين قائمتين (بدون فواصل) عند وضع 
مىچه عمود Lal,‏ 

Lugs‏ کات اقشات جمع المتجهات والضرب code‏ فانك تلاحظ في 
الشكل 1-4 أن جمع المتجهات يجري مركبة فم ركبة : 




















5 0 0 5. | 
Doe EOS DÎ 
آنا‎ | 0 9 9 


فى الشكل الان ند الضرببالعذه(؟)(سيكون bole‏ ضرت المتعه بالعردد 
lex TAT (Y—)‏ فى الاتجاه المعاكس) : تظهر 5 الشكل الاين كذلك الفكرة الأساسية 
| 


2 | 
=| 0 |, 2] 0 
4| 2 
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المصفوفات والحذف الغاوسي 1 


للجبر الخطى . إنة يستخدم Les‏ العمليتين الأساسيتير ‘ صرب المتحهين بعددين 
ثم جمع الناتجين. يدعى الناح تركيبا خطيا وفي هذه الحالة؛ فإن التركيب الخطي هو : 


+ +2 


























| 
6 
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ti 4h po 


إنك تدرك مغتى هذا التركيس الخاض 6 إنه يحل المعادلات )7( . ois hi‏ 
المعادلة قيم المضاريب gl uvw‏ تنتح الطرف الاين هذه الأعداد ھی u=lvalw=-2‏ 
أنها تعطي التر كيب الصحيح لمتجهات الأعمدة وهي تعطي النقطة )1,1,2( على صورة 
سطر (حيث تتقاطع المستويات الثلاثة) . 

ينفذ الضرب والجمع على كل مركبة بصورة منفصلة . لذا فالتركيب يكون USE‏ 
شرط أن يكون للمتجهات العدد نفسه من المركبات . لاحظ أن لأي متجه في الشكل 
ثلاثة أبعاد حتى لو كان مجموع مركباتها يساوي الصفر . 

يجب أن لاننسى هدفنا. إنه النظر فيما فوق بعدين أو ثلاثة» فى فضاء ذي n‏ 
بعداً. في نظام ذي n‏ معادلة في n‏ مجهولاً يوجد ١‏ مستوياً على صورة أسطر . يوجد 
Lal‏ « متجهاً على صورة أعمدة» بالاضافة إلى المتجه b‏ في الطرف الأيمن . تتطلب 
المعادلات تركيباً خطياً للمنجهات. التى عددها n‏ يساوي 5. في هذا المثال» قد وجدنا 
مثل هذا التركيب Vig)‏ يوجد غيره) .. لكن من أجل بعض الأنظمة قد يكون ذلك 
مستحيلاً . بصورة ظاهرها التناقض» يقال : لكى نفهم الحالة الجيدة علينا أن ندرس 
الحالة السيئة . لذا سنعمد إلى الهندسة » فعلاً » عندما نفشل في الحل » في الحالة التي 
تدعى الحالة الشادة. 

أو Y‏ لنلخص 


صورة سطر : تقاطع n‏ مستوياً. 
صورة ogee‏ : الطرف الاين هو تر كيب لخجهات BAe YI‏ 
حل المعادلات : نقطة تقاطع المستويات = معاملات کب الأعمدة. 


Fa‏ ا حبر الخطي وتطبيقاته 
الحالة الشاذة : 

لنفرض أننا من جديد فى الأبعاد الثلاثة» وأن المستويات الثلاثة الظاهرة على 
صورة أسطر لا تتقاطع . ترى هل يمكننا متابعة الخطأ؟ أحد الامكانات » وقد ذكر 
OF EL‏ يكون مستويان منها متوازين . يمكن لعادلتین مكل 5= g2usvew‏ 
4u +2: +20 = 1‏ أن تكونا غير متسقتين . ولا يوجد في هذه الحالة حل (الشكل 1١-5‏ 
الصورة الآخيرة). 

في المسألة ذات البعدين. حت قبل ماتشيين غر شاک هفسكويات: فان SLI‏ 
الوحيدة الفاشلة هي ال حالة التي يكون فيها المستقيمان متوازيين» وتكون عندئذ المسألة 
شاذة . إلا أنه » في الأبعاد الثلاثة» قد يقع اضطراب في المستويات الثلاثة دون أن 
يكون هناك تواز . 

تظهر المشكلة الجديدة في الشكل ٤-١‏ ب . كل المستويات الثلاثئة قائم على 
صفحة الكتاب ؛ بالمنظر الخارجي» إنها تكون مثلثاً. يتقاطع كل زوج من هذه 
المستويات» ولكن لاتوجد نقطة مشتركة بين هذه المستويات الثلاثة'"'. هناك حالة 
أكثر نموذجية من حالة توازي المستويات» تقابل نظاماً ISLS‏ مثل النظام : 





all parallel line of intersection no intersection two parallel 


(>) (x) ب)‎ ) (i) 


شكل )1-£( حالات شاذة : لايوجد حل أو يوجد عدد غير منته من الحلول . 


(١)المستوي‏ الثالث لايوازى لوين ae VN‏ ؛ بل يوازي مستقيمهما المشترك . 


2 utv+ w=2 
2 +3w =5 
3u + yv + تيرك‎ = 6 
مجموع الطرفين الأولين يساوي الثالث . هذا الأمر غير واقع في الأطراف اليمنى‎ 
مجموع المعادلة الأولى مع الثانية مع مثلي الثالثة يعطي قضية مستحيلة 0-1 . لذلك‎ . 
. الغاوسي‎ GILL تكون هذه المعادلات غير متسقة. سننظر ذلك بصورة نظامية‎ 
هناك نظام شاذ اخر » قريب من النظام السابق» له عدد غير منتهه من الحلول‎ 
عن حل واحد . إذا أصبح العدد (6) فى المعادلة الأخيرة (7)» وإذا ركبت هذه‎ Le ye 
المعادلات. بالطريقة السابقة. فانه ينتج عن ذلك 0 -0 . يظهر ذلك ا لون‎ 
المعادلة الثالثة هي مجموع المعادلتين الأوليين فى هذه الحالة يكون للمستويات الثلاثة‎ 
ج) . تأثير تغير الطرف الثاني يؤدي إلى تحريك المستوي‎ ١-5 مستقيم كامل مشترك (شكل‎ 
يصبح الشكل بغتة مختلفا . بتحريك‎ eb =(2,5,7) موازياً لنفسه ومن أجل الطرف الثاني‎ 
ويكون الحل مستقيماً . المسألة أيضاً‎ cles المستوي الأدنى إلى الأعلى ليلاقى الآخرين‎ 
. من كثرة الحلول المفرطة بدلا من قلتها الفاحشة‎ OV شاذة ولكنها تعاني‎ 
تقع حالة قصوى لثلاث مستويات متوازية . من أجل أغلب الأطراف‎ lb 
اليمنى لاتوجد حلول (شكل ١-5د). لكن هناك حالة خاصة؛ وذلك عندما تكون‎ 
المستويات‎ OY كاملا‎ gene re قشل )0,0,0(= ايكون الكل‎ pol GLb 
l الثلاثة تصبح مستوياً واحداً.‎ 
يوجد أيضاً ثلاثة أعمدة‎ FILS ماذا يحصل لصورة العمود عندما يكون النظام‎ 
: 5 فى الأطراف اليسرى من المعادلات» أيضأء وسنجرب تركيبها لنحضل على‎ 





0 




















۲ الحبر الخطي وتطبيقاته 


من أجل» (2,5,7)- 0 الأمر SE‏ وهو غير ممكن من أجل (2.5.6)= 0 . السبب هو 
و لذا فان أي تركيب لها يقع في هذا المستوي 
أيضاً (الذي يمر من نقطة الأصل) . إذا لم يكن « واقعاً في هذا المستوي » فانه لا يوجد 
حل للنظام . وهذا » إلى حد بعيد » أكثر الوقائع المشابهة ؛ 





2 columns columns 
7 ina ina 
م‎ not in plane f | plane bhin plane s plane 
® E F; P: 
(a) no solution (b) infinity of solutions 


شكل )0-1( . حالات شاذة مداخل أو خارج مستوي الأعمدة . 


ليس للنظام الشاذ بصورة عامة حل . لكن هناك احتمال أن يقع Bb‏ مستوي 

الأعمدة» ويكون فى هذه الحالة عدد كبير مفرط من الحلول . فى هذه الحالة يكن 

للأعمدة الثلاثة أن تركب بعدد غير منته من الطرق لتنتج bare‏ يعطي ذلك مخ طط 
الأعمدة 1-50 الذي يقابل مخطط الأسطر 4-١‏ ج 

إن ذلك قضية صحيحة ولكنها لم تبرر بعد. كيف نعرف أن ثلاثة أعمدة تقع 

في مستو و واحد؟ أحد الأجوبة هو إيجاد تركيب لهذه الأعمدة يساوي الصفر . 

عه سالب ۽ حدآن 2= موا 3= 5 OW‏ امال الح دالاو gs J‏ 8 ی العمود 


— 


الثاني + مثلى العمود الثالث : والعمود الأول واقع في مستوي الآ خرين. وليس 
سوى عمودين منها مستقلين . عندما يقع عمود مثل )2,5,7(= Lai b‏ فى هذا الممستوي 
— يساوي العمود الأول + العمود الثالث فانه يكن حل النظام . مع ذلك » يوجد 
كثير من التراكيب الأخرى الممكنة . المتجه b‏ نفسه يساوى 5(العمود١‏ )-(العمود7)- 
(العموة9): زذلك باضافة (12-,3 إلى الخل السابق ci‏ أعظئى عفرا . SY‏ 


يمكننا أن نضيف إلى الحل أي مضاعف ل(2-,1-,3) . وهكذا نجد أن الحل مكون من 
مستقيم كامل ‏ كما رأينا بطريقة الأسطر . 

إن ذلك إقناع عددي ولكنه ليس السبب الحقيقي الذي جعلنا نتوقع وقوع 
الأعمدة في مستوي . الحقيقة هي أننا عر فنا أنه يكن للأعمدة أن تتركب لتعطى صفراً 
لآن الأسطر فعلت ذلك . إن ذلك أمررياضي وليس من الحساب -وإنه يبقى صحيحاً 
في ۸ بعدا . إذا لم يكن ل مستوياً نقطة مشتركة؛ فان الأعمدة ال n‏ نقع فى مستو واحد . 
إذافشلت الصورة المط als eV from od‏ للصورة العموديةء إن ذلك doe‏ اساسة 
للجبر الخطي وهي تظهر الفرق بين الفصل الأول والثانى . يدرس هذا الفصل معظم 
المسائل المهمة _الخالة غير الشاذة عندما يكون هناك حل واحد يمكن حسابه .يدرس 
الفصل الثاني الحالة العامة حيث يمكن وجود كثير من الحلول أو لايوجد أي حل . فى 
كل من الخحالتين ٠‏ لايمكننا المتابعة دون رموز ملائمة (الرمز المصفوفى) وطريقة ملائمة 
(الحذف). بعد التمارين » ستبداً بهذه الطريقة . 


owt 
ارسم من أجل المعادلات» 4= رة ء» 4= ر2 ×2 صورة سطرية‎ 1١-15-1١ 
(مستقيمان متقاطعان) وصورة عمودية (تر كيب للعمودين يساوى المتجه‎ 
العمود (4.4) الواقع في الطرف الأيمن)‎ 
خل النظام المثلثي غير الشاذ بين أن حلك يعطى تركيباً فى الأعمدة‎ ۲-۲-١ 
; يساوي ال متحه الأيمن‎ 
د تنرب نر جين‎ 
v+w =p, 
w= by, 
+x tw +c =6 tw +2 =4 tw = 2 : صف تقاطع المستويات الثلاثة‎ | las 


(جميعها في فضاء ذي أربعة أبعاد) . هل هو مستف مستقيم أم نقطة أم AS games‏ 


\é 


iN] 


Y-Y =} 


yaya 


a 


4 الخطى وتطبيقاته 


خالية؟ ماهو التقاطع إذا كان المستوي الرابع هو 1- -» ؟ 
ارسم المستقيمات ONS)‏ 





هل هذه المعادلات قابلة للحل آنياً؟ يحصل للشكل إذا كانت الأطراف 
اليمنى أصفاراً؟ هل يوجد اختيار غير صفري للأطراف اليمنى يسمح 
المستقيمات الثلاثة بالتقاطع في نقطة واحدة ويكون لهذه المعادلات 
حل؟ 
أوجد نقطتين من مستقيم تقاطع ob ult‏ الثلاث ,50 stytt =l‏ 
0 = تمن الفضاء ذى الأبعاد الأربعة . 
عندما يكون (2,5,4) b=‏ آوجد حلا (ww)‏ للمعادلات (؛) غیرالحلین 
)1,0,1( . (1.1-.4) الظاهرين فى النص . 
أوجد طرفين يمينيين أخرين » بالاضافة إلى (2,5,7)- b‏ تكون المعادلات 
(:) من أجل ذلك قابلة للحل . 
أوجد طرفين يمينين أخرين 6 بالإضافة إلى )2,5,6( = b‏ بحيث تصبح هذه 
المعادلات غير تمكنة الحل . 
فسر U‏ يكون النظام شاذاً : 

u+tv+w=2 

u + 2v + 3W ح‎ [ 

V+ Aw = 0Û 

وذلك بايجاد تر كيب للمعادلات الثلاث يعطى 0-١‏ . ماهى القيمة التي 
يجب استبدالها بالصفر الأخير فى الطرف الأيمن» ليصبح لهذه المعادلات 


je 


ا 


١5١5-5-1١ 


Wii 


المصفوفات والحذف الغاوسي ب ١‏ 


حلول_ماهو أحد هذه الحلول؟ 
الصورة العمودية بالتمرين السابق هى : 


1 ظ 
+v 3‏ 
2 


7 +W =p. 














2 
3 








I 
1 
0 
برهن أن الأعمدة الثلاثة الواقعة في اليسار تقع في مستو واحد» وذلك‎ 
للآخرين الأولين.. ماعى الخلول‎ SS CI عن العمو د‎ peal 
F (0,0,0) هو المتجه الصفرىي‎ b (مدرنا,:)إذا كان‎ 
رتقع النقاط(,0,(.)1,,(.)2,3) على مستقيم‎ yy, تحت أي شروط على‎ 
واحد؟‎ 
: المعادلتان‎ Lace تقبل‎ 

ax +2y =0 

2x +ay =0‏ 
الحل 0= =y‏ + . من أجل أى قيمة ده يكون الحل مستقيماً uls‏ 
ارسم المستوي 1= ج+ + أو جزءه الذي يقع في الثمن Xm ghl‏ 
0< ج ,0< fail 20, y‏ الأمرنفسه من أجل المستوي 2 - tytz‏ × فى 
الشكل ذاته . ancl gale‏ العمودى على غذين المستوين؟ | 
انطلق بالمستقيم 7= 4y‏ + × وأو جد معادلة متام الموازي له المار من 
النقطة 0- x =0,y‏ . أوجد معادلة مستقيم آخر يقطع الأول في 
النقطة 1= ر3 = × (ويمر من Gad‏ 


-١‏ #مثال للحلف القاوسي 


SUN 


3 الجبر الخطي وتطبيقاته 


4u-6v =-2‏ ۱( 
2u +v +w > 5‏ 
-2u+7v+2w=9.‏ 
المسألة هى : إيجاد قيم المجاهيل yxy.‏ وسنطبق من أجل ذلك طريقة غاوس في 
الحذف (يعد غاوس من أعظم الرياضيين ليس حتماً بسبب هذا الاكتشاف GAN‏ من 
المحتمل e‏ أنه قد حصل عليه خلال عشر دقائق ومن السخرية أن يستخدم اسمه بكثرة 
من أجل هذه الأفكار) . تنطلق الطريقة بطرح مضاعف مناسب للمعادلة الأولى من 
كل واحدة من المعادلات الأخرى وذلك لحذف المجهول » من المعادلتين الأخيرتين . 
إن ذلك يتطلب منا : 
أ) طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(2) من الثانية . 
ب) طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(1-) من الثالثة . 
فنحصل على نظام مكافىء . 
D‏ توج رن + 2u‏ 
(Y) - 8v -2w= -12‏ 
Sy + 3w = 4‏ 
و يسمى العدد )2( الذي هو معامل المجهول » فى المعادلة الأولى محور الخطوة 
الأولى من الحذف . في الحذف نقسم» دائماً» على المحور. العدد الذي يقع تحتهء 
لايجاد المضروب الصحيح . 
فى المرحلة الثانية من الحذف نتجاهل المعادلة الآولى . أما المعادلتان الباقيتان فلا 
تحويان سوى المجهو لين vw‏ ويمكن تطبيق طريقة الحذف ذاتها عليهما . المحور في هذه 
ا لحالة هو (8 -). يجب طرح مضاعف للمعادلة الثانية من المعادلات الباقية (في هذه 
الحالة توجد معادلة واحدة فقط وهي المعادلة الثالثة) وذلك لحذف المجهول «. نجمع 
المعادلة الثانية إلى المعادلة الثالثة» أويقول آخر : 


ج) نطرح جداء )1 -) بالمعادلة الثانية من المعادلة الثالثة . 
وهكذا تكون طريقة الحذف» هنا » قد انتهت» على الأقل » في الاتجاه التقدمي 
ونتح معنا : النظام المبسط . 
5 - سر + سر + 26 
8v - 2w = -12‏ - 0 
w= 2.‏ 
إن هذا ترتيب واضح لحل النظام . تعطي المعادلة الأخيرة 2= «؛ إذا عوضنا هذه 
القيمة في المعادلة الثانية» نجد 1=« وهكذا تعطي المعادلة الأولى 1=» . تدعى هذه 
الطريقة السهلة التعويض التراجعي. 
نعيد : الحذف التقدمي ينتج المحاور 8.1-,2 . بطرح مضاعف لكل سطر من 
الأسطر الواقعة تحته» نتوصل إلى النظام « المثلثي » (*) . ثم يحل هذا النظام بترتيب 
معاكس من الأدنى إلى الأعلى وذلك بتعويض كل قيمة حسبت من معادلة فى 
المعادلات التي تقع فوقها . 
ملاحظة : هناك طريقة جيدة لاظهار ‏ خطوات الحذف التقدمي؛ هي أن نضم 
الطرف الأيمن كعمود إضافى . ليس هناك ضرورة لكتابة dav‏ كل مرحلة : 
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أخيراً» سنجد نظاماً مثلثياً جاهزاً للتعويض التراجعي . يمكنك أن تختار هذا 
الترتيب الذي يضمن أن العمليات التي تجري على الطرف الأيسر للمعادلات» تجري 
أيضاً على الطرف الاين منها OY‏ الطرفين موجودان هنا Las‏ 

في المسائل الكبيرةء يأخذ الحذف التقدمي أكثر الجهد . إنه محكوم بالأطراف 
اليسرى للمعادلات» بينما يتعلق GALI‏ التراجعى بالأطراف اليمتى أيضاً. في الخظوة 
الأولى» نستخدم مضاعفات للمعادلة الأولى لايجاد أصفار تحت المحور الأول. ثم 


[ad‏ عناصر العمود الثانى الواقعة تحت المحور الثانى أصفاراً. lol‏ ستحتوي المعادلة 


# المجهول ,× منفرداً مضروباً با محور الأخير . تنتهي الخطوة التقدمية عندما يصبح النظام 
مثلثياً . ينتج التعويض التراجعي الحل كاملا باتجاه معاكس» وأخيراًء نجد المجهول 
بالتعريف : المحور لايمكن أن يكون صفراً لاننا نحتاج للقسمة عليه . 


فشل الحذف 

نريد هنا طرح سؤالين قد يكون فيهما سبق للحوادث ولكن الاجابة عليهما 
ستعطي ضوءاً على الطريقة ذاتها. السؤال الأول : هل تؤدي هذه الطريقة Lass‏ إلى 
حل؟ وتحت أي ظروف تفشل هذه الطريقة؟ بعض الأشياء تظل خاطئة في ا حالة الشاذة 
وبعض الأشياء قد تظل خاطئة في ال حالة غير الشاذة . المسألة ليست هندسية بل جبرية . 

الجواب هو : إذا أنتجت الظريقة «محوراً فان هناك خلا وحيداً للمعادلات 
ويكون النظام غير شاذ ويحل بالحذف التقدمي والتعويض التراجعي . أما إذا ظهر صفر 
في موضع محور فان عملية الحذف تتوقف إما مؤقتاً أو نهائياً. يكن أن يكون النظام 
شاذاً ويمكن أن لا يكون كذلك . 

مثلا إذا كان المعامل الأول صفراً في القرنة العليا اليسرى فان حذف u‏ من بقية 
المعادلات مستحيل . وهذا الأمر صحيح من أجل كل خطوة من خطوات الحذف 
الأخرى . لاحظ أنه من الممكن أن يظهر صفر في موضع أحد المحاور المتوسطة رغم 
أن المعامل في النظام الأصلى الذي يشغل موضعه لايساوي الصفر . نقول بدقة إننا 
لانعرف ما إذا كان سيظهر صفر قبل أن نجرب بمتابعة طريقة الحذف فعلا . 

في كثير من الأحيان» يمكن معالجة UKE‏ وتتابع عملية الحذف طريقها لايجاد 
الحل الوحيد للمسألة وتبقى المسألة المحسوبة غير شاذة؛ المسألة وحدها تحتاج إلى 
إصلاح . ولكن قد لاييكن» في حالات آخرى» تحاشي الفشل . هذا النظام غير القابل 
للاصلاح شاذ» ليس له حل وإلا سيكون له عدد غير منته من الحلول كما لايمكن 
ايجاد مجموعة المحاور كاملة . 
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مثال غير شاذ (أصلح بالمبادلة بين المعادلتين (TaY‏ 


U + V+ WwW = سس‎ u + VEW it+v+tw مسح‎ 
2u + 2v + 5w =— حل‎ 3w =— 20 + åw =— 
Au + Gy + 8w =— 2v + 4w =— Jw داح‎ 
. أصبح النظام الأن مثلثياً ويمكن للتعويض التراجعي حله‎ 
مثال شاذ (غير قابل للإصلاح)‎ 
u+v+w=— ut+v+w=— 
2u + 2v + 5w =— = Jw لاح‎ 
4u+4v+8w=— 4w =— 


لايوجد هنا مبادلة بين المعادلات يمكن بها تحاشي الصفر في موضع المحور 
الثانى . يمكن للمعادلات نفسها أن تكون قابلة للحل أو غير قابلة للحل . إذا كانت 
المعادلتان الأخيرتان من الشكل 7- 3w = 6, 4w‏ فانه لايوجد حل . إذا حصل أن كانت 
هاتان المعادلتان متسقتين مثل 4w=8‏ ,6= س3. فان لهذه الحالة الشاذة عدد غير منته من 
الحلول . نستنتج أن 2 -«:» لكن لايمكن للمعادلة الأولى أن تقرر شيئاً من أجل Wav‏ 
معا. 

سيناقش البند )0-1( مبادلات الأسطر عندما يكون النظام غير شاذ؛ لذا فان 
المبادلات تنتح مجموعة كاملة من المحاور . الباب الخامس يقبل JLI‏ الشاذة ويترنح 
متقدماً إلى الأمام في الحذف . يمكن ل س3 حذف 4# ويمكننا أن نعتبر المحور الثاني(3) 
(يمكن أن لانفوز بمحور ثالث) . من أجل ال حالة ا لحاضرة» نأمل أن تكون جميع العناصر 
المحورية غير صفرية» دون أي تغيير في ترتيب المعادلات . إنها الحالة الفضلى وبثلها 
el pet Slee‏ 


تكلفة الحذف : 


Y.‏ الخبر الخطى وتطبيقاته 


التي تتطلبها عملية الحذف من أجل نظام من n‏ معادلة فى n‏ مجهولا ؟ إذا كان «كبيراً فان 
الحاسوب ينوب عنا باجراء العمليات (يمكنك أن تجد برنامجاً جاهزاً أو تستخدم النظام 
الموجود في الملحق ج) . بما أن جميع الخطوات معروفة » فانه يمكننا تقدير عدد العمليات 
التى على الحاسب أن يقوم بها. لنتجاهل لفترة» الأطراف اليمنى للمعادلات ولنعد 
فقط العمليات المتعلقة بالأطراف اليسرى . هذه العمليات من نوعين : النوع الأول 
هو القسمة على المحور وذلك لمعرفة أى مضاعف(لنقل )١‏ للمعادلة المحورية» يجب 
طرحه . في الحقيقة» من أجل طرح معادلة من أخرى» سنواجه» باستمرار» تركيب 
ضرب - طرح ؛ نضرب حدود المعادلة المحورية بالعدد | ويطرح EL)‏ من معادلة تقع 

لنفترض أننا قد اتفقنا أن نعتبر كل عملية قسمة وكل ضرب ‏ طرح عملية 
واحدة. فى البدء » إذا حوت المعادلة الأولى n‏ حداً فاننا نحتاح إلى 7 عملية لكل صفر 
نرغب الحصول عليه فى العمود الأول واحدة لايجاد المضروب/ والبقية لايجاد العناصر 
الجديدة على طول السطر . غناك ۸-1 سطراً تحت السطر الأول» لذا ءقان الخطوة 
الأولى من عملية GIH‏ تتطلب n(n -Den-n‏ عملية . (إليك طريقة أخرى من أجل 
inn‏ يجب تغيير جميع العناصر التي عددها 7 عدا العناصر الواقعة في السطر الأول 
والتي عددها #). لنلاحظ أن المراحل التالية ستكون أسرع من سابقتها وذلك OY‏ 
المعادلات تأخذ بالقصر وعندما يصبح الحذف مقصوراً على k‏ معادلة» فاننا نحتاج إلى 
k-k‏ من العمليات فقط fad‏ معاملات هذه المعادلات الواقعة تحت المحور أصفاراً 
بالمحاكمة ذاتها التي أجريت في الخطوة الأولى عندما كان .k=n‏ بالجمع. olad‏ 
العدد الكلى olla‏ الأطراقه اليسرق للمعادلات هو مجموع الحدود Pk‏ على 
جميع قيم # من ! إلى ۸ : 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۲١‏ 


هاتان الصيغتان اعتياديتان لمجموع الأعداد ال «الأوائل ومجموع 
مربعاتها. إذا عوضنا 1= 2,۸ -7. 4-100 في القانون. فان الحدف التقدمي لایحتاج 
إلى خطوات أو يحتاج إلى خطوتين أو مايقارب ثلث مليون خطوة (وهذا يعني ٤١‏ 
ثانية لنظام جيد في © ۶) الأمر المهم هو النتيجة : 
إذا Ob‏ كبيرا فإن العدد 3 /'0 = م تقدير جيد لعدد العمليات. 
إذا جعل حجم النظام ضعفين وكان قليل من المعاملات أصفاراً فان التكلفة 
تضر ب بالعدد (A)‏ 
تعد عملية التعويض التراجعي أسرع بكثير - المجهول الأخير يعرف بعملية 
واحدة (القسمة على المحور الأخير) ويحتاج المجهول الذي قبله إلى عمليتين . وهكذا 
يكون مجموع عمليات التعويض التراجعي : 


ho 


nin P n 


|] + 2 + ... + = 


— 


سنرى أن 12 خطوة أخرى تهيء الطرف الأيمن إلى التعويض التراجعي. لذا 
فان الطرف الثانى مسؤول عن 7/2 عملية » وهذا أقل بكثير من ۸/3 للطرف الأيسر. 

منذ عدة سنين» كان ظن جميع الرياضيين تقريباًء أن هذه الأعداد تفاؤلية بحته 
أو بقول آخر إذا وجدت مجموعة « معادلة فى مجهو ob N‏ لا يکن ايجاد حل لها 
بأقل من 3 عملية ضرب . (لقد وجدت نظريات لبرهان ذلك ولكنها لم تأخذ بعين 
الاعتبار جميع الطرائق الممكنة) . من المدهش أنه قدتم إثبات خطأ هذه الظنون ويوجد 
حالياً طريقة تتطلب cn AE ba‏ عملية ضرب! Glan‏ ذلك بامر سيط : قك يظهر 
أنتركيبين لمتجهين من فضاء ذي بعدين يحتاجان إلى A‏ عمليات» ولكن يمكن إجراء 
ذلك يسبع . إن ذلك يخفض الأس من قيوم/ الذى هو 3 إلى 2.8 log,7~‏ . يؤدي هذا 
الاكتشاف إلى جهد ضخم لايجاد أصغر قوة ممكنة ل n‏ لقد انخفض أخيراً الأس (في 
مركز أبحاث UBM‏ إلى أقل من 25 حيث بقى كما MES‏ لحسن حظ الحذف. 


)1( بمساعدة زوريخ وصل إلى أخفض من ۲,۳۷٦‏ . يظهر أنه يتوقع كثيراً أن يكون الحد الأدنى BY‏ 
لايوجد عدد بينهما له مظهر خاص . إن ذلك Wad‏ رأي شخصي . 


Yy‏ الجير الخطى وتطبيقاته 


الثابت © كبير جداً والبرمجة محيرة جداً بحيث لن يكون للطريقة » إلى حد كبير (أو 
بصورة (ALS‏ سوى فائدة نظرية . المسألة الأكثر حداسة هى معرفة تكلفة طرائق عديدة 


تمارين 


١٠-۳-١‏ طبق الحذف والتعويض التراجعى لحل 
2u-3v =3‏ 
4u-Sv+w=7‏ 
2u- v-3w=5.,‏ 
ale‏ المحاور؟ اذكر ثلاث عمليات طرح مضاعف سطر من آخر . 
۲-۳-۱ من أجل النظام: 
utv+w=2‏ 
u+3v+3w=0‏ 
u + 3v + Sw =2.‏ 
ماهو النظام المثلثي بعد الحذف التقدمى وماهو الحل؟ 
۳-۳-١‏ حل النظام التالى وأوجد المحاور 
2u - y =0‏ 
-u +2v - w = {)‏ 
-v+2w -z =0‏ 
-w+2z=5.,‏ 
يمكنك جعل الطرف الأيمن عموداً خامساً (وإهمال كتابة uw‏ حتى 


ايجاد الحل) . 


اا 


المصفوفات والحذف الغاوسى YY‏ 


طبق الحذف على النظام 

v+w= -2‏ بير 

3u+3v-w= 6 

u- v+we=-l. 
عندما يظهر صفر في موضع محورء بادل بين تلك ال معادلة مع التي تحتها‎ 
ثم تابع الحل . ماهو معامل « الذي يجب وضعه فى المعادلة الثالثة عوضاً‎ 
المتابعة مستحيلة. ويجعل الحذف‎ we (-1) الحاضر‎ jell عن‎ 
: حل بالحذف نظام المعادلتين‎ 

x-y= 0 

3x +6y = 18.‏ 
ارسم مخططأً يثل كل معادلة بمستقيم في المستوي tx-y‏ يتقاطع 
المستقيمان عند الحل . أضف أيضاً » مستقيماً آخر » وهو بيان الشكل 
الجديد للمعادلة الثانية الذي يظهر بعد الحذف . 
اوجد ثلاث قيم ل ۾ بحيث يكون الحذف من أجلها فاشلاً» دوماً أو 
مؤقتاً. وذلك فى النظام : 

au+ty = 1 
Au + av =2 

يكن إصلاح فشل الخطوة الأولى بمبادلة بين السطرين -ولكن لن يكون 
ذلك من أجل -فشل الخطوة الأخيرة . 
)1 إذا كان سطرا 4 الأولان متساويين» متى يكن للحذف أن يكتشف 
أن 4 شاذة؟ أعط مثالاً من النوع 3X3‏ يسمح بمبادلة أسطر . 
(ب) إذا كان العمودان الأولان من A‏ متساويين» متى يكن للحذف أن 
يكتشف أن 4 شاذة؟ 


ااانه 


اال 


ET 
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كم عدد عمليات الضرب _ طرح التي يجب إجراؤها لحل نظام من 
المرتبة 600 =۸ ؟ كم عدد ثوانى العمل فى © الذي يمكنه اجراء 
٠‏ عملية فى الثانية أو في VAX‏ حيث يكن اجراء 6٠٠٠١‏ عملية 
في الثانية أو في CRAY X-MP/2‏ حيث يمكن اجراء VY‏ مليون عملية فى 
الغانية؟ 
(إن فى ذلك دقة ثنائية-اغتقد أن CRAY‏ أرخص. إذا كنت قادرا عليه E‏ 
صح أو خطأ : 
C)‏ إذا ابتدأت المعادلة الثالثة بمعامل صفري (تبداً ب (Ou‏ فانه لن يطرح 
مضاعف المعادلة )١(‏ من المعادلة )1( 
(ب) إذا كان المعامل الثاني فى المعادلة (۳) صفراً ( تحوي 0۷ ) فانه لن 
يطرح مضاعف للمعادلة (Y)‏ من المعادلة )1( 
(ج) إذا حوت المعادلة الثالثة «0, 0 » فانه لن يطرح مضاعف 
للمعادلة الأولى أو للمعادلة الثانية من المعادلة (۳). 
(اختیاری (a>‏ يتضمن عادة ضرب عددين مركبين 

(a + ib) (c + id) = (ae - bd ) + i (be + ad )‏ 
5 بع عمليات ضرب 46,540,040 . متجاهلا i‏ هل كنك حساب 
المقدارين ac- bd, be +ad‏ بثللاث عمليات ضرب فقط ؟ (يمكنك القيام 
بعمليات جمع مثل تكوين a tb‏ قبل pall‏ دون حظر) . 
استخدم الحذف لحل : 


u+ Vt we 6 u+ v+ wo 7 
u+2v+2w=ll 4 u + 2v + 2w = 10 
2u + 3v- ح نيرك‎ 3 2u + VA = 3 


التمارين الأخيرة تعطى خبرة فى انشاء المعادلات الخطية . أفرض : 
أ أن 6١‏ في BU‏ ممن يكونون فى بدء السنة فى كاليفورنيا يبقون فيها 


==" 


يما 


ب وأن 4١‏ في المائة من يبدؤون سنتهم خارج كاليفورنيا يبقون فيها 
بينما يدخل ٠١‏ في SUI‏ منهم إليها . 
إذا علمنا الوضع في البدء» يوجد ٠١٠١‏ مليون خارج كاليفورنيا و ٠١‏ 
مليون داخلهاء فمن السهل أن نجد العددين uy‏ الممثلين لما في كاليفورنيا 
وخارجها في نهاية العام . المسألة الحقيقية هي العودة إلى الخلف وحساب 
وضع الإنطلاق بمعرفة الوضع النهائي . 

.9 (200,000,000) + .2 (30,000,000) = u 

.1 (200,000,000) + .8 (30,000,000) = v 
مليوناً فى نهاية السنة.‎ 7٠ إذا كان » مساوياً٠ ۲۰ مليون و« مساوياً‎ 
. فى بدء العام (ال حل غير مطلوب)‎ lv ضع المعادلات الضرورية لايجاد‎ 
في نهاية العام مساويين ل 4,۷ فى ٻدئه» فما هي‎ uv إدا كان‎ 


المعادللات التى نحصل عليها ؟ وما هى نسبة » إلى gv‏ هذه VV‏ 
الثابتة' ؟ 


٠-١‏ الرمز المصفوفى وضرب المصفوفات 

حتى OYI‏ ومن أجل مثالنا FXT‏ كنا قادرين على كتابة جميع المعادلات كاملة . 
ولقد تمكنا أيضاً من سرد كل خطوات الحذف بالتفصيل وهى طرح مضاعف لمعادلة 
من أخرى وذلك لوضع النظام بشكل مثلثي . لكن عملية الحذف على هذا النحو تصبح 
مستحيلة حينما يكون نظام المعادلات كبيراً ما يجعل صياغة مختصره أمرأ ضر و ريا . 
سنقدم الآن الرمز المصفوفي لتمثيل نظام المعادلات الأصلي ونقدم Lal‏ ضرب 
المصفوفات وذلك لوصف العمليات التى تجري بصورة أكثر سهولة . 
لنذكر أن في مثالنا 


5 ح نهر هبو +24 
4u - 6v = -2‏ )\( 


-2u + 7v+2w= 9 


5 الخبر الخطي وتطبيقاته 
تظهر ثلاثة أنواع من المقادير . في الطرف الأيسر تقع المجاهيل uvw‏ وفي الطرف 
الأيمن يقع المتجه b‏ وأخيراً مجموعة تسعة معاملات عددية تقع في الأطراف اليسرى 
(قد يصدف أن واحداً منها صفر) . من الطبيعى أن تمثل المجاهيل الثلاثة بمتجه : 
l‏ 
المجهول هو | « |- + ؛ والحل هو 


E 














1 
1 V 
E. W 


أما ما يتعلق بالمعاملات المصطفة فى ثلاثة أسطر وثلاثة أعمدة فان أفضل شكل 
لها هو مصفوفة ثلاثة فى ثلاثة تدعى مصفوفة المعاملات : 


A= 


UAN 
ل‎ oN س‎ 


l 
0 
5 








4 مصفوفة مربعة وذلك لأن عدد المعادلات متفق مع عدد المجاهيل . بضورة 
عم إذا وجدت n‏ معادلة فى مجه ولأ فسيكون لدينا مصفوفة معاملات مربعة من 
المرتبة ۸ ذات ۸ سطراً و « عموداً. بصورة أكثر عمومية» يكننا أن نحصل على m‏ 
معادلة و» مجهولاً. فى هذه الحالة » تكون المصفوفة مستطيلة mold‏ سطراً n‏ عموداً. 
بقول آخر إنها مصفوفة من النوع Xn)‏ ) . 

تجمع مصفوفة إلى أخرى أو تضرب بعدد كما يجري ذلك من أجل المتجهات 
حيث نتعامل مع كل مركبة لوحدها. بالفعل يمكننا أن ننظر إلى المتجهات على أنها 
حالات خاصة من المصفوفات ؛ هي مصفوفات ذوات عمود واحد. كما هو حال 
col grill‏ يكن جمع مصفوفتين فقط في حالة كونهما من نوع واحد : 
































سوف نستخدم فيما يلي الرمز التالي . نقترح كتابة النظام )١(‏ ذي المعادلات 
الثلاث والمجاهيل الثلاثة بالشكل المصفوفى المبسط Axab‏ . لنكتب ذلك بصورة مفصلة 


على الشكل : 


q) | 








5 
-2 |. 
9 














Lil 7 

-6 Ü V 

T2j|w 

الطرف الأيمن واضح بصورة كافية» إنه المتجه العمود «للحدود غير المتجانسة» . 

تعر یف هذا الضر ب بح بحيث ينتج عنه النظام الأصلي . لدا ت يجب أن تنتج أول مركبة لهذا 
الجداء من ضرب أول سطر من 4 فى المتجه العمود E.‏ 


w 2 1 1 








يساوي ذلك المركبة الأولى من $b‏ 5= «+«+ »2هي المعادلة الأولى من نظامنا . 
تتعين المركبة الثانية من الجداء Ax‏ بالسطر الثانى من 4 إنها 4u - 6v‏ أما المركبة الثالثة 
فانها تنتج عن السطر الثالث . إذاً المعادلة المصفوفية Arab‏ هي » بصورة دقيقة » مكافئة 
للمعادلات الآنية الثلاث التى انطلقنا Agee‏ 

العمليةالظاهره قي EJLAT‏ بيرت مصفوفي . نن 





ى من 
متجه سطر ومتجه عمود من سعة واحدة ويكون الجداء عدداً صرفاً . تدعى هذه الكمية 
elit‏ الداخلى للمتجهين . بقول آخرء ان eli‏ مصعوفة ر×1 التى هی متجه سطر› 
فى مصفوفة 1× » المعروفة يمتجه عمود» هو مصفوفة 1X1‏ : 


]كه ]2.1+1.141.2(= 








l 
27 | 


YA‏ الجبر hhi‏ وتطبيقاته 


يؤكد ذلك أن الحل المقترح )11,2( =× يحقق المعادلة الأولى . 
إذا نظرنا إلى جميع الحسابات . فى ضرب مصفوفة فى متجه » فان هناك طريقتين 
لاجراء ذلك . الأولى متابعة سطر في كل مرة . نركب كل سطر من المصفوفة مع المتجه 
لينتج مركبة من الجداء . يوجد ثلاثة جداء ات داخلية» عندما توجد ثلاثة أسطر : من 
أجل المثال : 


























هكذا يشرح الأمر› عادة» لكن الطريقة الثانية لاتقل عن هذه ciaal‏ وهى فى 
الواقع أكثر أهمية . إنها تجري pall‏ : عمود فى كل مرة . نحصل على Ar‏ دفعة واحدة 
وهو تركيب في الأعمدة الثلاثة ل A‏ : 


۳ iii 
00 Ax =? +5 | +0 = 
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0 6 
l 7 
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الجواب هو مثلاً العمود OHC)‏ أمثال العمود(7) . ail‏ يقابل «الصورة العمودية) 
للنظام الخطى b‏ = ×4 . إذاكان للطرف الأيمن المركبات 7,6,7 فان للحل OLS Mx‏ 2,5,0 . 
eb‏ تتفق الصورة السطرية مع ذلك . (وعلينا أخيراً أن نقوم بالعمليات ذاتها) . 

نستخدم قاعدة العمود باستمرار وفى كل مكان فى هذا الكتاب» لذلك نعيد 
ذكرها للناكيد : 

AY) باستخدام الأعمدة كاملة كما هو ظاهر فى‎ Ax أ يمكن إيجاد الجداء‎ ١ 
فإن مه تركيب خطى لأعمدة 4. المعاملات التى تضرب بالأعمدة هى‎ UUs 
| | ALS فر‎ 

إذا أردنا أن نستخلص قاعدة عامة للضرب في Aun‏ فاننا نحتاج إلى رمز لكل 


عنصرفي تمكن قراؤ ته بسهولة . إذا وقع عنصر من 4 في السطر ذي الرقم ¡ والعمود 
ذي الرقم رفاننا نمثله بالرمز a‏ يعطي الدليل الأول رقم السطر ويعطي الدليل الثاني 
رقم العمود . (في المصفوفة السابقة » 6حرره, 3حريه)ء إذا كانت A‏ من النوع m Xn‏ فان 
يتحول من 1 إلى ”و ريتحول من ١‏ إلى gen‏ بالجملة إن للمصفوفة ۸×« عنصراً 
مكونة Lollis‏ مستطيلاً» ,4 يقع في الزاوية اليمنى الدنيا. 

ويكفي دليل واحد لكل مركبة ل:؟ تمثل مركبته ذات الرقم ربالرمز د(في الضرب 
السابق 0 حر :د,5 -, ,2 -, Cr‏ . يكتب عادة + على صورة متجه عمود-يشبه مصفوفة من 
النوع 1× لكن يطبع في بعض الأحيان بصورة سطرء مثل )2,5,0( X=‏ وجود 
القوسين والفواصل يبين أن ذلك ليس مصفوفة من النوع 1×3. إنه متجه عمود لكنه 
انکب على وجهه مؤقتا . 

من أجل تمثيل الجداء Ax‏ » يمكننا استخدام رمز التجميع سيغما (ZN: sigma‏ 


Ax من‎ I هى المركبة‎ ETT 
" Jal ` 


ينتقل هذا المجموع على طول السطر : من 4 مكوناً الجداء الداخلى لهذا السطر 
بالمتجه . يعطي الدليل رجميع القيم من 1 إلى # ومن ثم يضيف التتائج_المجموع 
هو tate tax,‏ × ه. تلاحظ من جديد أن طول السطر (عدد أعمدة (A‏ يجب أن 
يساوي عدد مركبات ×. مصفوفة من النوع m Xn‏ تضرب بمتجه دی n‏ بعداً (تعطى 
متجهاً 15 m‏ بعداً) . التجميع يبسط العمل وذلك بكتابة كل شيء MALS‏ ولكن ليس له 
جودة الترميز المصفوفي” 


© ijxj أو‎ © ijxj أدخل انشتاين «الرمز التنسوري» حيث يعني تكرار الذليل تجميعيا: لقد كتب‎ )١( 


بدون الرمز È‏ 


a‏ ال حبر الخطي وتطبيقاته 


الشكل المصفوفى لإحدى خطوات الحذف 

استخدمناء حتى AK COV‏ مختز Y‏ مناسباً للنظام الأصلى هو Ax=b‏ ولكن 
ماذا نستخدم من أجل العمليات التي نجريها خلال عملية الحذف ؟ في مثالناء تقوم 
الخطوة الأولى بطرح جداء المعادلة الأولى بالعدد (2) من المعادلة الثانية وتؤدي هذه 
ا لخطوة» في الطرف الثاني إلى ضرب المركبة الأولى من ٠‏ بالعدد (2) أيضاً وطرح 
الناتج من المركبة الثانية . ندعي أننا نحصل على هذه النتيجة ذاتها إذا ضربنا المتجه b‏ بالمصفوفة 
الأولية التالية : 


























نلاحظ أن المركبتين الأولى والأخيرة 5.9 تبقيان كما هما (بسبب الشكل الذي 
اخترناه للسطرين الأول والثالث من AS MCE‏ الجديدة الثانية هى 12- وذلك ماظهر 
بعد الخطوة الأولى من الحذف . 

من السهل وصف المصفوفات التي تشبه ع والتي تنفذ مختلف خطوات الحذف . 
نلاحظ أيضاً أن «مصفوفة الوحدة» لاتقوم (في الضرب) بأي عمل . 

انمه افر ال تيقى لاقن gh pall‏ ج «gh LS‏ مقو ME‏ 
ol‏ مكونة من وحدان على قطرها وأصفار في المواقع الأخرى . المصفوفة التي تطرح 
مضاعفاً ؛ للسطر j‏ من السطر : هي المصفوفة الأولية E‏ مكونة من وحدان على 
bill‏ وبالعدد 1- عند تقاطع السطر i‏ مع sos!‏ دازلايقية العتاهصر أضثار ). 


10 
0 1 
0 0 


(= 4 È= 











0 100 
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مثال 
إذا ضربت أي متجه b‏ بمصفوفة الوحدة فانك تحصل من جديد على b‏ إن ذلك 
يشبه الضرب بالعدد (1) bab:‏ إذا ضربت > عوضاً عن ذلك» بالمصفوفة Ey‏ 
فانك تحصل على ) Enb = (6, b, by- b,‏ . إنها عملية نموذجية على الطرف الاين من 
المعادلات . والشيء المهم هو ماذا يحصل في الطرف الأيسر . 
للمحافظة على المساواة علينا أن نطبق العملية ذاتها على طرفى المعادلة cEx=b‏ 
أو بقول آخر » علينا أن نضرب من اليسار» المتجه Ax‏ بالمصفوفة #. مصفوفتنا الأصلية 
E‏ تطرح جداء العدد (۲) بالمركبة الأولى من المركبة الثانية تاركة المركبتين الأولى والثالثة 
ثابتتين . بعد هذه الخطوة يظهر النظام الجديد الأبسط (المكافىء للنظام القديم) وهو E‏ 
a) .)4× (=۴‏ نظام أبسط بسبب الصفر الذي أحدث تحت المحور وهو مكافىء لأنه 
يمكننا أن نعود إلى النظام الأصلى (باضافة جداء العدد(2) بالمعادلة الأولى إلى الثانية) . 
لذا فان لهذين النظامين الحل نفسه + . 


ضرب المصفوفات 

نصل الآن إلى المسألة الأكثر أهمية : كيف نضرب مصفوفتين . لدينا من قبل 
مفتاح جزئي لهذا الأمر وذلك من خلال طريقة الحذف . نعرف مصفوفة المعاملات 
الأصلية Sy‏ ماتؤول بعد الخطوة الأولى من الحذف» ونعرف أخيراً المصفوفة × التي 
تنفذ هذه الخطوة . من أجل ذلك نرغب أن يكون : 




















يظهر أن السطرين الأول والثالث بقيا كما هما في FA‏ بينما طرح ضعفا السطر 
الأول من الثاني . إذاً الضرب المصفوفي متوافق مع عمليات السطر في الحذف . يمكننا 


ry‏ لجبر الخطي وتطبيقاته 


كتابة هذه النتيجة إما بالصورة CE (Ar )=ED‏ بضرب 8 ب لطرفي معادلتنا أو 
بالشكل £= ×( (EA‏ لقد كونت المصفوفة الحديدة FA‏ . تماما بالصورة التى توافق 
هذه المعادلات . بقول آخر القوسان غير ضروريين ويمكننا أن نكتب FAL = Eb‏ 

هناك حاجة أخرى من ضرب المصفوفات : نعرف الآن كيف نجرى pall‏ :4 
لصفوفة في متجه» وعلى التعريف أن يبقى متسقا مع مثل هذه ا حالة . عندما تتكون 
مصفوفة B‏ من عمود واحد »فان على مصفوفة الجداء AB‏ أن تكون متطابقة مع متجه 
الجداء Ar‏ من المفضل أن تسير الأمور إلى أبعد من ذلك : عندما تحوى المصفوفة B‏ 
أعمدة متعددة» مثل ,,, LOG x, x,‏ نتوقع أن تكون أعمدة 8 هی بالضبط 

War, Ar, An,‏ يصبح ضرب المصفوفات واضحاً (LL‏ يمكننا أن نعتبر المصفوفة 
B‏ مكونة من عدد من الأعمدة المتتابعة ويمكننا أن نأخذ كل واحد منها منفرداً. يكن 
استخدام هذه القاعدة من أجل المصفوفتين المضروبتين أعلاه . يساوي العمود الأول 
من EA‏ جداء E‏ في العمود الأول من oA‏ نعمل بهذه الصورة فى بقية الأعمدة . 


نم اج انم 




















لنلاحظ أن مطلبنا الأول كان اجراء عمليات سطر بينما يتعلق المطلب الثاني 
بالأعمدة. أما الأسلوب CII‏ فهو وصش كل عنضر من By py AB‏ متفردة . فى 
الواقع توجد قاعدة واحدة نمكنة» ولست متأكداً ممن اكتشفها . ليس من الممكن أن 
نضرب أى مصفوفتين A‏ و8 ؛ ee ee‏ 
حجم واحد وإذا كانتا مستطيلتين فان من الضروري أن لاتكونا. من النوع ذاته بل يجب 
أن يكون عدد أعمدة A‏ مساوياً عدد أسطر 8. عندئذ E hä‏ اليج 


)\( إن ذلك هو الخاصة التجميعية 2x(3x4) = (2x3)x4‏ الأمر يظهر اشا بحيث من الصعب 
تصور خطأه . من الممكن أن يظهر الأمر نفسه من أجل «الخاصة التبديلية» 3x2‏ = 2×3 ولكن 
هذه الخاصة خاطئة فعلاً من أجل المصفوفات . 


منفرداً. بقول آخر إذا كانت 4 من النوع “و8 من النوع × ۸ فان الضرب 
SE‏ وسيكون الحداء AB‏ مصفوفة من النوع MXT‏ 

سنصف الآن كيف نجد العنصر الواقع في السطر : والعمود زفي AB‏ 

١‏ ج العتصر ز. :من AB‏ هو الحداء AAU‏ للسطر : من A‏ والعمود زمن 8. من 
أجل المثال الظاهر في الشكل (١-١)ء‏ 


(AB درط رجه = رو(‎ + a32 b22 + a33 b32 + a14 b42. 


3 by 4 matrix 


4211 à Gi 43 م‎ 





شكل A- ١(‏ توضيح لضرب المصفوفات . 


ملاحظة نكتب 48 عندما لايكون لهاتين المصفوفتين أي دور خاص فى عملية 
الحذف . لقد كان EA Cy BS‏ بسبب المصفوفة الأولية 8؛ ستجد فيما بعد PA‏ أو 
LU‏ أو 1217 أيضاً. فى كل حالة نستخدم القاعدة العامة نفسها لضرب المصفوفات . 
مثال ١‏ 


العدد 17 مثلاً هو (5) (3) + (1) (2) وهذا هو الجداء الداخلى للسطر الأول من 
المصفوفة الأولى بالعمود الأول من الثانية . أما العدد 8 فهو (1-) (0) + (2) (4) وهو ËU‏ 
عن السطر الثاني من المصفوفة الأولى والعمود الثاني من الثانية . العمود الثالث من B‏ 
مكون من أصفار وهو كذلك أصفار في AB‏ . 


Ve‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


مثال ۲ 


Y مثال‎ 


تبقي مصفوفة الوحدة كل متجه كما هو وتبقي أيضاً كل مصفوفة كما هى : 
مثال ٤‏ 


a b 
2a + 3c 2b + 3d | 








ED 
c d| 





بالأعمدة» يوضح هذا المثال الخاصة التي تأملنا وجودها قبل قليل . إن 8 مكونة 
من عمودين متتابعين وإن A‏ تضرب كل منهما على انفراد. لذا فإن كل عمود من AB‏ 
سيكون تر كيبا لأعمدة 4. تماما كما في ضرب مصفوفة amie‏ أعمدة 4 مضروبة بعناصر 
من 8. العمود الأول من AB‏ هو جداء ta ١‏ بالعمود (Y)‏ + جداء hed‏ بالعمود (؟). 

نتساءل OV‏ عن أسطر 48. يكن للضرب أن يعمل مع سطر فى كل مرة. 
يستخدم السطر الثاني من الجواب العددين 2,3 من السطر الثاني من A‏ يضرب هذان 
العددان سطرى 8 لنحصل على[4 31]6+[5 2]4. بصورة مشابهة » يستخدم السطر 
الأول من الجواب» العددين 1,0 ليعطي [4 ]1+0 .1]٠‏ تماماً كما في الحذف» كل 
سطر من AB‏ تر كيب في أسطر 8 . 

سنجمل فيما يلي الطرائق الثلاث للتعبير عن ضرب مصفوفتين . 

(۱) کل عنصر من AB‏ هو جداء سطر فی عمود : 


. 8 العمود زمن‎ GA السطر : من‎ = (AB), 
: هو جداء مصفوفة فى عمود‎ AB کل عمود من‎ (Y) 
B مضروباً بالعمود زمن‎ A = 48 العمود رمن‎ 
: هو جداء سطر فى مصفوفة‎ AB كل سطر من‎ (Y) 
. 8 السطر : من 48 - جداء السطر رمن 4 في المصفوفة‎ 
تفيد هذه الملاحظة لتحقيق خاصة من خواص ضرب المصفوفات . لنفرض أن‎ 
من الممكن أن تكون مستطيلة» ولنفرض أن أنواعها‎ A, B, © مصفوفات‎ OW لدينا‎ 
يساوي على الترتيب‎ A, B تسمح بضربها بهذا الترتيب: عدد الأعمدة في كل من‎ 
: عددالأسطر فى كل من © , 8؛ عندئذ تتحقق الخاصة التالية‎ 
(AB) © =۸ (BC) gaf ضرب المصفوفات‎ ه-١‎ 
إذا فر ضنا أن © مجر د متجه (مصفوفة ذات عمود واحد) فان ذلك هو المتطلب‎ 
إن ذلك هو القاعدة الأساسية كاملة لضرب‎ .)£4 (× =E (Ax ) Lisle الذى قدمناه‎ 
المصفوفات . إذا كان للمصفوفة © عدد من الأعمدة فان علينا أن نعتبرها موضوعة‎ 
الواحد تلو الآخر ونطبق هذه القاعدة عدة مرات . لذا فان الأقواس غير ضرورية عندما‎ 
نضرب عدداً من المصفوفات بعضها بالبعض الآخر . يمكن التحقق من ذلك بمقارنة‎ 
لكو‎ AT E~ ؛ (التمرين‎ 4 (BC) مع العنصر المقابل له من‎ (AB (© كل عنصر من‎ 
: سنرى لاذا الرمز المصفوفى هو المفضل‎ 
نريد أن نتوصل إلى الرابطة التي تقع بين ضرب المصفوفات وطريقة الحذف.‎ 
الضرب المصفوفي بالأولى‎ rey Voi ولكن هناك خاصتان أخريان علينا أن نقدمهما‎ 
: يتمتع بالثانية . الخاصة التي يحققها هي‎ Y منهما بينما‎ 
: ضرب المصفوفات توزيعي على جمعها‎ 5-1 
A(B+C) =A B+AC ,(B+C ) D = BD + CD 
© من الواضح أن أنواع هذه المصفوفات يجب أن تكون متوافقة كما ينبغي كون‎ 
و8 من نوع واحد لكي يمكن جمعهما . أما2 و 4 فان عليهما أن تكونا قابلتين للضرب‎ 
. في 0+ 8 من اليمين ومن اليسار على الترتيب . برهان هذا القانون عمل مضجر‎ 





Y~‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

أما الخاصة الفاشلة في هذا المجال فهى ذات أهمية أكبر : 

5-1 ضرب المصفوفات غير إبدالى : بصورة عامة ۴٤# ٤۴‏ . 

مثال 0 نفرض أن 8 هي المصفوفة التي قدمت أعلاه والتي تقوم بطرح ضعفي 
المعادلة الأولى من الثانية ولنفرض أن © هي مصفوفة الخطوة ASS‏ إنهنا تجمع السطر 
)١(‏ إلى السطر ELTI‏ 














| 0 0 1 0 0 
Bese | O و‎ F=/0 1 ا‎ 
0 Û 1 1 O l| 
: هاتان المصفوفتان تتبادلان‎ 
100 
EF =| -2 1 O | 2ت‎ 
1 O | 








يقوم هذا الجداء بخطوتين» بكلا الترتيبين» أو بهمامعاًء لأنه فى هذه الحالة 
ليس للترتيب أي تأثير . 

مثال ٦‏ نفرض أن ع هي نفسها لكن © هي مصفوفة الخطوة الأخيرة-إنها تضيف 
السظر ؟ إلى السطر T‏ الترتيب OVI‏ ينتج اختلافاً ؛ فى حالة أولى» عندما نطبق E‏ ثم 
© فان المعادلة الثانية تتغير قبل أن تؤثر في الثالثة . إن ذلك هو الترتيب الذي سد الحاجة 
في Gil‏ تؤثر المعادلة الأولى في الثانية التى تؤثر فى الثالئة . إذا جاء ت E‏ بعد 6 
فان المعادلة الثالثة لا تتأثر بأي شىء من قبل الأولى . يمكنك أن تلاحظ وجود صفر 
في الموضع (3,1) من EG‏ بينما هو 2- فى GE‏ : 


























| 0 0 Lo 0/) 1 0 6 1 0 0 
BG=|210) gS GE=/0 1 012 1 0| داكت‎ 1 0 
0 1 1 0 1 IJL Û 9 1 -2 1 1 


لذا فان -EG * GE‏ من أجل مثال كيفي سيقع » على الأغلب» الشيء ذاته_ 
معظم المصفوفات غير تبديلية ‏ لكن المصفوفات الواردة هنا ذات معنى خاص . هناك 
سب لكون EF =FE‏ وسبب لكوك 86267 . يستحق ذلك أن pha Jab‏ اضائفية: 


المصغوفات والحذف الغاوسي EY‏ 


لكى نرى ماذا يحدث لمصفوفات الحذف الثلاث فى الوقت ذاته : 











1 0 0 1 0 0! 
GFE=|-2 1 O| و‎ EFG=|2 10l. 
me 1 | 1 4 


إن الحداء GFE‏ هو بالترتيب الصحيح للحذف . إنها المصفوفات التي تنقل المصفوفة 
الأصلية 4 إلى المصفوفة المثلثية العليا ‏ . سنراها من جديد في البند التالي . 

المصفوفة الأخرى EFG‏ ألطف» لأنه» في هذا الترتيب» لم يختل نظام الأعداد 
2من 8وا من ۴و1 من G‏ بقيت مرتبة في الحداء . لسوء الحظ إنه الترتيب الخاطىء من 
أجل الحذف . لكن لحسن الحظ إنه الترتيب الصحيح لعكس خطوات الحذف» الذي 
سيأتي أيضاً في البند التالي . لاحظ أن جداء مصفوفتين مثلثيتين دنياوين هو أيضاً 











a | \-—~-\‏ الحداءات 
00 ظ 58 |01 0 1 3 |11 40 
o a Os [or olfa] o E Sfi]‏ 
|| 3 3 |11 00 1|5 40 
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١-8-١ 




















ارسم محورين متعامدين وارسم في مستويهما متجهى النقطتين ,0 x=‏ 
x=2,y=l4 y=3‏ اجمع هذين المتجهين وذلك بإتمام متوازي الأضلاع . 
استخدم هوقا فى JS‏ مره سا الحداءات 


E Lia iago 4 3 
salajas shila 6 olf; 
8 1 8 7 8 ole 8 © Ils 


TA 


اق 


سبي 


Acisi 


yl‏ الخطي وتطسقاته 


ij 2 1 eit g 2 Be 5 1]. 
7 1} |] 5 


الأولان يعطيان طول متجه (مربع) 

إذا كانت مصفوفة من النوع :7 مضروبة بمتجه gò x‏ « بعداًء فما هو 
عدد فما هوعدد العملبات التى يحويها ذلك ؟ وماهوعددههذه 
العمليات إذا ضربت 4بجصفوفة من النوع مام ؟ 














من أجل هذه المصفوفة » أوجد × متجه حل النضام ۸×=0» حيث الطرف 
الثاني أصفار في المعادلات الثلاث . هل يمكنك أن تجد أكثر من حل 
واحد؟ 

اكتب المصفوفتين AB‏ من النوع 3<2 واللتين عناصرهما على الترتيب 
a, =i+j 9 b, =(-l)'¥‏ 

عبر عن الجداء الداخلى لمتجه السطر (رل... ر« 0 = رفي المتجه العمود 
ox‏ بصورة التجميع . 

أعط أمثلة من النوع 3 (سوى 0= (A‏ لمايلى 

(Í)‏ لمصفوفة قطرية : 0= 4 إذا كان زى ¡ ؛ 

(ب)لمصفوفة متناظرة : =a,‏ »لكل :وز ؛ 

)>( لمصفوفة مثلثية Lle‏ :0 - ,» إذا كان ز < : ؛ 

(د) لمصفوفة متناظرة تخالفية : ,4- - ,»لكل jgi‏ ؛ 

هل البرامج AI‏ 45 التالية تجري الضرب Ax‏ وفق الأسطر أو الأعمدة ؟ 


=, 


= a 


سات 


المصفوفات والحذف الغاوسي ¥4 


DO IO0T=1,N DO 10J = 1,N 
DO 10J=1,N 0 101=1,N 
IOB(D = B(D+A(LJ) * XJ) 10 BM + ACJ) * XG) 

النتائج متكافئة رياضياًء نفرض أنه منذالبدء 1(=0 #ولكن 
y peb‏ تر Fortrano‏ يجعل الشفرة Lisp ASI (code)‏ أكثر فعالية 
CY joel)‏ . إنه أكثرفعالية على آلة متجهات مثل GY CRAY‏ يكن 
للمجموعة الداخلة ) (inter loop‏ أن تغير عدداً من dads BUI)‏ واحدة 
وذلك عندما تقوم الشفرة الأولى بتغييرات عدة لواحدة من BL)‏ ولا 


إذا كانت pole‏ 4 هى .#استخدم رمز الدليل الأدنى من أجل كتابة 


)1( مضروب السطر الأول الذي يطرح من السطر:. 

)1( العنصر الجديد الذي يأخذ مكان ره بعد هذا الطرح . 

)£( المحور الثاني . 

صائب el‏ خاطىء ؛ أعط مثالا معاكساً إذا كان الأمر خاطتا . 

C)‏ إذا كان العمودان الأول والثالث في 48 . متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل العمودين الأول والثالث في AB‏ 

(ب) إذا كان السطران الأول والثالث من 8 متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في 48. 

ج) إذا كان السطران الأول والثالث من A‏ متطابقين فانه يكون SUIS‏ 
من أجل السطرين الأول والثالث فى 48. 


. (AB )* =A2B? د(‎ 


السطر الأول من 48 ت ركيب خطي لجميع أسطر B‏ . ماهي المعاملات في 


١-8-1 


١ خخ‎ -5 


١٠60-4-١ 


١١6-52-5 


\V-£-1 


AES 


\4-£-1 


tl‏ ا لخطي وتطبيقاته 


هذا التركيب وماهو السطر الأول من AB‏ إذا كان : 





5 1 [1 
= - | 4! palo 112 
E 4 | 0 











جداء مصفوفتين مثلثيتين دنياوين هو مصفوفة مثلثية دنيا (جميع 
عناصرها الواقعة فوق القطر الرئيسى أصفار . تأكد من ذلك يمثال من 
بطريقة التجربة والخطأ. أوجد أمثلة من النوع 2x2‏ بحيث يكون 

. أعداد حقيقية فقط‎ 4 pole »4=-1 (Î) 

(ب) 82-0 رغم أن 0 8 . 

. CD - 0 Ñl خلاف‎ CD=-DC (>) 

(د) 0= EF‏ رغم أن pole‏ £ أو F‏ ليست كلها أصفار . 

7 1 
| 0 
حقق الخاصة التجميعية (EF )G =E (FG)‏ من أجل مصفوفات النص . 
نفرض أن 4 قابلة للمبادلة مع كل مصفوفة من النوع 2×2 = (AB‏ 


صف أسطر EA‏ و أعمدة az‏ إذا كان | E-‏ 


| 0 (0 [ 9 ١ b 
ع8‎ d تبادل جع 1 =8 و‎ 4= |: d | 


بين أن 0 -ع- (م, ل = ۾ . إذا كان AB = BA‏ لكل مصفوفة cB‏ فان A‏ 
مضاعف لصفو فة الوحلة . 

ليكن × عمود مركباته 1.0.......0. برهن أن القاعدة(+8) (AB) x =A‏ تؤدى 
ا أن العمود الأول 9 AB‏ يساوي حداء A‏ فی العمود الأول فرح B‏ 
أي واحدة من المصفوفات التالية تساوى (AFB)‏ ؟ 


اسو 


1 E 


Tiii 


=- 1 


المصفوفات والحذف الغاوسي \ 2 
في رمز التجميع» ا لحد ذو الدليلين ز, : من 48 هو : 
(AB) j= 24,‏ 


إذا كانت كل من 8 , ۸ مصفوفة من النوع n Xn‏ وكل pare‏ فيهما 


(AB) C=A (BC)‏ إلى الشكل 
wga i) jl =) Q ik p b ¢ ea)‏ >( > 
k : s‏ | 


احسب كلا من الطرفين إذا كانت © أيضاً من النوع xn‏ وكان 2 -,» . 
هناك أربع طرائق للنظر في ضرب المصفوفات» مثل ضرب أعمدة 
بأسطر . إذا كانت أعمدة 4هي nc,‏ ,» وأسطر 8 هي المتجهات السطرية 
ع..... «فان ٣‏ مصفوفة Oly‏ 

د مع عد ABST EER‏ 
Vo hei (Í)‏ من 2x2 ba‏ لهذه القاعدة فى ضرب المصفه فات . 
(ب) فسر لادا يعطى الطرف الاين القيمة الصحيحة ل a b ki‏ 5 


k=] | 
(AB), pola 


المصفوفة التي «تدور المستوي « :دهي 


cos 6 -sin@ 
sin 6 COS H i 








A( 6) = 





A | فخ المتطايقتين‎ A (0,) A (0,) =A )6+6.( حقق أن‎ (i) 
. cos (0+0) , sin (O0 +0) 
YA )-6 ( (ب) ماهو جداء (6) 4 فى‎ 


Ey 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


هدج و |؟ ]م 3 


=| س | t‏ 
د | ړم س | ټم 





ب | دم ب | دم 


A ?, AVA 2A أوجد القوى...2,©7 €,...,? 2,8 8 .يي‎ 


5-1 -؟ 





شرب الكل عر eden par Sl‏ اقرب من E Geb‏ 
الضرب بالكتل CESS‏ فان ذلك يجرى كما يلى 














Ix x] 1 | 
x X% Ss X x X 1 = = B A 
حا اا | أو‎ a |X 6 MIP 3 
| تت تب‎ 2 FIs & 


)1( عوض الحروف × بأعداد وتأكد أن ضرب الكتل عملية ناجحة . 
(ب) أعط مثالين آخرين (بالحروف ٠)»‏ إذاكانت A‏ من النوع 34 و8 
من النوع 42 القطع الرأسي في A‏ يجب أن يتلائم مع القطع الأفقي 
Ea‏ 


١‏ 0 العوامل AA‏ والمبادلات السطرية 
نريد أن ننظر من جديد في طريقة الحذف ونرى ماذا يعنى ذلك من وجهة النظر 
المصفوفي . لقد كانت نقطة الأنطلاق هى النظام م = ×4 : 




















(\) ا‎ 22 1 1 u 5 
عم‎ =| 4 +6 Olj r | =| 2 |=b. 
2 7F LW 0 


لقد كان ان ذاك ثلاث خطوات حذف : 
)١(‏ طرح ضعفى المعادلة الأولى من الثانية ؛ 
(Y)‏ طرح جداء العدد (1-) بالمعادلة الأولى من المعادلة الثالثة ؛ 
(Y)‏ طرح جداء العدد (1-) فى المعادلة الثانية من المعادلة الثالثة . 


: U بمصفوفة معاملات جديدة‎ te نظام مكافىء ولكنه أبسط.‎ ELI 




















(Y) 2 L Iie 5‏ 
=c.‏ | 12د )= | ع || 2< 8ه tx=|0‏ 
1w 2‏ 0 0 
المصفوفة U‏ مثلثية عليا › جميع عناصرها الواقعة تحت القطر الرئيسى أصفار . 


الطرف الاين متجه جديد نتج عن المتجه الأصلى م بالخطوات ذاتها التي | 

نا عن A‏ . لذاء فان طريقة الحذف يمكن انجازها يما يلى : 
الانطلاق من Ab‏ 
تطبيق الخطوات CV) OV)‏ (۳) بهذا الترتيب 
الإنتهاء بالمصفوفة U‏ والمتجهع. 

المرحلة الأخيرة هي حل النظام © = ×10 بالتعويض التراجعي » لكننا لن نهتم الآن 
بدلك» بل نركز اهتمامنا على علاقة A‏ ب لا . 

E‏ مصفو فة الخطوة F »)١(‏ مصفوفة الخطوة (۲) و G‏ مصفوفة الخطوة (7). قد 
قدمت في بند سابق . لقد سميت مصفوفات أولية ومن السهل معرفة عملها. لطرح 
مضاعف ! للمعادلة زمن المعادلة ci‏ ضع العدد! - في الموضع (i,j)‏ من مصفوفة 
الوحدة وحافظ على الوحدان على القطر والأصفار في بقية المواضع . الضرب بهذه 
المصفوفة Jay‏ الخطوة المطلوبة . 

نتيجة جميع الخطوات هو =U‏ 6۴۴۸ . لاحظ أن هي الأولى التى يضرب بها 
4 ثم F‏ ثم 6 . يمكننا آن نضرب GFE‏ بعضها ببعض لايجاد مصفوفة وحيدة تحول A‏ 
إلى U‏ (وتحول كذلك ط إلى Ce‏ . باهمال الأصفار يكون ذلك : 


1 
| ] =/= 
Ee te 18 a‏ 
إن ذلك جيد ولكن الأهم منه هو بالضبط العكس : كيف يمكننا العودة من 1ا إلى 
4 كيف exc‏ إبطال خطوات الحذف ؟ 


(Y) | 
| 


1 1 


l 


GFE = -2 [1 























1 1 


té‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


إن ابطال خطوة منفردة مثل )١(‏ ليس بالأمر الصعب . عوضاً عن الطرح . 
نضيف مثلي السطر الأول إلى الثاني (ليس مثلي السطر الثاني إلى الأول ا des‏ 
اجراء الطرح والجمع معأ هي ظهور مصفوفة الوحدة من جديد : 

















‘10 off 1 0 oO] fio 0 

Of]/-2 1 0|210 1 0|‏ 1 2 
o 0 ilo 0 1| [0 O 1|‏ )4( 
إحدى العمليتين تلغى الثانية . بلغة المصفوفات» إحدى المصفوفتين هى معكوس 


Pac 
فان معكوسه‎ E إذا كان العدد (1-) يشغل الموضع (ز.) في المصفوفة‎ 
جداء في‎ . ٤" تمثل هذه المصفوفة بالرمز‎ . Mad gl يقع في هذا‎ )+1( 

(£) هو مصفوفة الوحدة. وهذه هى المعادلة‎ E 
يمكننا عكس كل خطوة باستخداء' ۴,6 ,"ع . المسألة الأخيرة هى إلغاء‎ 
إلى 4. . لنلاحظ‎ U كل هذه العمليات دفعة واحدة ومعرفة أي مصفوفة تعيد‎ 
هي الخطوة الأخيرة للإنتقال من ۸ إلى اء فإن مصفوفتها‎ (Y) أنه لما كانت الخطوة‎ 
هي الأولى التي يجب عكسها عندما ننتقل في الاتجاه المعاكس . العكس يجري‎ © 
: £" فى ترتيب مضاد» لذاء فإن الخطوة المعاكسة الثانية هي ۴ والأخيرة‎ 
(0) E F'G'U=A 
ذهنياً ب 6۴۴۸ ليرى كيف تسقط المعكوسات الخطوات‎ U یکن للقارئ أن يعوض‎ 
| . الأصلية‎ 
CE FIG إنها المصفوفة‎ . A SU لقد تعرفنا الآن على المصفوفة التى تعيد‎ 


)1( يصعب ايجاد معكوس أغلب المصفوفات ! نقدم المعكوس بصورة نظامية في البند الأخير. 


وهى مفتاح طريقة الخذف . وهى أداة الوصل بين 4 التى ننطلق منها U s‏ التو 
نصل إليها . تدعى هذه المصفوفة L‏ لأنها مثلثية دنيا . لكن هناك أيضاً خاصة أساسية 


oP Paap 


من المؤكد أن L‏ مصفوفة مثلثية دنيا كل عنصر في قطرها الرئيسي يساوي 
الواحد. وأصفار فوقه . الشيء المميز فيها هو أن العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسى 
هي بالضبط المعاملات 1-,1-,2 -1. يظهره عادة» عندما تضرب مصفوفات 
فيما بينهاء أنه لا توجد طريقة مباشرة لمعرفة الجواب . في هذه الحالة » Sele‏ 
المصفوفات بالوضع المناسب لمعرفة جدائها مباشرة . إذا ما خزن حاسوب كل مضروب 
,ا - وهو العدد الذي ضرب به سطر المحور ليطرح الناتج من السطر i‏ لنحصل أخيراً 
على صفر في الموضع (7.)- لذا فان تلك المضاريب تكون تسجيلا تامأ لطريقة 
الحذف . إنها صالحة لتكوين المصفوفة 1 التي تعيد ‏ إلى A‏ 

١‏ -ح ( التحليل المثلثى نا - (A‏ إذا لم يكن هناك ضرورة لمبادلات 
سطرية» فانه يكن كتابة المصفوفة الأصلية على شكل جداء A=LU‏ المصفوفة 
امثلثية دنياء بوحدان على قطرها وتقع المضاريب ,/(التي أخذت من أجل الحذف) 
تحت القطر . 1 مثلثية عليا تظهر بعد الحذف التقدمى وقبل التعويض التراجعي ؛ 
عناصر قطرها هي المحاور . 


l 
2 [1 =L. 


-1 -l | 








١ مثال‎ 


jt & 5 =|! 2‏ 0 1|_ 
A‏ 36 ينح و إلى | 2 اتبا L|!‏ 





6 الجبر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ (يحتاج إلى مبادلة سطرية) 


A SLU يمكن تحويله إلى الصيغة‎ ۸ 1 i 


مثال Y‏ (جميع المحاور موجودة والمضاريب تساوي الواحد) 


يوجد طروح في الانتقال من 4 إلى U‏ وجموع في الانتقال من A SIU‏ 


A= 








fi 5 
1 9.4/2 
| 23 5 











مثال ٤‏ (حيث 'ا هى مصفوفة الوحدة وا مطابقة ل (A‏ 


TH G gl 
Az}! | 0 
ET 





خطوات الحذف هي E )١(‏ تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر الثاني F(Y)‏ 
تطرح جداء ,,! بالسطر الأول من السطر الثالث GUT)‏ تطرح جداء 1 بالسطر 
الثاني من السطر الثالث . الناتح هو مصفوفة الوحدة : في المثال 1= 0 . في LEY‏ 
المعاكس ٠‏ إذا كانت قاعدتنا صحيحة c‏ يعيد المعكوس المصفوفة A‏ : 


(GCI [=A‏ ار 





الترتيب الصحيح ضروري لتجنب التفاعل بين المصفوفات . لاحظ أن الأقواس 


EV المصغوفات والحذف الغاوسي‎ 
nxn حالة‎ : A= LU 


التحليل A SLU‏ مهم لدرجة يجب أن نتكلم عنه من جديد . كثيراً مايهمل فى 
مقررات الجبر الخطي خاصة عندما يتركز على الجانب المجرد» أو عندما يظن أنه صعب 
إلا أنك قد أدركته . لو أن المثال )£( أعطى خطوة اضافية مقحمة لكي يقبل أي 
لاعوضاً عن الحالة ا لخاصة 1= 10 فانه سيكون من الممكن رؤية كيف تعمل هذه القاعدة 
بصورة عامة . لذا فان علينا أن نتذكر كيف يستخدم التحليل 117 فى الناحية العملية . 

القاعدة هي : تطبيق 1 على U‏ يعيد A‏ : 

cu سطرا من‎ 
U cp ¥ سطر‎ | =A. 
| oy Yew 

البرهان هو تطبيق خطوات الحذف . في الطرف الأيمن» إنها تنقلنا من 4 إلى -U‏ 
نريد أن نبين أنها تقوم بالأمر ذاته بالطرف الأيسر؛ إنها تزيل L‏ لما كان ال جانبان في (7) 
تؤديان إلى U‏ ذاتها Oly‏ جميع الخطوات التي أنجزت ALG‏ للعكس» لذا فان الطرفين 
متساويان والعلاقة (7) صحيحة . 

تطرح الخطوة الأولى جداء ,ا في )1,0,0( من السطر الثاني فتجعل فيه ly‏ صفراً. 
العملية الثانية تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر (7). تطرح الثالثة جداء را 
بالسطر الثاني الجديد (الذي هو 0,1,0( من السطر الثالث . الترتيب صحيح ونجد الآن 
مصفوفة الوحدة. يسمح القانون التجميعي لنا أن نواصل عمليات الضرب هذه على 
طول المصفوفة 1 . فى النهاية» عندما حولت 1 إلى 1» تبقى 1ا وحدها فى الطرف 
الأيسر . يؤكد هذا أن مصير طرفي العلاقة (7) المصفوفة U‏ . الى ان سیا أن يكرا 
Cele OY!‏ 

التحليل LU‏ = 4 حرج lie‏ ونمل بحيث تتطلب التمارين معالجة ثانية . لقد كتبنا 
المصفوفات من النوع 233 لكن يمكنك أن ترئ كيف يمكن تطبيق هذه المحاكمات 
على مصفوفة أكبر من ذلك . Wha‏ برهان ثالث يصل إلى 11 = 4 بوساطة الاستقراء 


| 
| 


(v) 





tA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الرياضي وذلك بارجاع كل مسألة من النوع nxn‏ إلى المرتبة الأخفض التالية nL‏ 
يوضح lS‏ مدخل إلى الرياضيات التطبيقية كيف يسقط الحذف مصفوفة بسيطة 
في كل خطوة . مجموع هذه المصفوفات هو بالضبط ASLU‏ سنقدم هنا مثالا ايضاحياً 
ومن ثم نترك A = LU‏ للاستخدام . 

مثال A=LU)‏ » بأصفار في المواضع الخالية) 


يبين ذلك كيف يكن تحليل مصفوفة ذات ثلاثة أقطار غير صفرية إلى مصفو فتين 
بقطرين غير صفريين . ينتج هذا المثال عن مسألة مهمة فى المعادلات التفاضلية (البند 
۱۔۷( 


هناك نقطة خطيرة تتعلق بالصيغة ALU‏ . إنها أكثر من سجل ol bad‏ الحذف ؛ 
إنها تعطي أيضاً المصفوفات الصحيحة لإتمام حل Arab‏ . فى الحقيقة A‏ ستهمل عندما 
تعرف LU‏ . ننتقل من ط إلى © بوساطة الحذف التقدمي (الذي يستخدم (L‏ وننتقل من 
» إلى بالتعويض التراجعي (الذي يستخدم CU‏ يمكننا العمل بدون 4 وسنقوم بذلك: 


عندما نجد عامليها . 
باستتخدام Ax)‏ المصفوفات » الحذف يجرىء Ax=b‏ إلى نظامين مان i‏ 


الأول Lo=b‏ تم (A) Ux=c¢‏ 
إن ذلك يطابق د = ×4 . إذا ضربنا المعادلة الثانية دا لنحصل على LUX =Le‏ التي 
هي ١‏ = ×4 . يحل كل نظام مثلثى بسرعة . إن هذا هو الذي يعمله الحذف وإن نظاماً 


المصفوفات والحذف الغاوسي £4 


ed MH gy SUS جا يقبن‎ 

)2 0 تحلیل ( من ۸ شد‎ -١ 

-Y |‏ حل (من او لاو (rtd‏ 
فصل هاتين الخطوتين يعني أنه يمكن اجراء سلاسل كاملة من الأطراف اليمنى 

على التوالى . الروتين الجزئي حل يخضع المعادلة (۸) . إنه يحل النظامين المثلثيين mL‏ 

2 خطوة لكل منهما. يكن ايجاد الحل المقابل بأى طرف أيمن جديد ب عملية فقط . 

إن ذلك أخفض كثيراً من 17/3 خحطوة ضرورية لتحليل 4 في الطرف الأيسر 





مثال (المثال السابق مع طرف أيمن (b‏ 


A j - A? =| 
P اس‎ - X] + 2X5 = A3 =] 
جرا إلى نظامين‎ Ax - Xo + 2X3 - xi =] 
X3 + 2X4 =| 

3 5 -i 

| a 3F =] 

C= 2 د‎ Le=2 i 2 

3 =- (5 + C4 = l 

4 Cy +c, = [ 

10 Xi = X97 = | 

9 5 9 ka = Xa — 
r= 7 تعطى‎ Ux=c 4 Y4 5 
4 5 


من ]لعل له ار قات الحزامية» ينخفض عددالعمليات إلى ”2 . إنك ترى 
كيف يحل النظام ط = Le‏ تقدمياً؛ هذا بدقة ما يحصل خلال الحذف . ثم = ×1 يحل 
بالتعويض _ التراجعى ‏ كما هي العادة . 

ملاحظة ١‏ الشكل LU‏ غير تناظري لأنه من ناحية : تقع المحاور على قطر U‏ 
الرئيسي » بينما كل عنصر من قطر L‏ الرئيسي يساوي الواحد . إن إصلاح هذا PI‏ 
سهل وذلك باخراج مضروب من U‏ مكون من مصفوفة قطرية D‏ عناصر قطرها هي 
المحاور ,4 ..... yd‏ 


0 ا لحبر الخطي و تطبيقاته 
d 1 Hold, ald‏ )4( 
o d | ld‏ 
E.‏ 7 
في المثال الأخيرء جميع المحاور تساوي الواحد. في هذه الحالةء 7 هى مصفوفة 
الوحدة وليس لهذه الملاحظة أية أهمية . لكن هذه الحالة استثنائية ومن المعتاد أن يكون 
LDU‏ مختلفاً عن LU‏ . 
كثيراً ما يكتب التحليل MA‏ بالصورة A - LDU‏ » حيث العناصر القطرية من 
كل من LU‏ وحدان و 7 هي المصفوفة القطرية للمحاور . 
من المتفق cade‏ رغم أن ذلك مربك» متابعة تمثيل هذه المصفوفة المثلثية العليا 
الجديدة بالرمز نا . كلما رأيت LDU‏ فعليك أن تفهم من ذلك أن U pobe‏ القطرية 
وحدان_بقول آخر كل سطر قد قسم على محوره . لذاء LU OP‏ تعاملان بالتساوى . 
Jee‏ ذللك : 


all’ i]‏ ا ا 


حيث تقع وحدان على قطري L, U‏ ويقع المحوران 2-,1 فى D‏ . 

ملاحظة Y‏ رعا أعطينا انطباعنا عند وصف كل خطوة في طريقة الحذف. وهو 
أنه لايوجد لنا خيار لاجراء الحسابات بترتيب آخر . إن ذلك خاطىء . إن هناك بعض 
الحرية وهناك 'طريقة كراوت Crou‏ التى ترتب الحسابات بطريقة مختلفة UG‏ ولكن› 
من المؤكد أنه لاتوجد حرية كاملة OY‏ اجراء مبادلة الأسطر بترتيب اختياري» في خطوة 
ماء قد يزيل الأصفار التي كونت فى خطوة سابقة . بالاضافة إلى ذلك» لاتوجد حرية 
في الوضع النهائى المتعلق بالمصفوفات L, D, U‏ . إليك نقطتنا الأساسية : 

١ط‏ إذا كان A=L,DU,,A=L,D,U,‏ حيث تمثل ا مصفوفة مثلثية Lis‏ بو حدان 
على قطرهاء وتمثل U‏ مصفوفة مثلثية عليا بوحدان على قطرهاء وتمثل D‏ مصفوفة 





الصفوفات والحذف الغاوسى 0١‏ 


قطرية بعناصر غير Jed ao‏ قطرهاء فإن رلا = ,لا , ,2= ,2 ,1= L‏ . التحليل LDU‏ 
والتحليل LU‏ يعينان بصورة وحيدة بالمصفوفة „A‏ 
البرهان تمرين جيد لمعكوسات المصفوفات فى البند التالى . 


مبادلة الأسطر ومصفوفة المبادلة 

سنقابل الآن مسألة كنا قد استبعدناها : العدد الذى نرى استخدامه كمحور 
يكن أن يكون صفراً. يكن أن يقع ذلك في وسط الحسابات ومن الممكن أن يظهر في 
البدء bce)‏ يكون 0= 4). إليك مثالاً شهلا لذلك : 


0 
i‏ 
الصعوبة واضحة؛ لايو جد مضاعف للمعادلة الأولى يمكنه تحويل المعامل 3 إلى 
صفر. العلاج كذلك واضح . إنهامبادلة بين المعادلتين » حيث ينقل المعامل 3 ليقع 
موقع المحور. في هذه الحالة السهلة تكون المصفوفة مثلثية عليا مباشرة 
3u + 4v = b,‏ 


H 
1 











2v=b, 
. ويمكن عندئذ حل النظام بصورة مباشرة بالتعويض التراجعي‎ 
المصفوفات» علينا أن نجد مصفوفة المبادلة التى تنجز‎ dab لكى نعبر عن ذلك‎ 
: المبادلة بين السطرين . إنها المصفوفة‎ 


P= 4 


فاذا ضربنا بهذه المصفوفة فانه يقع التبادل بين السطرين : 


HEHE 


oy‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

للمصفوفة ۲ التأثير نفسه على $b‏ فهى تبادل بين tbb,‏ يأخذ عندها النظام شكله 
.PAx = Pb JIA‏ لم يتغير موضعا المجهولين u Vv‏ عند المبادلة بين السطرين . 
ننتقل الآن إلى حالة أكثر صعوبة . لنفرض أن 4 مصفوفة من النوع 3×3 


0 a 6 
A=10 Û Fl. 
d ë f] 





إن وقوع صفر في موضع المحور يثير إحتمالين : إما أن يكون من السهل إصلاح 
المشكلة القائمة أو أن تكون المشكلة أكثر جدية . يقرر هذا الأمر بالنظر إلى ما تحت 
الصفر . إذا وجد تحته» وفي العمود ذاته» عنصر لايساوي الصفر أجرينا مبادلة بين 
الأسطر ليصبح العنصر غير الصفري هذا هو المحور المطلوب وتتابع عملية الحذف 
طريقها من جديد""''. 

في الحالة التي نحن بصددها »كل شىء يتعلق بقيمة d‏ . إذا كان 4-0 فان 
المسألة تشكل معضلة وتدعى عندئذ المصفوفة مصفوفة شاذة وليس هناك أمل بحل 
omy‏ أما إذا كان 40 فان المبادلة بين السطر الأول والثالث ينقل 4 إلى موضع المحور 
وبذلك تكون الخطوة الأولى قد انتهت . لكن في موضع المحور التالي صفر أيضاً. 
العدد a‏ يقع OY‏ تحته (ء الواقعة أعلاه غير مستخدمة) وإذا لم يكن a‏ صفراًء فان الأمر 
يحتاج إلى مبادلة أسطر أخرى» المبادلة الأولى P13‏ وهذه Doll‏ الثانية ووم تنفذان 
بواسطة المصفوفتين : 


= ورم 








0 © J 
() 1 () و‎ Ph = 
ce O 8 


يمكن إيجادهما بحيلة بارعة إذا ماضرينا بها مصفوفة الوحدة . 1=P,, Whe‏ م 
تنتح T‏ 7 شه الوحدة sls‏ بين السظر الأول والثالث ١‏ 


يكن مساوياً الصفر . إن اختيار محور كبير يصغر خطأ التدوير . 


© ت نسم 
Om ©‏ 
cc‏ 


المصفوفات والحذف الغاوسي oy‏ 


نقطة أخرى : توجد مصفوفة مبادلة تقوم بالمبادلتين السطريتين «Les‏ إنها جداء 
مصفوفتى المبادلة ( ,۶ تعمل أولا !) : 


3 


| 0 
0 0 
I 0‏ 
لو Lil‏ عرفنا ذلك» لضريئا مصفوفتنا بالمصفوفة2 من أول الأمر . لذا فانه لن 
بالترتيب الصحيح للأسطر نصل فعلاً إلى الشكل AEN‏ . 


=P. 




















0 





- def 
مثلثية‎ as ھی‎ PA =|0 a b 
8 Uv Û م‎ 





فعلاً إن كون هذه المصفوفة مثلثية » وقع صدفة؛ غالباً مايوجد حذف يساري 
يجب عمله . لكن النقطة الأساسية هى : إذا أمكن للحذف أن يتم بمساعدة مبادلات 
سطرية» فانه يمكننا أن نتصور أن هذه المبادلات قد أجريت سابقاًء لتنتح PA‏ وان هذه 
المصفوفة لم تعد بحاجة مبادلات سطرية . يعمل SIH‏ مع جميع الأسطر وهي الآن 
في وضع لاتقع فيه أصفار فى مواضع المحاور . بقول آخرء تقبلت 24 التحليل المعتاد 
Using pee‏ : يكن تلمفيض نظرية غاوس فى GIL‏ كمايلى : 

١-ي‏ فى الحالة غير الشاذة» توجد مصفوفة مبادلة P‏ تعيد ترتيب أسطر A‏ بحيث 
لاتقع أصفار في مواقع المحاور . في هذه الحالة : 

. حل وحيد‎ Ax =b ela )١( 

. يحصل عليه بالحذف مع مبادلات سطرية‎ (Y) 

(۳) إذا أعيد تر تيب الأسطر مسبقاء فانه يكن تحليل PA‏ بالصورة LU‏ : 


فى JLI‏ الشاذة لا توجد إعادة ترتيب تنتج مجموعة كاملة من المحاور . 


لاحظ أن مصفوفة مبادلة ‏ أسطر مصفوفة الوحدة ذاتها بترتيب ما . في ا حقيقة 


o$‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


مصفوفة مبادلة أخرى . إنها ليست تبديلية : الجداء PP,‏ حيث ضربنا باتجاه 
معاكس لا فى المثال corel‏ يؤدي إلى مصفوفة P‏ مختلفة . 

ملاحظة_ عليك الانتباه مع 1. افرض أن الحذف طرح السطر الأول من 
السطرالثاني فأوجد 1,,=1 . ثم افرض أنه بادل بين السطر الثاني والسطر CSUN‏ إذا 
أجريت هذه المبادلة قبل» فان المضروب يتحول إلى 1-,را في 11 = ۲۸ © 

مثال 




















بمبادلات سطرية نستعيد -LU‏ لكن OV‏ 2 -,,!. 1-1 : 





| 0 0 
PA = LU af = 0 0 | L= Go || 
k ] 0 

الخلاصة : إن نظاما جيدا للحذف الغاوسى يحتفظ بتسجيل المصفوفات L, U,‏ 
م. تحمل هذه المصفوفات المعلومات التى أتت بالأصل من 4و تحتفظ بها بشكل أكثر 
المكافىء العملي للحساب الذي نحريه فيما بعد-لايجاد معكوس مصفوفة وحل النظام 
X= Ad‏ . س 


٠-١-١‏ هتى تكون مصفوفة مثلثية عليا غير شاذة ؟ 
017-45-١‏ من أجل الحذف» أي مضاعف للسطر الثاني يطرح من السطر الثالث 


)١(‏ قال لي بعض الحبريين : إذا وقعت ۲ بين /] و L‏ » فان ذلك يبقى 1= را لكن ذلك متأخر جداً. 


و 


$—o—\ 


ابق 














ماسيكون المحور ؟ هل هناك ضرورة لبادلة سطرية ؟ 
إضر ب المصفوفة "۴٠6 ٦‏ ع =1 الظاهرة فى المعادلة )1( بالمصفوفة 
۴1 0 الظاهرة فى المعادلة (") . 


tool fi os 
2 1 0 *ا|‎ |-2 Q) |. 
E E TE 


إضرب أيضاً بالاتجاه المعاكس . ما هى الأجوبة ولماذا كانت كذلك ؟ 
طبق الحذف لتحصل على LU‏ من أجل كل من المصفوفات : 


sph l = 
Ti + | ata 


حلل 4 بالصورة LU‏ واكتب النظام ct‏ الأعلى ء ديرن الذى يظهر 





























2 3 Sia] | 
Ax =|0 5 7]|/ v | =| 21. 
6 9 8] w 5 
: كان‎ ISIE“ 8۹, E جد‎ gl 
ett 9 
E=|1 9| 
(حيث أهملت الأصفار فى المصفوفات‎ FGH , HGF أوجد الجداءين‎ 
المثلشة العليا)‎ 
| | | 
|2 1 + |@ 3 _|0 
‘9021 | *"loa1 FS 
0001 0001 0 0 2 | 


4-0-١‏ (برهان آخر للعلاقة 2.0 -4) ينتج السطر الثالث من U‏ عن السطر الثالث 
من 4 بطرح مضاعف للسطر الأول ومضاعف للسطر الثاني (من CU‏ 
السطر 3 من 1ا = السطر 3هن فب وا (السظر الأول م CU‏ (السظى 
KUSA‏ 
)1( كاذ pled o> yb‏ هن U‏ وليست a ei‏ هر الاب GY‏ قد 
استخدم سطر محور . . . . 

(ب) المعادلة الواردة أعلاه هي المعادلة التالية نفسها 
السطر Y‏ من 4= ,,!(السطر ١‏ من SIL CU‏ ۲ من 1ا)+1 (السطر Y‏ 


فن ) 
أي قاعدة فى ضرب المصفوفات ( فى ١-د)‏ تعطى LE‏ جداء السطر م 
من ا فى ؟ 


الأسطر الأخرى من LU‏ تتوافق بصورة مشابهة مع أسطر ۸ . 
4-0-1 (0تحت ای شروط FAO SS‏ شاذةه ]15 cls‏ يعي elidel‏ 




















1 0 O Il -1 0 
0 al d,||0 0 1 
: Le = 0 منطلقاً من‎ Ax =b (ب) حل النظام‎ 
Il O Oy) 18 
-] l 0 C4 ae AE | ورا‎ 
0 -1 11/| ذه‎ | 

















٠٠-٠-١‏ () لماذا نآخذ بصورة تقريبية ل ۸/2 من خطوات ضرب - طرح لحل كل 
من Lo=b,UX=C‏ 


(ب) ما هو ote‏ الخطوات التي يستخدمها الحذف من أجل حل ٠١‏ أنظمة 


V0) 


\T=0-} 


\¥-—o-\ 


ال 


3= \ 


٦-0-1 


١-6-5 





بمصفوفة المعامللات A‏ نفسها وهي من النوع 60×60 ؟ 
حل النظام التالى دون أن تجري الضرب LU‏ لايجاد ۸ : 


2 4 4 || u 2 
0 1 2 || « | | 0 
i] w 2E | 


] 0 0 
کف کیت ۽ من تحليل 4 على صو رة جداء elim (UL‏ مصفو فة مثلثية 
i på as Lle‏ مثلثية دنيا ؟ هل hin‏ المضروبان مطابقان للمضروبين فى 
A= LU clad‏ ؟ 


حل بالحذف وباستخدام مبادلاات سطرية عند الضرورة : 


| O 
EUx=|1 1 
| 0 











() 
0 
1 


v+ew=0 u+4v+2w =-2 
u + ع نر‎ 0 1 -2u- V+ 3w = 32 
ut+v+w = | v+w =] 


أى مصفوفة مبادلة نحتاج لذلك Ç‏ 

اكتب مصفوفات المبادلة الست من النوع 3×3 با في ذلك P=‏ أظهر 
معكوساتها التي هي أيضاً مصفوفات مبادلة ‏ إنها تحقق 1 ١-‏ مم وتقع 
فى القائمة ذاتها . 

أو جد التحليل 121 - PA‏ (وتحقق من ذلك)لكل من 


A و‎ A= 














I l 
0 | 
3 4 
أوجد مصفوفة غير شاذة من النوع 4×4 تحتاج إلى ثلاث مبادلات سطرية‎ 
UKE مصفوفة مبادلة» إذا كان ذلك‎ JEL لتبلغ نهاية الحذف . اجعل‎ 
VoL يععلق بسر تیب #0 قري‎ Le ee tl تقضيل‎ Cee 
: السطرية فقط فى النهاية‎ 























ELÄ i tt iw OUT Fi 
želi i 4—0 0 l0 6 ilta g 
25 8 0 3 6, 0 1 0]|0 0 2 


OA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ماهى ا فى هذه الحالة ؟ على نقيض 11 = PA‏ والمثال الذي ورد بعد 
WE‏ تق تاز بأمكنتها lp)‏ هی l‏ و aly‏ 2 

۱۸-٠-١‏ إذكر أي نظام ما يلى يكون شاذاً وأيها يكون غير شاذ» وأي منها ليس 
له حل» حل واحد أو ote‏ غير منته من الحلول : 


v-w =0 v+w =]‏ 2 - بن - ؟ 
u-v > 0 4 u+v = 1‏ و 2= u-v‏ 
u-w =2 u -w =0 u +w=l‏ 
1١5-80-1‏ ماهي فيم ‏ , 5, © التي تؤدي إلى مبادلاات سطرية وما هي التي جعل 
المصفوفتين شاذتين؟ 
3 ~ 0 2 ) 
أ Hija Mlk‏ 











1-١‏ المعكوس والمنقول 

معكوس مصفوفة من النوع nxn‏ هو مصفوفة أخرى من النوع Xm‏ . إذا 
كانت المصفوفة الأولى cA‏ فاننا غثل معكوسها بالرمز 4-1( يلفظ معكوس 4). الخاصة 
الأساسية سهلة : إذا ضربت ب 4ثم ب "۸» فانك تعود إلى ما انطلقت منه : 


إذا كان Ax=b‏ فان ×= ۸ 
لذاء فإن ×= .AAr‏ جداء المصفوفة A‏ بالمصفوفة "4 يساوي مصفوفة الوحدة. 
لكن ليس لكل مصفوفة معكوس . تبرز المشكلة عندما يكون ×4 صفراً» لكن × لايساوي 
الصفر . ينقلنا المعكوس من ×4 إلى ×. do SY‏ مصفوفة إذا ضربت بمتجه صفري تعطي 
متجهاً غير صفري ‏ في هذه DD‏ "4 لن تكون موجودة. هدفنا تعريف المعكوس 
وحسابه واستخدامه في الحالة التي يكون فيها موجوداً؛ ومن ثم التعرف على 
المصفوفات التى لها معكوسات . 


المصفوقات والحذف الغاوسي 05 


AG tall OSGI.)‏ قابلة للعحكس» إذا 9 de‏ مصفوفة:8 تحقق كلذ مه 
العلاقتين 1= BA‏ ,1 -48.. يوجد على الأكثر مصفوفة واحدة مثل 8 تدعى معكوس cA‏ 
BA" ja thy pe‏ 
ATA =f, AA =?‏ )\( 
ملاحظة )1( لايمكن أن يكون لمصفوفة معكوسان مختلفان لأنه إذا كان BA =I‏ 
و46-1 SAS WB‏ 
B =B (AC) = (BA) C=C.‏ 
إذا وجد معكوس يساري ومعكوس يمينى B)‏ مضروبة من اليمين و C‏ من اليسار) 
gl‏ نتساويان:. 
ملاحظة (Y)‏ معكوس A!‏ هو A‏ نفسها . إنهما يحققان المعادلة CY)‏ 
ملاحظة (Y)‏ مصفوفة من النوع 1 قابلة للعكس عندما لاتكون ضفرا : إذا 
كان [6]-4 فان [1a]‏ -435. يكن كتابة معكوس مصفوفة من النوع 2X2‏ يصلح 
لجميع مصفوفات هذا النوع (شرط أن لايكون ad -be‏ صفراً) : 


a bi-1 1 |d -b 
cd ` ad-bcl € af 


ملاحظة )£( المصفو فة القطرية قابلة للعكس عندما لايكون أحد عناصر قطرها 











ملاحظة )0( المصفوفة | | | |-4 ذات النوع 2x2‏ غير قابلة للعكس . عمودا 
حداء Bx A‏ متساويان حدما ولا یکن أن یکونا عمودين فى ۰7 اللذين هما مختلفان . 


.1 الحبر الخطى وتطبيقاته 


(سنرى سبباً آخر أفضل من هذا لكون المصفوفة 4 هذه غير قابلة للعكس) . 

عندما تكون مصفوفتان قابلتين للجمعء فانه لايمكننا أن نعمل كثيراً فيما يتعلق 
بمعكوس 8+ 4. يكن أن يكون المجموع قابلاً للعكس أو لايكون بصورة مستقلة عن 
قابلية العكس لكل من 4و 8 . بالمقابل» يعتبر معكوس جدائهما 48 قاعدة أساسية في 
حساب المصفوفات . يقع الأمر ذاته للأعداد العادية : من العسير تبسيط „(a+b y’‏ 
بينما يكن تجزئة ab‏ إلى 1# × a‏ . لكن من أجل المصفوفات» يلزم أن يكون 
ترتيب المضاريب صحيحاً إذا كان =y‏ ×48 فان ر "4 = :8 و Ay‏ 8= + الأمر الذي يبين 
أن المعكوسات تظهر بترتيب معاكس . 

١‏ ي لجداء مصفوفتين قابلتين للعكس معکوس» هو جداء معكوسي هاتين 
المصفوفتين بترتيب معاكس . 

(Y) ABF A! 

البرهان . لكي نبرهن أن BIA!‏ هو معكوس AB‏ نشكل جداء هما ونستخدم 

: الخاصة التجميعية لحذف الأقواس‎ 
(AB) (B' A" )= ABB' A" = AIA" = AA" =1 
(B'A')(AB)=B'A'AB=B'IB=B' ادم‎ 

قاعدة مشابهة صالحة من أجل ثلاث مصفوفات أو أكثر : 

AB =C BF A . 

لقد رأينا تأثير تخبير الترتيب منذ قليل غندما عكسنا المضفوقات E, F Gis Vi‏ 
فى الحذف لنعود من جديد من A JIU‏ في الاتجاه التقدمي 6۴۴۸ هي 17 . في الاتجاه 
LEE FG Stall‏ هى جداء المعكوسات . ہا أن © هي آخر مايطبق على (A‏ فان 
© تأتى أولاً. ظ 

يكن ضرب معادلة مثل GFEA =U‏ بالمصفوفة " © (من اليسار) أو بالمصفوفة "۸ 
(من اليمين) أو بالمصفوفة UT‏ (في كل من الطرفين) . إذا احتجنا AS‏ فإنه يكن أن 
يدعى goad gat the, .U'GFE\gil‏ السا بيان bs‏ ذلك . 


A” حساب‎ 

لننظر فى المعادلة 1= "44 . إذا أخذنا عموداً في كل مرة» فان هذه المعادلة تعين 
أعمدة 47 . إذا ضرب العمود الأول من "4 بالمصفوفة 4 نحصل على العمود الأول 
من مصفوفة الوحلة Axe i‏ بصورة مشابهة tAx,=e,, AX = e,‏ المتجهات e‏ هي 
أعمدة 1. في مثال من النوع 3×3 "4×4 هي : 


























2 1 | LO OQ 
(Y) 4 «6 O اخ‎ X2 Xq اح‎ 6 C4 Ča =| 0 1 Ü |. 
2 7 5 0 0 1 


لذاء يكون لدينا ثلاثة أنظمة معادلات gl)‏ نظاماً) لكل منها مصفوفة المعاملات 
4ذاتها . الأطراف اليمنى تختلف» ولكن من الممكن إجراء الحذف على جميع الأنظمة 
فى الوقت ذاته . نسمى هذه الطريقة طريقة غاوس -جوردان . Gauss -Gordan‏ . عوضا 
عن التوقف عند ل والانطلاق بالتعويض التراجعي» نتابع بطرح مضاعفات سطر من 
الأسطر التى تعلوه لنحصل على أصفار فوق القطر كما حصل تحته» وعندما نتوصل 
إلى مصفوفة الوحدة» نكون قد وجدنا 4 . 

المثال التالى يحتفظ بالأعمدة enee,‏ ويعمل على أسطر ذوات ستة عناصر : 


مثال لطريقة غاوس ‏ جوردان لإيجاد A”‏ 








2 1 1 1 0 0 
[A جع به‎ ej- 4 6 00 1 0 
2 7 2 6 ©0 3 





ب له 
1 106 3 8 
ظ ظ f fø‏ 1 > 
ülal E‏ 1 2 2 2 31/0—— 
| | 0 





VV‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


بذلك ينتهي الحذف التقدمي . في المصفوفة الأخيرة» تعطى الأعمدة الثلاثة 
الأوائل المصفوفة المثلثية العليا المعتادة U‏ . أما الأعمدة الثلاثة الأخرى التى هى الأطراف 
اليمنى الثلاثة وقد هيئت من أجل التعويض -التراجعي » فانها تكون المصفوفة "1 نفسها 
(إن ذلك نتيجة تطبيق العمليات الأولية على مصفوفة الوحدة : .(L'=GFE‏ النصف 
الأول من الحذف انطلق من 4 إلى CU‏ والآن يذهب النصف الثاني من LMU‏ 


محدثاً أصفاراً فوق المحاور في المصفوفة الأخيرة وهكذا نصل إلى "4 : 


266 # 232 كح‎ 
اح‎ 8 8 8 
0 -8 0 4 3 2 
o OE BF J 1 
z 12 5 6 
| ae na: ج‎ 
u 16 16 16 
اوا‎ FF کک بن‎ <z 2 |= A™] 
8 8 8 
05 3 1 a 1 | 


في الخطوة الأخيرة» قسمنا على المحاور . تحولت مصفوفة المعاملات الواقعة 
في النصف الأيسر إلى مصفوفة الوحدة. با أن 4 تحولت إلى CT‏ فان العمليات ذاتها 
le‏ النضف الاين حول إلى 4 ٠‏ بذلك SS‏ قد حسينا المعكوس .. 

ملاحظة من أجل المستقبل : يمكنك أن تلاحظ المحددة 16 - الظاهرة في المقامات 
في 4.. إنها جداء المحاور )1( )8-( )2( وهي تدخل في النهاية عندما نقسم الأسطر على 
0 

رغم أن هذا نجاح في حساب AT‏ فانني لاأنصح بذلك . إننى أقبل أن المعكوس 
يحل Ax =b‏ بخطوة واحدة بدلاً من إثنتين : 


المصفوفات والحذف الغاوسي W‏ 


Le =b , Ux =c عو ضا عن‎ × =A"b 

يمكننا أن تذهب إلى أبعد من ذلك ونكتب =L'b‏ عو ط1" 0= PS o =U‏ 
لم أكتبه بصورة مفصلة » وفي الحسابات الحالية لن نكون المصفوفتين UL"‏ سيكون 
هناك تبذير فى الوقت لأنه سيكون علينا أن نجري العمليات التي عددها 72 نفسها 
لضرف ء ب "ل أو L'a b‏ . ملاحظة مشابهة تطبق على"4 ؛ 

بحتاج الضرب n’ A'b‏ خطوة . إنه JH‏ الذي نبغيه وليست جميع عناصر 
المعكوس. 

ملاحظة ١‏ : خارج عن الغرابة› سنقوم بتعداد العمليات الضرورية لايجاد AT‏ 
إن التعداد المعتاد يعطى من أجل كل طرف أيمن جديد ilas n’‏ نصفها من أجل الحذف 
التقدمى ونصفها الآخر من أجل التعويض التراجعي . لذا فمن أجل ”من الأطراف 
اليمنى المختلفة » نحتاج إلى ” من العمليات e‏ بالإضافة إلى 1/3« من أجل المصفوفة 
A‏ نفسهاء فيكون المجموع 3/ An‏ 

هذه النتيجة › مع ذلك» عالية نوعاً ماء وذلك بسبب الشكل الخاص للأطراف 
اليمنى 6. في الحذف التقدمي سيكون التغيير ضرورياً فقط » تحت العدد واحد SU‏ 
يشغل الموضع رمن العمود . هذا الجزء مكون من LS pan -j‏ فقط لذا فان التعداد من 
أجل » قد تحول فعلاً إلى 10/2 #). إذا جمعنا من أجل كل زفان المجموع المتعلق 
بالحذف التقدمي سيكون 276. هذا العدد يجب أن نضيف إليه : ۸/3 وهو عدد 
العمليات التى طبقت على cA‏ بالاضافة إلى aten (n2)‏ العمليات الضرورية لخطوات 
التعويض التراجعى التي تؤدي في النهاية لحساب قيم ox‏ سواء أجري ذلك بشكل 
متفرق أودفعة واحدة في طريقة غاوس_جوردان . ويكون عدد العمليات AII‏ اللازم 
لحساب A”‏ هو : 





:1 الجبر الخطى وتطبيقاته 


إن هذا العدد منخفض بصورة واضحة . فى الحقيقة يما أن ضرب مصفوفتين 
مربعتين من النوع Xn‏ 7 يحتاج إلى خطوة فان عدد العمليات اللازمة لحساب ۸هو 
العدد نفسه الضروري لحساب AT‏ يظهر هذا الأمر وكأنه غير معقول (إن Alea‏ 
يحتاج» كما يظهر لناء إلى ضعفي ذلك). في جميع الآحوال» إذا كانت "4 غير 
ضرورية فانه يعضل عدم حسابها . 

ملاحظة ۲ : فى حسابات طريقة غاوس ‏ جوردان قطعنا قدماً الطريق كاملا 
المؤدي إلى CU‏ قبل أن ننطلق إلى الجهة المعاكسة لاحداث أصفار فوق القطر . إن ذلك 
يشبه الحذف الغاوسي » لكن تراتيب أخرى ممكنة . كان بامكاننا استخدام المحور الثاني. 
لايجاد صفر فوقه كما هو الحال تحته . ولكن ذلك بطيء . فى ذلك الوقت كان السطر 
الثاني Ede‏ فعلاًء لأنه كان يحتوي قبل النهاية أصفاراً نتجت عن المبادلات السطرية 
الصاعدة إلى الأعلى» حيث أخذت مكاتها مسبقاً. 


قابل للعكس - غير شاذ 

أخيراً نريد أن نعرف ماهي المصفوفة القابلة للعكس وما هى المصفوفة غير القابلة 
لذلك . إن هذه المسألة مهمة جداً لدرجة أن لها أجوبة متعددة . بالفعل» كل فصل من 
الفصول الخمسة القادمة سيعطي طريقة لاختبار قابلية العكس مختلفة (لكنها مكافئة) . 
و يمكن في » بعض الأحيان» أن تمتد الطريقة لتشمل المصفوفات المستطيلة والمعكوس 
من جهة واحدة ؛ الفصل الثاني يتطلب ضرورة كون الأسطر مستقلة خطياًء أو الأعمدة 
مستقلة . الفصل الثالث يعكس AA‏ أو 447 تتعرض بقية الفصول فقط للمصفوفات 
المربعة وتنظر فقط في تلك التي محددتها لاتساوي الصفر أو ذات القيم الخاصة غير الصفرية 
أو ذات المحاور غير الصفرية. الاختيار الأخير هو الذي استخدمناه فى عملية الحذف 
ونريد أن نبرهن (في عدد قليل من المقاطع النظرية) أنها طريقة ناجحة . 

لنفرض أن هناك مصفوفة ذات مجموعة كاملة من المحاور ‏ إنها بالتعريف 


المصفوفات والحذف الغاوسي 16 


غير شاذة (نذكر من جديد أن المحاور ليست أصفاراً . ) تعطى المعادلة 44-7 n‏ نظاماً 
مصلا Ax =e‏ من أجل أعمدة cA‏ ويمكن حلها_بالحذف أو بطريقة غاوس- 
يكن أن يكون هناك ضرورة للمبادلات سطرية » لكن أعمدة "۸ هي 
الوحيدة التى تعن بقول ذقيق + غلينا أن نين أن المصفوفة aipa”‏ الأعمدة 
هي Lal‏ 

معكوس -يساري . حل 4475-1 يؤدي بالوقت ذاته إلى حل ATARI‏ لکن كيف 
يجرى ذلك ؟ ليس ذلك مسألة تافهة . إحدى الطرائق تنتظر الباب الثانى : معكوس 
من جانب واحد لمصفوفة مربعة هو بصورة آلية معكوس من جانبين . لكن» يمكننا أن 
نعمل دون الباب الثاني بملاحظة بسيطة : كل خطوة في طريقة غاوس ‏ جوردان تقوم 
على عملية ضرب من اليسار بمصفوفة أولية . لقد استخدمنا ثلاثة أنواع من المصفوفات 
الأولية : 

i لطرح مضاعف ا للسطر رمن السطر‎  )١ 

j للمبادلة بين السطرين أو‎ P (Y 

(Y‏ 2 (أو (D'‏ لتقسيم جميع الأسطر على محاورها. 

طريقة غاوس ‏ جوردان هي في الحقيقة متتالية ضخمة من عمليات الضرب 
المصفوفي : 








جوردان. 


(£) (D"...E....B....E )A =I 
. هذه المصفوفة الواقعة داخل القوسين عن يسار 4 هي » بالبداهة معكوس يساري‎ 
لذا كل مصفوفة غير شاذة‎ )١( إنه موجود وإنه يساوى المعكوس الأيمن وفق الملاحظة‎ 
قابلة للعكس.‎ 
Id) كل مصفوفة قابلة للعكس هي مصفوفة غير شاذة.‎ : Lal العكس صحيح‎ 
AS محوراً. ذلك واضح في ا حالة القصوى : اذا كان‎ n كانت 4 قابلة للعكس » فان لها‎ 
معكوس » فمن غير الممكن أن يكون فيها عمود كله أصفار . (لايمكن أبداً للمعكوس‎ 


11 الحبر الخطي وتطبيقاته 


أن ينتج عموداً من مصفوفة الوحدة» بضربه بعمود صفرى) . فى الحالة الأقل تطرفاًء 
نفرض أن الحذف انطلق من مصفوفة قابلة للعكس 4 لكنها محطمة مثل : 





U ds غ32‎ £2 
5 k | 
A 2100 0 0xxl 

Û Û Û xx 

تر عد BO‏ 0 0 


لايمكن أن يكون لهذه المصفوفة معكوس مهما كانت x ale VI‏ . أحد البراهين هو 

استخدام عمليات عمود (للمرة الأولى) لجعل جميع عناصر العمود الثالث 
أصفاراً. بطرح مضاعف مناسب للعمود ۲ ثم مضاعف مناسب للعمود ١‏ (من العمود 
۴)ء نصل إلى مصفوفة غير قابلة للعكس فعلاً. لذاء فان المصفوفة الأصلية غير قابلة 
للعكس » نقع هنا في تناقض E‏ ————— فانه لايمكن 
للحذف أن يفشل . 

GIL‏ يعطى اختباراً موثوقاً لوجود"4 : يجب أن يكون هناك n‏ محوراً. 

تكون مصفوفة مربعة قابلة للعكس إذا وإذا فقط كانت غير شاذة. 

سيستخدم الفصل الثاني عمليات سطر على 4 ليحصل على سطر أصفار وعلى 
النتيجة ذاتها. من أجل بعض الأطراف اليمنى لايكون للنظام = ×4 حل . من أجل 
مصفوفة قابلة للعكس» يوجد دائماً الحل الوحيد 478 -+ 


المنقول 
نحتاج إلى مصفوفة أخرى وهي لحسن الحظ أبسط كثيراً من المعكوس . تسمى 

هذه المصفوفة منقول c A‏ وتمثل بالرمز 47 . أعمدتها على الترتيب أسطر 4 السطر ذو 

الرقم : من A‏ يصبح العمود ذا الرقم ¡ في ۸4. لذا فإنه يمكن تكوينها دون أية حسابات : 


A‘ = 


2 0 
i 8) ob acfa م‎ goss 





بالوقت ذاته › أعمدة A‏ تصبح أسطراً للمصفوفة AT‏ إذا كانت A‏ مضفوفة من 
النوع m Xn‏ فان A”‏ من النوع n Xm‏ . إن التأثير النهائى هو قلب المصفوفة حول قطرها 
الرئيسي بحيث ينتج العنصر الذي يقع في السطر i‏ والعمود رمن "4 عن العنصر الذي 
يقع في السطر 7 والعمود : في 4 : 





(0) 


إن منقول مصفوفة مثلثية Lis‏ هو مصفوفة مثلثية عليا وإن نقل A‏ يعيد إلينا ۸. 

لنفرض الآن أن لدينا مصفوفتين 8و 4 فاذا جمعناهما ثم نقلنا الناتح فاننا نحصل 
على الشيء ذاته فيما لو SV TUE‏ جمعنا : (AB)‏ هو ' 4+8 نفسه . لكن ليس من 
الواضح ماهو منقول الجداء AB‏ و منقول المعكوس A‏ إليك القانونين الأساسيين في 
هذه الفقرة : 


(AB) =B A pa AB لوقنم)١(‎ م2١‎ 
(A) = )4'(' منقول المعكوس هو‎ (Y) 


نلاحظ أن القانون المتعلق ب"(48) يشبه القانون المتعلق ب (48)» فى كل من الحالتين 
نقلب الترتيب ونحصل على "8"4 و 8747 . لقد كان البرهان المتعلق بالمعكوس سهلا 
ولكن الأمر يتطلب صبراً غير طبيعى من أجل نقل الجداء . السطر الأول من (AB)‏ 
هو العمود الأول من (AB‏ وهذا يعني أن أعمدة 4 قد حملت بالعمود الأول من B‏ إذا 
بقينا مع الأسطر فان ذلك يكافىء أسطر 47 محملة بالسطر الأول من BT‏ وهذا بالتأكيد 
هو السطر الأول من ”854 . 

الأسطر الأخرى من (AB)‏ ومن 787 8 هى أيضاً متفقة 


مثال 























لكي نتوصل إلى القانون المتعلق ب Glas » AY‏ من العلاقتين A'A I‏ 
1= "44 و نأخذ المنقول لكل من هاتين العلاقتين . من ناحية أولى 1-"1. من ناحية ثانية 
نعلم منقول حاصل الضرب من .)١(‏ 

(1) ATS A’ =l s AM") الع‎ 

وهذا يجعل (ANY!‏ معكوس “4 وبذلك نكون قد برهنا (۲). 

بعد أن أقمنا هاتين القاعدتين يمكننا أن نقدم صنفاً خاصاً من المصفوفات» يحتمل 
أن يكون أهم صئف من أصنافها . الصفوفة ا متناظرة هي المصفوفة التي تساوي منقولها : 
=A‏ '4. المصفوفة مربعة بالضرورة وكل عنصر فيها يساوي نظيره بالنسبة للقطر cond yl‏ 
أو بصورة أخرى : =a‏ 4و إليك المثالين البسيطين : 


li 5 3ا‎ 0 
4 a] oe 3] 


ليس من الضروري أن تكون المصفوفة المتناظرة قابلة للعكس ؛ ومن الممكن أن 
تكون مصفوفة صفرية . ومع ذلك إذا كانت A'‏ هوجودة فانها تكون متناظرة أيضاً . 
يننج ذلك مباشرة من القانون )1( الوارد أعلاه وذلك لأن منقول “4 يساوي دوم 
'(4)؟ من أجل مصفوفة متناظرة يساوي ذلك تماما 47. لذاء فان "4 تساوي منقولهاء 
في هذه الحالة » وهي متناظرة عندما تكون A‏ كذلك . 

تظهر المصفوفات المتناظرة في كل موضوع تكون قوانينه موافقة لذلك : «لكل 
فعل ردفعل يساويه ويعاكسه» والعنصر الذي يعطي تأثير i‏ على زيكافىء الفعل AUS)‏ 


عن تأثير ز فى : . سنرى هذا التناظر في البند القادم عند دراسة المعادلات التفاضلية . 
سنبقى هنا مع الحذف الغاوسي وسنهتم بمعرفة تأثير التناظر . بصورة أساسية إنه يقطع 
العمل إلى نصفين . الحسابات لما فوق القطر نسخة عن الحسابات المتعلقة le‏ تحته كما 
أن المصغوفة المثلثية العليا U‏ تتعين تماما بالمصفوفة المثلثية الدنيا L‏ : 


(A =LDU متناظرة وإذا كان من الممكن محليلها على الصورة‎ A ل إذاكانت‎ ١ 
فان المصفوفة المثلثية العليال هى منقول‎ e ولم يكن هناك تغيير أسطر يشوه التناظر‎ 
„A =LDL يصبح التحليل‎ . L المصفوفة المثلثية الدنيا‎ 


لبرهان ماتقدم » نأخذ منقول ALDU‏ يظهر المنقول بترتيب معاكس ليعطي 
AUD T‏ بما أن 4 متناظرة فانها تساوي ca”‏ لذاء لدينا الآن تحليلان ل4 وفوّ 
مصفوفة مثلثية دنيا في مصفوفة قطرية في مصفوفة مثلثية عليا ( L‏ مصفوفة مثلثية عليا 
عناصر قطرها تساوي الواحد وهى مشابهة LL‏ للمصفوفة (U‏ . استناداً إلى ١-ل»‏ 
فإن مغل هذا التحليل وحيد . لذلك فان ONL le‏ تكون مطابقة lias US‏ ما ينهى 
Obs JI‏ 


(L'=U مثال ( 4 متناظرة و‎ 
a alela to allo i 


بعد كل خطوة من الحذف» تبقى المصفوفة الواقعة فى القرنة الدنيا واليمنى متناظرة 
كما هى SUI‏ بعد الخطوة الأولى : 
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يقطع عمل الحذف . بصورة أساسية» إلى نصفين بسبب التناظر e‏ من 73 إلى . ۸/6 
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أوجد المعكوسات (لاضرورة لأنظمة خاصة) للمصفوفات 


a =|$ 1 42 =7 A= cos - sin@ 


3 0 4 2 








)1( أوجد معكوسات مصفوفات البادلة 


0 0 [ 001 
ابيز‎ 0 + Ü 10 01 


1 0 0 0 1 Q 


= 








(ب) فسر لاذا» من أجل مصفوفات المبادلة » ”8 تساوی Lega‏ 8 وذلك 
ببيان أن الوحدان واقعة في المواضع المناسبة لتعطي 7-1 PP‏ 

من العلاقة AB =C‏ أوجد قانوناًل AT‏ قم بالأمر ذاته انطلاقاً من 

PA SLU 

)1( ]13 كانت 4 قابلة للعكس و CABAC‏ برهن بسرعة أن BHC‏ 
(ب) إذا كانت | ؟ t‏ 4 أوجد مثالاً يكون من أجله AB =AC‏ لکن 
.B +C‏ | 

إذا كان معكوس”4 هو 8 برهن أن معكوس ۸هو .AB‏ (لذاء تكون ۸ 
قابلة للعكس عندما تكون A?‏ قابلة للعكس) . 
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المصفوفات والحذف الغاوسي ۷۹ 


أوجد مصفوفة من النوع 2×2 غير S-I‏ 4و 1= A‏ بحيث يكون معكوسها 
مطابقاً لها : 47-7 . 


برهن أنه ليس للمصفوفة | ! | | معكوس وذلك بمحاولة حل : 


برهن أنه لايمكن أن تكون 4 قابلة للعكس . جداء السطر الثالث من "۸ 


مضروبا 


ب 4» يجب أن يعطى السطر الثالث من 1= A'A‏ ماهو الباعث لهذه 


G ©‏ يم 


الاستحال؟ 
أوجد المعكوسات (بأى طريقة مقبولة) للمصفوفات : 


O SH هد‎ 
QOS & 
Dogan ج‎ 





أوجد أمثلة ل8, 4 بحيث يكون : 

)1( 8+ 4 غير قابلة للعكس رغم أن 8, 4 قابلتان لذلك 
(Y)‏ 8+ 4 قابلة للعكس رغم أن 8, 4 غير قابلتين لذلك 
(۳) كل من 8+ 4, 8, 4 قابلة للعكس . 


VY 


hia St 


(io 


\ 2-1-1 


او 


١-5-١ 


اع حا 


A= TA 


الحبر الخطي و تطبيقاته 


فى الحالة الآخيرة» استخدم OLS A" (A +B) B'=B'4A"‏ أن 

. وأوجد قانوناً لمعكوسها‎ Lai قابلة للعكس‎ 8' +A 

ما هي خواص المصفوفة 4 التي تبقى محفوظة من قبل معكوسها (بفرض 
A (1) Go gem ge’‏ مثلثية (Y)‏ 4 متناظرة (۳) A‏ ثلاثية الأقطار (E)‏ جميع 
عناصرها أعداد صحيحة )0( جميع عناصرها كسور (يدخل في ذلك 
الأعداد الصحيحة مثل 3/1). 

إذا كان أ 3|- د مو | 2 6B‏ احسب A'B, B'A, AB’, BA‏ 

(مهم) برهن ٠»‏ من أجل المصفوفات المستطيلة:» أن كلاً من AAT, ATA‏ 
مصفوفة متناظرة Lega‏ . بين بمثال أنه يكن أن لاتكونا متساويتين» أيضاً 
من أجل مصفوفات مربعة . 

برهن» من أجل أي مصفوفة مربعة 8» أن A=B +B"‏ دائماً متناظرة وأن 
K=B -B'‏ دو ls‏ متناظرة تخالفية . الأمر الذى يعنى أن 8--25 . أوجد هذه 
le yuan pyres Bay Bo]! 3] CASI‏ 
ومصفوفة متناظرة تخالفية . 

(أ) ما هو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفة متناظرة من المرتبة :, ؟ 
(ب) ماهو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفةمتناظرة ‏ تخالفية من المرتبة:,؟ 
)1( إذا كانت ALDU‏ بوحدان على قطري LU‏ ما هو التحليل المقابل 
ل "4 ؟ لاحظ أن ”4 , 4 (كمصفوفتين مربعتين بدون حاجة لمبادلات 
سطرية) 225 كان بالمحاور ذاتها . 

(ب) ماهو النظام المثلثى aha sul‏ 5 النظام A'y=b‏ ؟ 

إذا كان =L D U A =L D U,‏ 4 برهن أن .L =£, ,D =2, ,U =U,‏ إذاكانت 


A‏ قابلة للعكس ob e‏ التحليل وحيد. 


اة 


yi} 


ا 


ا 


h - = 


المصفوفات والحذف الغاوسي VY‏ 
C)‏ وضح المعادلة 1- ر L PLD =D U‏ وفسر لماذا يكون أحد الطرفين 
مصفوفة مثلثية Lis‏ بينما الطرف الآخر مثلثية عليا. 
(ب) قارن القطرين الرئيسيين في هذه المعادلة ثم قارن العناصر غير 
القطرية . 
تحت أية شروط تتعلق بالعناصر» تكون 4 قابلة للعكس e‏ إذا كان 
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إذا حققت المصفوفة ISA‏ النوع 3x3‏ کون السطر +١‏ السطر =Y‏ 
oT jd‏ يرهن geal‏ غير all‏ عل | 4 4 Aral‏ عل UA‏ 
للعكس ؟ 

احسب العخليل BeA‏ 22577 المضفوفتين 
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A BIS 13‏ مصفوفتين مربعتين» برهن أن 1-48 قابلة للعكس إذا 
كانت -BA‏ / قابلة للعكس . انطلق من : B (I-AB) = ) 1 -BA)B‏ 


vé‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


١‏ - ۷ مصفوفات خاصة وتطبيقاتها 

سيكون أمامنا في هذا البند هدفان . الأول هو شرح حالة واقعية يظهر فيها نظام 
كبر من المعاد لات الخطية . حتى الآن لم يذكر هذا الكتاب أي تطبيقات من هذا النوع . 
فى الحقيقة؛ إن دراسة مسألة كبيرة وواقعية بضورة ثامة» سواء فى الإنشاءات الهندسية 
أو فى الاقتصاد. قد يقودنا إلى متاهات عملية عميقة . لكن هناك تطبيق مألوف ومهم 

الهدف الثاني هو التوضيح» بهذا التطبيق ذاته» للخواص الأساسية التي تتمتع 
بهاعادة مصفوفة المعاملات . ليس من المعتاد مواجهه مصفوفة كبيرة بحيث تظهر وكأنها 
قد صيغت بصورة عشوائية» بل سيكون على الأغلب هناك نموذج ظاهر للنظرة الأولى 
-غالباً مايكون نموذج تناظر فيه كثيرمن العناصر الصفرية . في هذه الحالة الأخيرة» لما 
كانت مثل هذه المصفوفة غير المكتظة تحوى عدداً من المعلومات يقل كثيراً عن on?‏ لذا 
فمن المتوقع أن تكون العمليات الحسابية الواجب اجراء ها أكثر سهولة من حالة مصفوفة 
مليئة . سوف ننظر بصورة خاصة إلى خواص المصفوفة ا حزامية وهي التي تتجمع فيها 
العناصر غير الصفرية فى جوار القطر الرئيسي وذلك لرؤية تأثير مثل هذه الخواص 
على طريقة الحذف . في الواقع إننا سننظر في مصفوفة حزامية خاصة . 

يكن رؤية هذه المصفوفة فى المعادلة (5). الفقرة التالية ستبين التطبيق . 

ينتج مثالنا عن إبدال مسألة متصلة بأخرى منقطعة . يمكن للمسألة المتصلة أن 
يكون لها عدد غير منته من المجاهيل (هى قيم u(x)‏ عند كل ×) ولايمكن حلها بصورة 
صحيحة بالحاسوب . لذا سيجرى حل ذلك بشكل تقريبى بوساطة مسألة منقطعة. 
كمسألة بسيطة ولكنها تبقى مسألة متصلة نموذجية» وقع اختيارنا على المعادلة التفاضلية 


(\) 4 “ f(x), 0> S1. 


ar 





هذه المعادلة معادلة تفاضلية خطية مجهولها » وهی ذات حد غير متجانس/. فى 
هذه المسألة كثير من الاعتباطية وذلك لأنه يمكن اضافة تر كيب من الشكل C+Dx‏ إلى 


حل » فيكون المجموع حلا آخر اذ أنه ليس للمشتقة الثانية للتركيب «8+ © أي تأثيرفى 
Dalal‏ . يمكن إزالة عدم التعيين الناشىء عن الوسيطين C, D‏ بإضافة أشرط حدي 
عند كل طرف من طرفي الفترة : 


(Y) u(0)=0, u (1) =0 


ينتج عن ذلك مسألة ذات قيمتين حديتين فى نقطتين . إنها لاتصف قضية خيالية 
بل تصف See‏ حالة ثابتة لحادثة توزيع الحرارة في قضيب يقع أحد طرفيه في الدرجة 
المئوية "0 ويخضع إلى توزيع منبع حراري SO)‏ 

لنذكر أن هدفنا هو ايجاد مسألة منقطعة أو ذات عدد أبعاد محدود بقول آخر 
ايجاد مسألة جبر خطى . لهذا السبب لايمكننا أن نقبل إلا عدداً محدوداً من المعلومات 
حول » مثل قيمه عند النقاط التي تقع» فيما بينهاء على أبعاد متساوية . /2- Ax‏ 
X= anh‏ ...., وسيكون أي EU‏ لحسابنا قيماً تقريبية Wu,‏ ا حقيقي عند هذه النقاط . 
lll‏ سق أن bhel‏ القن الحقيقيتين 0= »,0= » عند الطرفين 17+ م) =1= x‏ و 
Ei‏ 

السؤال الأول هو كيف تستبدل المشتقة ×4 /» ”4 ؟ بما أن كل مشتقة هي نهاية 
فسمة فرقين »لذا يكن أخذ ذلك بصورة تقريبية والتوقف عند قيمة محددة للبعد h‏ 
دون أن ندع #(أوعك ) يسعى إلى الصفر . من أجل المشتقة الأولى يوجد اختيارات 


. متعلدة‎ 
(Y) du _ u(x+h)-u(x) أو‎ u(x)-u(x-h) il u(x+h)-u(x-h) 
dx h | h | 2h 


الاختيار الأخير هو المفضل dole‏ بسبب التناظر حول × في الواقع هو الأكثر دقة . أن 
أجل المشتقة الثانية يوجد تركيب واحد فقط تستخدم فيه القيم عند EA‏ × × : 


vq‏ الحبر الخطى وتطبيقاته 


du _ u(x +h) - U(X) + U(X - h) 


a 





dx’ h’ 

تمتاز هذه الصيغة أيضاً بكونها متناظرة حول × . نعيد» إن الطرف الأيمن 

يقترب » في ا حقيقة » من *::4”::/4 عندما 0 / ولكن علينا أن نتوقف عندقيمة موجبة 
Ad‏ عند نقطة نموذجية ۸ - × من الشبكة . يستعاض الآن عن المعادلة التفاضلية 

AFH بعد ضرب الطرفين ب‎ t (E) بهذه المعادلة المنفصلة المشابهة‎ e d2u/dx =f (x) 


(£) 


(0) - Ujyy #2- uy, =h* füh). 

توجد n‏ معادلة مشابهة تماما لهذا الشكل واحدة لكل قيمة ‏ ......1 = ز. المعادلة 
الأولى والأخيرة تحويان القيمتين ,.,» و ,» وهما غير مجهولتين -إنهما يمثلان الشرطين 
الحديين وقد نقلا إلى الطرف الأيمن للمعادلة ليقوما بدور الحد غير المتجانس (أو على 
الأقل» يمكنهما أن يكونا كذلك إذا لم يكونا معروفين أنهما يساويان الصفر). من 
السهل فهم المعادلة )0( على أنها معادلة حالة ‏ ثابتة حيث يتوازن التدفق (u,-u,,,)‏ 
الآتي من اليمين والتدفق SV )» - » a)‏ من اليسار مع الضياع ARSO)‏ المركز . 

يكن تصور ely‏ المعادلات )0( بصورة أفضل إذا كتبت بالشكل المصفوفي 
Au =b‏ سنختار 1/6- ۸ أو 5-م : 

(1) 


2 =1 i fM 
اه‎ 2-1 uy | | £ QA) 
a2 s u; | =h" | f (3h) |. 
-| -1 || u4 f (4h) 
-] 2 Us f (SA) 


منذ الآن» وحتى إشعار آخرء علينا أن نتعامل مع ا معادلة (VY)‏ وليس من 
الضرورى النظر إلى الخلف لمعرفة مصدر هذه المسألة . مهما يكن الأمرء فقد كونا 
Lene‏ من عضفوفات LM‏ من المرتية #مكن أن تكون كبيرة Le‏ ولكتها كين 
يظهر بعيدة عن أن تكون عشوائية . للمصفوفة A‏ خواص مختلفة » ثلاث منها أساسية : 


)١(‏ المصفوفة ثلاثية الأقطار . تقع جميع عناصرها غير الصفرية على القطر 
الرئيسي وعلى القطرين المجاورين له. أما خارج هذا الحزام المحدود فلا يوجد إلا 
أصفار 4-0 إذا كان 1 liji?‏ ستقدم هذه الأصفار سهولة هائلة فى عملية الحذف . 

(Y)‏ المصفوفة متناظرة . كل pare‏ »يساوي نظيره ٠»‏ بالنسبة للقطر الرئيسي 
أي 4 -”4. لذا ستكون المصفوفة المثلثية العليا U‏ هي منقول المصفوفة المثلثية LAGS‏ 
وسيكون التحليل النهائي A=LDL':‏ . تناظر المصفوفة يعكس التناظر الموجودفي 
المعادلة التفاضلية . فلو كانت فيها مشتقة فردية مثل du/dx‏ أو cd'u/ di‏ لما كانت A‏ 
متناظرة . 

(Y)‏ المصفوفة معرفة إيجابياً . هذه الصفة الإضافية تتحقق عند حساب المحاور 
وهي تشير إلى أن المحاور موجبة . سنقدم فى الباب السادس تعاريف متعددة ومتكافئة 
للمصفوفة المعرفة ايجابياً» ليس لمعظمها علاقة بالحذف ؛ إلا أن BLU‏ ولكون المحاور 
موجبة e‏ نتيجة مباشرة واحدة : التغيير السطري غير ضروري من الناحية النظرية 
والناحية العملية . هذا مخالف لحال المصفوفة A‏ الظاهرة في نهاية هذا البند والتى هى 
غيرهعرفة ايجابياً. بدون تغييرات سظرية ستكون شديدة الحساسية دوي 

لنعد إلى الحقيقة الأساسية وهي كون 4 ثلاثية الأقطار . ماأثر ذلك على الحذف ؟ 
لنفرض» في البداية » أننا نفذنا الخطوة الأولى من GIL‏ وهى جعل ماتحت المحور 
الأول أضفارا : 


on 
اده مم‎ 
ل‎ 


I i 
i i 
سس‎ 


أساسيين : 


VA‏ ا لجبر الخطى وتطبيقاته 


)1( لم يكن سوى pare‏ واحد غير صفري واقعاً تحت المحور . 

(ب) هذه العملية الوحيدة قد نفذت على سطر قصير le‏ بعد تعيين المعامل 
الصحيح 2 /1--,,أ» فاننا نحتاج إلى عملية واحدة (ضرب -طرح) فقط . 

لقد تسهلت الخنطوة الأولى كثيراً بسبب وجود الأصفار في السطر الأول 
والعمودالأول . علاوة على ذلك» فان الشكل SH‏ الأقطار محفوظ خلال الحذف 
(عند عدم الحاجة لتغييرات سطرية) . 

(ج) تقبل الخطوة الثانية من الحذف» شأنها فى ذلك شأن الخطوات ASS‏ 
التسيطين )1( و (ت): 

يكننا أن نجمل النتيجة النهائية بطرق مختلفة . إن أفضل مظهر لذلك هو النظر 

في التحليل LDU‏ للمصفوفة A‏ : 


| 
p | نيا‎ 
l 
ہے‎ W| 
i 





يكن التعبير عن الملاحظات (آ)-(د) كمايلي : العاملان L, U‏ لصفوفة ذات 
أقطار ثلاثة هما مصفوفتان بقطرين . لهاتين المصفوفتين تقريباً بنية 4 ذاتها من الأصفار . 
لنلاحظ أيضاًء أن AS‏ من .1 و U‏ منقول الأخرى» كما كان متوقعاً بسبب التناظر: 
oY,‏ المحاوو 4 كلها سج" . من الواضح أن المحاور تتقارب من قيمة نهائية هى 
)+1( وذلك عندما تزداد ” كبراً. إن مثل هذه المصفوفة تجعل الحاسوب سعيداً. 


det A =6 (A سيجري فيما بعد مطابقة جداء المحاور مع محددة‎ )١( 





شكل .)۷-١(‏ مصفوفة حزامية وعواملها . 

هذه التسهيلات تؤدي إلى تغيير كامل في تعداد العمليات المعتاد. في كل خطوة 
من الحذف نحتاج إلى عمليتين وحيث إن هناك n‏ خطوة» لذا نحتاج إلى 2۸ عملية 
عوضاً عن 1/3؛ GLA‏ سيكون أسرع بالنسبة لدرجة الضخامة . وهذا صحيح 
أيضاً من أجل التعويض التراجعى ؛ فعوضاً عن 7/2 « نحتاج إلى 2۸ عملية» لذا فان 
عدد العمليات الضرورية فى مصفوفة ذات أقطار ثلائة » تتناسب مع «وليس مع قوة 
عالية ل. يكن حل نظام ذي BW‏ أقطار Arab‏ بصورة فورية تقريباً. 

لنفرض بصورة أعم أن A‏ مصفوفة حزامية » أي أن عناصرها أصفار عدا تلك 
التي تقع في الحزام w‏ >ا نر :| الشكل .)۷-١(‏ نصف عرض الحزام 1=« من أجل 
مصفوفة قطرية » و2 =« من أجل مصفوفة ذات أقطار ثلاثة و «=١‏ من أجل مصفوفة 
كاملة . تحتاج الخطوة الأولى إلى w (w-1)‏ عملية وبعد هذه الخطوة سيبقى لدينا مصفوفة 
ذات حزام من العرض .w‏ با أنه توجد حوالي « خطوة؛ فان الحذف في مصفوفة 
حزامية يحتاج إلى حوالي win‏ عملية . 

عدد العمليات يتناسب مع ۸ ونلاحظ الآن أنه متناسب أيضاً مع مربع w‏ عندما 
تقترب w‏ من n‏ فان المصفوفة تقترب من أن تكون ممتلئة ويصبح عدد العمليات من 
جديد” # تقريباً . يتعلق التعداد الأكثر دقة بالأمر التالى في القرنة اليمنى والسفلى من 
4 لم يعد « عرض احزام . إن العدد الدقيق من عمليات القسمة وعمليات الضرب- 


A.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الطرح اللازمة لايجاد 1,2,1 (دون اعتبار تناظر (A‏ هو P=1/3 w (w-1) Gn -2w+1):‏ 


من أجل مصفوفة متلئة حيث «=١‏ من أجل مصفوفة Hehe‏ حيث owen‏ سيكون هذا 
العدد : )1+ UP = 1/3 n(n-1) (n‏ نلخص ما سبق : إذا كان لدينا مصفوفة حزامية A‏ 
ob‏ لها عاملين مثلثيين لاو / تقع عناصرها غير الصفرية داخل الحزام وإن عمليتي 
الحذف والتعويض التراجعى سريعتان حقاً. 

هذه آخر idee‏ تعداد نقوم بها لذا علينا أن نوضح النقطة المهمة التالية. من 
أجل مصفوفة مثل 4 التي وردت فى مثال الفرق المحدود. سيكون معكوسها مصفوفة 
تة + لذاء عند حل النظام c Ax =b‏ سيجعل عدم معرفتنا للمصفوفة (At‏ الوضع 
د من ا حالة التي نعرف فيها لاو 2. إن ضرب 43 بالمتجه ط يحتاج إلى ”من الخطوات 
بینما 4n‏ تكفى لحل Le =b‏ و :- Law glx‏ الحذف التقدمي والتعويض التراجعي اللذان 
يعطياننا =U `c =U L'b =A"b‏ ع , 

نأمل أن يكون هذا المثال قد خدم غرضين اثنين . الأول زيادة فهم القارىء 
Stel‏ الحذف (التى سنعتبرها أصبحت مفهومة تماما COV‏ والغرض الثاني تقد 
مثال حقيقي من الأنظمة الخطية الكبيرة التي نصادفها في الحياة العملية . سوف did‏ 
في الفصل القادم إلى القيمة النظرية للأنظمة الخطية 0= ×4- وجودو وحدانية الحل × . 


الخطاء التدوير 
من الناحية النظرية قد انتهينا من الحالة غير الشاذة . قديكون من الضرورئ 
اجراء مبادلة بين الأسطر للحصول على مجموعة كاملة من المحاور؛ ومن ثم يحل 
التعويض التراجعي Arab‏ . مع ذلك» قد نكون. من الناحية العملية» بحاجة DYU‏ 
سطرية أخرى أو أن يظهر بوضوح أن الحل المحسوب أصبح تافهاً. نريد أن نكتب 
صفحتين (اختياريتين LAS‏ في الصف). fab‏ الحذف أكثر BULL‏ هو ضرورى 


CN)‏ إن عدد صحيح إذا كان -lnn +l‏ هى أعداد متتالية ولابد أن يكون أحدها يقبل القسمة 
we‏ 


المصفوفات والحذف الغاوسي A^‏ 


وكيف يقدم . لنذكر أن الحذف » في نظام معتدل الحجم مثلاً 100100 ؛ يتطلب ثلث 

مليون عملية . وعلينا أن نتوقع في كل عملية خطأ تدوير. نحتفظ عادةء بعدد SoL‏ 

من الأرقام البيانية (ثلاثة See‏ لحاسوب قحف ape Ghar‏ عند إضافة عددين من 
حمين مختلفين مثل : 





346. —00123.+345. 
نلاحظ أنه قد اهملت الأرقام الأخيرة بصورة كاملة في العدد الصغير . السؤال 
الوارد هناء ما هو تأثير أخطاء التدوير على الخطأ النهائي في الجواب ؟ 
ليس هذا الأمو مسألة سهلة. لقدعالج ذلك جون فون نيومن John Von‏ 
Neumann‏ الذي كان الرياضي الرئيسي في الزمن الذي تمكن فيه الحاسوب من القيام 
بمليون عملية بسرعة فائقة . في الواقع أعطى تركيب طريقتي غاوس وفون نيومن لطريقة 
الحذف السهلة تاريخاً متميزاً رغم أن فون نيومن لم يتوصل إلا إلى تقدير معقد جداً 
Led‏ التدوير. لقد كان ويلكنسون Wilkinson‏ هو الذي أوجد الطريق الصحيح لجواب 
هذه TL‏ و Cornel‏ كته SS OVI‏ هدرسية: 
هنالك مثالان سيطان مقتبسان من نصوص ل Nobel‏ و c Forsythe and Moler‏ 
سيوضحان ثلاثاً من أهم النقاط المتعلقة بأخطاء التدوير . المثالان هما : 


النقطة الأولى هى : 

١س‏ بعض المصفوفات شديدة الحساسية للتغيرات الصغيرة وبعضها ليس 
كذلك . المصفوفة A‏ سيئة الشروط sl)‏ حساسة) أما “4 فانها حسنة الشروط . 

من حيث الكيفية المصفوفة 4 شاذة تقريباً بينما “4 ليست كذلك . إذا جعلنا العنصر 
الأخير فى A‏ 1-,,4» فانها تصبح شاذة إذ يصبح فيها عمودان متساويين . لننظر في 


AY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


حالتين يكون فيهما الطرفان الأيمنان قريباً أحدهما من الآخرء في النظام ط= عه : 
u + ¥=2 u + V= 2‏ 


u + 1.0001 = 2.0001. u + 1.0001 = 2 


حل النظام الأول 0=« ,2= »„؛ حل النظام الثاني 1= wav‏ التغير الذي وقع في 
المرتبة الخامسة من تضخم تأثيره بحيث غير المرتبة الأولى من الحل» ولاتوجد أي طريقة 
حسابية يمكنها تفادي هذه الحساسية تجاه التغيرات الصغيرة. يمكن لسوء الشروط هذا أن 
ينتقل من مكان إلى آخر خلال الحسابات ولكن من غير الممكن حذفه. الحل الصحيح 
حساس جداً ولايمكن للحل المحسوب أن يكون أقل من ذلك . 
النقطة الثانية هي : 

. ع يمكن لمصفوفة جيدة الشروط أن تفسد بسبب طريقة رديئة‎ ١ 

من المؤسف أن نقول. فيما يتعلق بالمصفوفة “4 » أن الحذف الغاوسي الصريح 
يمثل إحدى الطرق الرديئة . لنفرض Lil‏ قبلنا 0001 . كمحور أول i> bo Lof y‏ 10.000 
ضعف السطر الأول من الثاني ٠‏ ليصبح العنصر الأدنى الأيمن 9999- ولكن التدوير 
إلى ثلاث مراتب سيجعله 10.000 . لقد اختفى كل أثر للعنصر )١(‏ الذي كان سابقاً 
هناك . 
لننظر في المثال الخاص : 

.000 1:4 + v= I 
u+v =2. 
: بعد الحذف تأخذ المعادلة الثانية الصورة‎ 
v = 0 أو‎ - 9999y = - 9998, 

سيعطى التدوير » عوضاً عن ذلك» 10.000- = -10.000v‏ أو 1= «. حتى LOYI‏ 
لم يعكس تخريب المعادلة الثانية حلا رديئاً . ٠‏ صحيحة فعلاً إلى ثلاث مراتب . ومع 
ذلك فإذا ماتابعنا التعويض التراجعي » فان المعادلة الأولى تأخذ الشكل : 

u=1 أو‎ .0001 + .9999 = 1 


لو قبلنا قيمة ل1 = س خاطئة في المرتبة الرابعة فقط . فان هذه المعادلة تصبح : 
.000lu+1=1,‏ أو0 د 
قيمة » المحسوبة خاطئة LU‏ رغم أن “4 ذات by‏ جيدة؛ فالحذف الصريح 
مضطرب بشدة. سواء كانت العوامل LDU‏ صحيحة أو تقريبية » فانها خارجة عن 
مستوى المصفوفة الأصلية تماما : 


OE 0 || .0001 O 1 10,000 
10,000 ıj 0 -9999 || 0 | f 


لقد col‏ المحور الصغير 0001 . إلى عدم استقرار وإن معالجة ذلك واضحة وهي 
مبادلة بين الأسطر . إليك نقطتنا الثالثة : 


١ف‏ كما كان من الضروري» عند وجود صفر في موضع محور» تغير نظري في 
الحذف » فان وجود محور صغير يضطرنا من الناحية العملية إلى تغييرفي طريقة 
الحذف . مالم يوجد تأكيد خاص مخالف» فان على الحاسوب أن يقارن كل محور 
مع بقية المحاور الممكنة الواقعة معه في العمود نفسه . يدعى اختيار أكبر المحاور 
والمبادلة الملائمة بين الأسطر بحيث تؤخذ القيمة الكبرى محوراً» المحوره الجزئية . 


يجب اجراء مبادلة بين السطرين مباشرة . بالتعبير المصفوفي» هذا الأمر يعني الضرب 
بمصمو 43 مبادلة كما سبق . لله للمصفوفة الحديدة “۸ الت Ll‏ الكالى : 


waT Jti OE o Tia 
0001 1| ].0001 1]/0 .9999[]0 1 


لقد أصبح المحوران الآن 9999. و 1 وهما في مستو واحد تقريباً . lal. bls aa‏ 
9999 - , و 0001. 


تتميز المحوره الجزئية عن الطريقة الأكثر محافظة للمحورة الكاملة » التي لانكتفي 


>l Ag‏ الخطي وتطبيقاته 


فيها بالنظر في العمود » بل تنظر أيضاً في جميع الأعمدة التالية من أجل محور أكبر 
محتمل . في المحوره الكاملة لايكتفى بالمبادلة بين الأسطر بل قد يتطلب ذلك مبادلة 
بين الأعمدة لتحريك هذه القيمة الكبرى كي تقع في موضع المحور (بقول آخر تغيير 
ترقيم المجاهيل أو الضرب من اليمين بمصفوفة مبادلة) . تكمن صعوبة هذه الطريقة 
المحافظة في كونها ذات كلفة عالية ؛ البحث فى بقية الأعمدة عن المحور الأكبر يستغرق 
وقتاً طويلاً لذا فإن المحورة الجزئية تكفي عادة بشكل ملائم . لقد وصلنا أخيراً إلى 
الطريقة الأساسية للجبر الخطي العددي : الحذف بالمحورة الجزئية. ومع ذلك فانه من 
الممكن اجراء بعض التهذيبات الاضافية مثل الانتباه فيما إذا كان من الضرورى تغيير 
موضع سطر أو عمود بكامله . امهم OV‏ أن القارىء أصبح عارفاً بعمل الحاسوب 
بالنسبة لنظام معادلات خطية . بالمقارنة مع الوصف «النظري» ‏ ايجاد At‏ والضرب 
فان وصفنا قد استهلك كثيراً من وقت القارقء ( ومن صصيره) etl eS ١‏ لو 
وجدت طريقة أكثر سهولة لتوضيح كيف ند × فعلاً» لكنى لاأظن أن ذلك موجود . 


\-V-|\‏ اجعل فى مثال a, =| asl‏ بدلا من 2= 4 ثم آوجد التحليل LDU‏ لهذه 
المصفوفة الحديدة ذات الأقطار الثلاثة . 
۲-۷-1 اكتب مصفوفة الفرق المحدود ذات النوع 3 )174= (A‏ المتعلقة بالمعادلة 


=> tek. Sus 


dx” 


۳-۷-١‏ أوجد مصفوفة A‏ من النوع 5×5 تقرب 


„ausra %@) du م- دن‎ 


o-—V—\ 


1-V-} 


الضفوفات والحذف الغاوسى A0‏ 
وذلك بجعل شروط البدء ,»= usu pu,‏ تحقق من أنه إذا طبقت مصفوفتك 
على المتجه (1,1.1,1.1) فانها تعطى صفراً؛ 4 شاذة . بصورة مماثلة» برهن 
أنه إذا كانت wr)‏ حلاً للمسألة المتصلة فان 1+() isu‏ . الشرطان 
الحديان لايغيران فى عدم التعيين الموجود بسبب الحد C+Dx‏ 6 لذا فاحل 
اوسن Ns‏ 


بعر ض أن 4/ ٠ع‏ و 27 Wsin‏ 4 دز of (x‏ تصبح المعادلة )2( 

















2 -1 Of] 4 > | I 
| 3 As Jo SF] OL. 
0 -1 إوس||[2‎ 4 [-1 


أوجد الحل من أجل ,». ,». u,‏ وأوجد أخطاء ها بالمقارنة مع JAN‏ الصحيح 
u = sin 7‏ عند 4 /|- ع و 1/2- :2 و 3/4 دج . 
ماهو النظام ذو النوع 5 الذى يخلف )601 إذا غير الشرطان الحديان 
فأضبحا 1)=0( u‏ و Yu (O)=l‏ 

( موصى به ) احسب معكوس مصفوفة هيلبرت ذات النوعة 


3X 


| | | l 

2 3 

5 1 1 | 
== 2 3 4 

| | | 

3 4 5 


بطريقتين مستخدمامتتالية غاوس -جوردان المعتادة : )١(‏ بحساب 
صحيح (Y)‏ بتدوير كل عدد إلى ثلاثة أرقام عشرية . ملاحظة : هذه 
حالة لاتساعد فيها المحورة؛ حيث A‏ سيئة الشروط ولايمكن اصلاحها . 
من أجل المصفوفة السابقة ذاتهاء قارن الأطراف اليمنى للنظام Ax=b‏ 
المقابلة للحلين )3.6-,0,6( = x= (1,1,1) , x‏ 


حل النظام )1,0,....,0( = Ax =b‏ حيث A‏ مصفوفة هيلبرت من النوع 
0 و a=l/(i+j-1)‏ وذلك باستخدام A‏ نظام حاسوب لعادلات خطية . 


AT 


N= 


tl‏ الخطى و تطسقاته 


ثم غير قليلا بأحد عناصر 4أو 5 وقارن بين الحلين . 
فارن المحاور في حذف مباشر مع تلك الناتجة عن محورة جزئية وذلك 


(هذا فعلاً مثال يحتاج إلى تغيير المقياس قبل الحذف) 

فسر clo‏ عند المحورة الجزئية » تحقق المضاريب ,افي 1 العلاقة 1 MIS‏ 
استنتج آنه إذا كانت العناصر الأصلية للمصفوفة A‏ محققة 1 cla IS‏ فانه 
بعد ايجاد أصفار في العمود الأول» يصبح كل عنصر محدود بالعدد 
2 بعد k‏ خطوة تصبح العناصر محدودة بالعدد “2 . هل يمكنك انشاء 
مثال من النوع 3x3‏ بعناصر I ISI yla Sl‏ بحيث يكون المحور الأخير 
94 


تمارين فراجعهمة 


(أ) اكتب مصفوفة من النوع 33 بالعناصر 
L‏ 
F‏ 
(WW)‏ احسب A?‏ 48,84 


من أجل المصفوفتين 


fji 60 JEZ 
a=|} i 2 a= 1 


AB ,BA ,A", (AB Y’ احسب‎ 


aj,=i-j و‎ by= 


أو جد Ve‏ من النوع 2 ححيث 1/2= ,1 ويحقق . 


2242-1 (b)A'=A!' (QA =A. 


حل بالحذف والتعويض - التراجعى : 


7 + WwW = 4 y+ Ww = )( 
u+y =3 9 u +w=0 
ح تير + نز + ين‎ 6 Uu +V - 6 


حلل المصفوفتين السابقتين بالصورة A=LU‏ أو PA=LU‏ 

(أ) توجد ٠١‏ مصفوفة من النوع 2×2 عناصرها أصفار ووحدان . 
ماعددالقابل للعكس منها ؟ 

(ب) (أكثر صعوبة) إذا وضعت بصورة كيفية وحدان وأصفارفيمواقع 
polis‏ مصفوفة من النوع10×10 » هل الأكثر احتمالاً أن تكون قابلة 
للعكس أو أن تكون شاذة ؟ 

توجد ١1‏ مصفوقة من النوع 22 عناصرها )١(‏ أو(-١)‏ . ماعدد القابل 
للعكس منها ؟ 


AA 


jec) 


O 


\Y¥— \ 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


ماهى أسطر £4 المرتبطة بأسطر 4 إذا كان : 


loo]. ST 001 
E=/0 2 0] 3 £ =| | 0 1 0 |? 
401 9 8 1 0 0 


E=‏ أو 








اكتب نظاماً من النوع2<2 13 ote‏ غير متتهه من الحلول . 
أوجد معكوساًء إذا وجد» بالمعاينة أو بطريقة غاوس 


: جوردان للمصفوفات‎ - 
Eil 2 1 (| . fi 12 
۸او 10 1|ع ىم‎ = | 2 l أو‎ A =a) 1 =—2 Li 
0 1 [1 012 2 4 1 








i 
: = 


إذاكا نت م من النوع 2×2 وهي تجمع المعادلة Vi‏ ولى الى المعادلة 
الثانية» فما ھی 86 E5,‏ , 2 7 

ile‏ آم ce ble‏ مع التعليل إذا كان صائباً ومثال معاكس إذا كان 
خاطتا : 

)1 إذا كانت 4 قابلة للعكس و كانت أسطرها فی ترتيب معاكس 
لأسطر 8» فان 8 قابلة للعكس . 

. متناظرتين فان 48متناظرة‎ A, 8 كانت المصفوفتان‎ 13) (Y) 

. قابلتين للعكس فإن 84قابلةللعكس‎ AB إذا كانت‎ (Y) 

)£( يمكن تحليل أي مصغوفة غير شاذة بالصورة A =LU‏ كجداء 
dyaan‏ مثلثية دنيا.! بمصفوفة مثلثية عليا U‏ 

حل النظام Ax = b‏ بحل النظامين المثلثي,' 

















ماهو >‘ A’‏ الذي و tlm‏ بهذه القيمة الخاصة ل م ؟ 


عر 


١5-١ 


ye) 


11-1١ 


١8-١ 


المصفوفات والحذف الغاوسي A۹‏ 


هل من الممكن ايجاد مصفوفة 8 من النوع 33 بحيث يتحقق 
(Í)‏ 2= مهلكل مصفوفة A‏ 

A مصفوفة‎ ISIBA =2 (ب)‎ 

)>( فى المصفوفة 84 السطر الأول والأخير من A‏ معكوسان. 
idi (>)‏ 4 العمود الأول والعمود الأخير من 4 
بعكو سان 

أوجد قيمة » فى المعكوس التالى ذي النوع nxn‏ 





© | | nmo -l . ~] 
i 2 | 
n+ | 5 i | | ‘ > Š -1 8 
L 1 1 ع‎ -[ -l -i n 


لآي قيمة ل4 » متى يكون للنظام التالى حل» يكون له حل واحد» أو 
يكون له عدد غير منته من الحلول ؟ 
kx+y= l‏ 


x+ky=l 


أوجد التحليل ual)‏ 4-1217 لكا من : 
ظ 86 IF‏ 

6 4 1 4= A 

4 11 | j 


تغرض 4 من النو Ae‏ وهي تشبه مصفوفة الوحدة إلا في متجه 


V العمودالثانى‎ 





| vı 0 0 
59 v> 0 0 
= 8 te Î 5 





(أ) حلل 4 وفق LU‏ بفرض 20 , < . 


1 3 


ا 


۲۱-۱ 
۲۲-۱ 


ا 


¬ 


حل بطريقة الحذف أو بين أنه ليس هناك حل للنظامين : 


ut v+ w=Û u +y+ w=Û 
u+2v+3w=0 و‎ u+v+3w=0 
3u + Su + Tw = [1 3u + Sv + w= 1 


تعد مجموعة مصفوفات البادلة من النوع Xn‏ ۸ مثالا «للزمرة» . إذا 
ضربت أي اثنتين منها فان الناتج من الزمرة؛ معكوس كل واحدة منها 
يقع في الزمرة ؛ مصفوفة الوحدة ذات النوع ذاته واقعة في الزمرة ؛ 
وأن القانون ,م (p,p) =P p)‏ م صحيح لأنه صحيح من أجل جميع 
المصفوفات . 

(أ) ماهو عدد عناصر الزمرة ذات النوع 4×4 والنوع ۸× م ؟ 

(ب) أوجد k LI‏ بحيث تحقق كل مصفوفة مبادلة من النوع 
3X3‏ ابام 

صف أسطر DA‏ وأعمدة AD‏ إذا كانت | 2 . 
)1( إذا كانت 4 قابلة Kal‏ فماهو معكوس GAT‏ 
(ب) إذا كانت A‏ متناظرة أيضاً فما هو منقول "۸ ؟ 
(ج) وضح هاتين الصفتين عندما تكون | | ۴ 
بتجربة 3= 2,۸ = ۸ أوجد : 


T Sle 12 FTE 13 Bla 
6 6] “La tj E i 


انطلق من مستو أول 6 = «- 2۷+ u‏ وأوجد oles‏ 
(أ) المستوي الموازي المار من نقطة الأصل 


28 





50-5 


5-١ 


v=) 


YA-\ 


(ب) مستوياً آخر يحوى» بالاضافة إلى Vad‏ النقطتين ,)6,0,0( 
)2,2,0( ; 
(ج) مستوياً ثالثاً يلاقى الأول والثاني في النقطة (4,1,0) . 
ماهو مضاعف السطر CY)‏ الذي يطرح من السطر (Y)‏ في الحذف 
التقدمى „LU‏ : 
] 
1 0 


هل تعرف (دون اجراء ضرب هذين المضروبين) أن ۸ قابلة للعكس» 
متناظرة أوذات أقطار ale $ ENW‏ محاورها f‏ 

(i)‏ ماهو المتجه الذى يجعل Ax‏ مساوياً العمود الثالث + مثلى العمود 
الثالث لمصفوفة 4 من النوع 3x3‏ ؟ 

(ب) أنشىء مصفوفة فيها العمود الأول + مثلي العمود الثاني =0 . 
تحقق من أن 4 شاذة (أقل من ثلاثة محاور) وفسر لماذا يجب أن يقع 


A= 


A 2‏ نم 





ب D‏ — 
يخ س D‏ 


1 Û 
f. A 
0 5 


ells 
صحيح أم خاطیء » مع التبرير إذا كان صحيحاً ومثال معاكس إذا‎ 
: كان خاطعا‎ 


pols We مصفوفة مثلثية‎ PSU (حيث‎ LU, = LU, إذا كان‎ )١( 
مصفوفة مثلثية دنيا عناصر قطرها‎ L فطرية غير صفرية وتمثل‎ 
. وحيد‎ LU التحليل‎ . LEL, وحدان)» فان ,لا- رنا,‎ 

A'=A + كان 7- ۸+۸ فان‎ 15) (Y) 

)1( إذا كان كل عنصر قطرى من A‏ صفراً فان 4 شاذة . 

بالتجربة أو بطريقة غاوس ‏ جوردان» احسب : 


] 0 Qj 
I 1 0 
0 ا‎ 


m 1 








qy 
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اخبر Jad!‏ وتطبيقاته 


اكتب مصغوفة من النوع 2×2 heme‏ 

(أ) تعكس اتجاه أي متجه ذي بعدين . 

(ب) تسقط كل متجه Gd‏ بعدين على محور ,× 
(ج) تدور كل متجه ذي بعدين باتجاه معاكس لدوران الساعةبمقدار °٩۰‏ . 
(د) تعكس كل متجه ذي بعدين في منصف الربع الأول =× . 


ga‏ رشن 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطبة 


١-۲‏ فضاءات المتجهات والفضاءات الحزئية 

يكن لطريقة الحذف تبسيط النظام الخطى Arab‏ وهذا التبسيط يشمل عنصراً 
واحداً كل مرة. لحسن الحظ. يبسط الحذف كذلك النظرية . السؤال الرئيسى يتعلق 
بوجود ووحدانية الحل_هل هناك حل وحيد» أو لايوجد حل أو أن هناك عدداً لانهائيا 
من الحلول ؟تصبح الإجابة عليها أيسر بعد الحذف . نحتاج إلى تخصيص بند إضافي 
ثل هذه الأسئلة» وبعدئذ تكون دائرة هذه الأفكار قد استكملت . إلا أن آلية الحذف 
تؤدي إلى اتجاه واحد في فهم النظام الخطي ؛ وهدفنا الرئيسى هو التوصل إلى فهم 
مختلف وأعمق . هذا الفصل يمكن أن يكون أصعب من الفصل الأول . إنه يتوجه 
نحو جوهر الخبر الخطي . 

Ya‏ نحتاج إلى مفهوم فضاء المتجهات . لادخال هذا المفهوم. ننطلق مباشرة 
من الفضاء ات ذوي الأهمية الكبرى التى نرمز لها ب۸ ,۸ ,'۸ » حيث يوجد فضاء 
لكل عدد صحيح موجب . يتكون الفضاء R”‏ من جميع متجهات الأعمدة التي لها n‏ 
مركبة (المر كبات هنا أعذاد حقيقية). يمثل الفضاء R?‏ بمستوى lall x-y‏ وتكون 
عندئذ موكبتا المتجه هما gy‏ + إحداثيي النقطة المقابلة لهذا task!‏ 87 فعروف 
أيضاً؛ حيث تعين المركبات الثلاث نقطة في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . الفضاء الوحيد 


ay 


۹٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
PER Sond‏ سا الأمر القيِّم في الجبر الخطي هو أن توسيع هذا المفهوم إلى n‏ 
بعداً يجري بصورة مباشرة . من أجل متجه من فضاء ذى سبعة أبعاد 87 Ste‏ نحتاج › 
فقطء إلى معرفة المركبات السبع رغم أنه من الصعب تصور ذلك هندسياً . 

فى هذه الفضاءات وفي جميع فضاءات المتجهات يكن اجراء عمليتين : 

يكن جمع أي متنجهين كما يكن ضرب أي متجه بعدد. 

من أجل كل فضاء من الشكل "8 تنفذ هاتان العمليتان على مركبة واحدة في كل 
مرة؛ إذا كان x‏ متجهاً من R°‏ مركباته 1,0,0,3 فان 2x‏ متجه مر كباته 2,0,0,6 . هناك 
سلسلة كاملة من الخواص يكن تحقيقها مثل الخاصة التبديلية ++ ر - «++ أو خاصة 
'المتجه الصفري' الذي يحقق العلاقة ×= +0 أو خاصة المتجه -x‏ الذي يحقق العلاقة+ع- 
x=0‏ . من ضمن هذه الخواص e‏ توجد ثماني خواص (منها الخواص الثلاث التى 
ذكرناها) أساسية لفضاء المتجهات ذكرت كاملة في التمرين .)0-١-1(‏ بصورة 
(ALLS‏ فضاء متجهات حقيقي هو مجموعة من ا منجهات» تقبل iteli‏ جمع ا متجهات 
وضرب متجه بعدد حقيقي ؛ على الجمع والضرب إنتاج متجه واقع في الفضاء ذاته وأن 
يحققا الخواص الثمان المذكورة . 

نظامياً تقع المتجهات التى نتعامل معها في واحد من الفضاءات BE cR”‏ عادة 
بمتجهات أعمدة . التعريف الشكلي لفضاء المتجهات يجعلنا نعتبر متجهات أشياء 
أخرى غير المنجهات المعتادة وذلك شريطة أن يكون الجمع والضرب بعدد معرفين 
بصورة ملائمة . سنقدم من أجل ذلك أمثلة ثلاثة : 

)1( الفضاء ذو السعة اللانهائية -8 . لمتجهات هذا الفضاء عدد غير منته من 
OLS A‏ هغل )....1,2,1,2( دع ولک قانوني الجمع والضرب لم يتغيرا . 

)1( فضاء ا مصفوفات من النوع 32 في هذه الحالة يعتبرالمتجه مصفوفة. 
LES‏ أن aod‏ مصفوفتين ويكون 8+4 -4+8 وهناك مصفوفة صفرية وهكذا. إن هذا 
الفضاء مشابه تقريباً ل Ro‏ (المركبات الست مرتبة فى مستطيل La pe‏ عن 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 516 


عمود) . ويعطي أي اختيار آخر mynd‏ مثالا مشابهاًء فضاء مصفوفات من النوع 
MXN‏ 

)1( فضاء الدوال f(x)‏ . نفرض هنا أن جميع الدوال معرفة على فترة محدودة 
مثل 1> > 0. يقع في هذا الفضاء مثلاً الدالتان f(x) =, g(x) =sinx‏ 
HUIS,‏ مجموعهما (x) = sine‏ (م (f+‏ وجداء كل منهما بعدد مثل 3x g -sinx‏ 
المتجهات هنا دوال وعدد أبعاد هذا الفضاء مالانهاية أيضاً . إنه» في الواقع » مالانهاية 


= 3 جع‎ È 
x اوسع من‎ 


سنقدم أمثلة أخرى في التمارين ولكن فضاءات المتجهات التى نحتاجها 
أكثر من غيرهاء تقع ضمن الفضاءات المعتادة"۸. نريد أن نصفها ونبين سبب أهميتها . 
هندسياًء تصور الفضاء ذا الأبعاد الثلاثة R‏ واختر أى مستو يمر من نقطة الأصل . يمثل 
هذا المستوى بنفسه فضاء متجهات . إذا ضربنا متجهاً من هذا المستوي بالعدد(3) أو 
بالعدد (3-) أو بأي عدد آخر فاننا نحصل على متجه واقع في المستوي ذاته . إذا جمعنا 
متجهين من هذا المستوي فان مجموعهما يقع في المستوي ذاته . إن هذا المستوي يمثل 
إحدى أهم أفكار الجبر الخطي . إنه فضاء جزئي من الفضاء الأصلي R?‏ 

تعريف : الفضاء ا جزئي من فضاء متجهات هو مجموعة جزئية من هذا الفضاء 
Gat‏ الشرطين : 

× +y من هذه المجموعة الحزئية فان مجموعهما‎ x, y إذا جمعنا أى متجهين‎ )١( 
Lai يقع فيها‎ 

(Y)‏ إذا ضربنا أي متجه × من هذه المجموعة الحزئية بعدد c‏ فان الجداء يقع فيها 
أيضاً . 

بقول آخر» الفضاء الجزئي مجموعة جزئية 'مغلقة' بالنسبة للجمع والضرب 
بعدد . تجرى هاتان العمليتان وفق قواعد الفضاء الكلى دون أن تأخذنا إلى خارجه . 
لسنا بحاجة إلى تحقيق الخواص الثمان الضرورية لأنها محققة فى الفضاء الكامل . 


+A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لذاء تكون محققة آلياً في كل فضاء جزئى . لنذكر بصورة خاصة أن ا متجه الصفري 
يجب أن يقع في كل فضاء جزئي لأنه يمكننا أن نختار فى الشرط (۲)» 0 -». 

إن أدنى امكان لفضاء جزئي» هو أن يتكون من عنصر واحد وهو المتجه 
الصفري . ail‏ فضاء بعده صفر يحوى نقطة واحدة» hib‏ هى نقطة الأصل . 
القاعدتان )١(‏ و (Y)‏ محققتان oy‏ الجمع والضرب ode‏ ممكنان ؛ فالمجموع 0 + 0 من 
الفضاء ذي النقطة الواحدة وكذلك أي جداء من الشكل galing .cO‏ أصغر فضاء 
جزئى ممكن : ليس هو المجموعة الخالية. هناك فضاء جزئى أقصى وهو أكبر فضاء 
جزئي بمكن» وهو الفضاء الكلي الأصلي . إذا كان الفضاء الأصلى هو UUR?‏ من 
السهل وصف الفضاءات الجزئية مثل : ۸ نفسه وكل مستو مار من نقطة الأصل وكل 
مستقيم مار من هذه النقطة ونقطة الأصل ذاتها (المتجه الصفري) . 

الفرق بين مجموعة جزئية وفضاء جزئي يتوضح بالأمثلة. سنقدم هنا بعضاً 
منها ونقدم أمثلة أخرى فيما بعد. على كل حال سيكون السؤال الذي يجب الإجابة 
عنه هو ما إذا كان الشرطان )١(‏ و )1( محققين. هل يمكنك جمع متجهات وهل 
يمكنك الضرب code‏ دون ترك الفضاء ؟ 


مثال ١‏ لننظر في جميع المتجهات التي تكون مركباتها موجبة أو مساوية الصفر . 
إذا كان الفضاء الأصلى هوالمستوي x-y‏ أي R?‏ فان هذه المجموعة الجزئية تمثل الربع 
الأول من هذا المستوي» يحقق الإحداثيان العلاقتين : 0,<0<+. إنها لاتمثل فضاءً 
جزئياً رغم أنها تحوي الصفر وأن ناج الجمع يقع فيها. الشرط الثاني لم يتحقق إذ لو 
فرضنا أن العدد (1-) وإن المتجه هو | ١‏ 1 ]فان | 1- 1-] =»» هو متجه لايقع في الربع 
الأول بل يقع في الربع الثالث . 

إذا أدخلنا الربع الثالث بالاضافة إلى الأول فانه يتحقق عندئذ شرط الضرب 
بعدد؛ كل جداء من الشكل cx‏ يقع في هذه المجموعة الحزئية وبذلك يتحقق الشرط 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطية q y‏ 


الات لكن الشرط الأول لم يعد محققاً OY OV‏ جمع المتجهين | -١‏ 2-] و 
١ 2 |‏ أيعطي المتجه | | -١‏ ] وهو متجه لايقع في أي واحد من هذين الربعين . إن 
أصغر فضاء جزءي يحوي الربع الأول هو R?‏ كله . 

مثال 7 إذا انطلقنا من فضاء المتجهات المكون من مصفوفات النوع 3×3 فان 
هناك فقاءاً > Ls‏ عكداً هو مجموعة pial‏ القلشة LAU)‏ . هتاك فضاء آخر هو 
مجموعة المصفوفات المتناظرة . نجد فى كل من الحالتين أن المجموع 8 + ۸ والجداء cA‏ 
يرتان خواص 4 و8. هما مثلئيتان دنياوان إذا كانت By A‏ كذلك» وهما متناظرثان إذا 
كانت A‏ و 8 متناظرتين . من الواضح .أن المصفوفة الصفرية تنتمي إلى كل من هذين 
الفضائين الحزثيين . 

نصل الآن إلى الأمثلة الأساسية للفضاءات الحزئية . إنها تتصل مباشرة بالمصفوفة 

۸ وإنها تعطى معلومات حول النظام Ax =b‏ . في بعض OY‏ نحوي متجهات ب m‏ 
مركبة مثل أعمدة 4 لذاء فانها فضاءات جزئية من "۸ . فى حالات أخرى. يكون 
لهات وم (LS‏ مثل الأسطر gl)‏ مثل × نفسه) . إنها فضاءات جزئية من R‏ 
". نوضح ذلك بنظام ذي ثلاث معادلات في مجهولين : 











(\) 





إذاكان عدد المجاهيل أكبر من عدد المعادلات» يمكننا أن نتوقع عدد pol‏ منته من 
الحلول (مع أن الأمر ليس كذلك دائماً) . في الحالة الحاضرة؛ عدد المعادلات أكبر من 
عدد المجاهيل Lis s(m>n)‏ أن نتوفع » كا معتاد 6 أن لايكون هناك حل . یکن أن 


= 


يكون هذا النظام قابلاً للحل من أجل بعض الأطراف اليمنى فقط » وفي الواقع من 
أجل مجموعة جزئية صغيرة من متجهات الأبعاد الثلاثة ط. نريد أن نجد هذه المجموعة 


MA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الجزئية ل b‏ 
إن إحدى طرائق وصف هذه المجموعة الجزئية بسيطة جداً بحيث من السهل 
عدم الا نتباه إليها. 


١‏ أيكون النظام =b‏ عه قابلاً للحل إذا وإذا فقط أمكن التعبير عن المتجه م 
SS‏ فى Atas‏ 
لايكشف هذا الوصف أي شيء جديد أكثر من إعادة كتابة النظام - Ax‏ بالشكل 


: gull 
6 


b+» 1 
b3 


(Y) H 




















وهذه هي المعادلات الثلاث بمجهولين نفسها . لكن المسألة التي علينا أن ننظر 
فيها الآن هي : ايجاد العددين » و« اللذين إذا ضربا بالعمودين» الأول والثاني: 
أنتجا المتجه ط. يكون النظام قابل للحل بصورة صحيحة إذا كان هذان المعاملان 
موجودين ويكون عندها (uy)‏ هو الحل . 

لذاء فإن المجموعة الجزئية المكونة من الأطراف اليمنى 5 الموافقة هي مجموعة 
جميع تراكيب أعمدة 4. إن أحد الأطراف المواتية هو العمود الأول نفسه ويكون 
Lane‏ الحملان 0=« و 1=». إمكان آخر هو العمود الثاني 0 -» و val‏ وثالث 
هو أن يكون الطرف الأيمن 0= (والحملان عندئذ هما 0=» و0 -:. (من أجل هذا 
b= 0. Kew cas LEY‏ يلكا ginal pole CAS Lage U3‏ 

سننظر الآن في جميع تراكيب العمودين ونصف النتائج هندسياً : يكن حل 
النظام =b‏ ×۸ إذا وإذاء فقط » OLS‏ ط واقعاً في ا مستوي ا مولد يمنجهي العمودين 
(شكل .)١-1‏ هذه هي مجموعة المتجهات الملائمة $b‏ إذا وقع b‏ خارج هذا المستوي. 
فانه لن يكون تركيباً للعمودين . في هذه ا حالة ليس للنظام حل . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۹۹ 


الشيء المهم هو أن هذا المستوي ليس مجموعة جزئية فقط من #8 بل هو فضاء 
جزئى يدعى فضاء أعمدة المصفوفة ۸. يتكون فضاء الأعمدة من جميع تراكيب أعمدة 
4. ويرمز لهب(4) R‏ . تكون المعادلة =b‏ ×4 قابلة للحل إذا وإذا فقط كان b‏ واقعاً في 
فضاء أعمدة A‏ من أجل مصفوفة من النوع mxn‏ يكون هذا الفضاء فضاء جزئياً من 
R”‏ وذلك OY‏ للأعمدة ”مر كبة ومن السهل التحقق من المتطلبين )١(‏ و(۲) المتعلقين 
بالفضاء الجزئى . 

Ax =b نفرض أن 5 و < واقعان فى فضاء الأعمدة بحيث تتحقق المعادلة‎ )١( 
دو + يعينان تركيبين خاصين يعطيان ط و‎ iat اسع أجل‎ =p من أجل × والمعادلة‎ 
حاصل‎ b تركيب لهذه الأعمدة. إذا كان‎ Lal ط هو‎ +b’ أى‎ tA )» +× ط=(‎ +b" Wb’ 
طرح العمود الثاني من العمود الأول وكان :5 مساوياً ضعفي العمود الثاني.‎ 
فإن + ط هو العمود الأول + العمود الثاني . المتجهات المواتية مغلقة بالنسبة للجمع‎ 
. وهذا ما يحقق الشرط الأول من شرطي الفضاء الجزئي‎ 






perpendicular 
to plane 


column space 


شكل (۱-۲): فضاء الأعمدة هو مستو من فضاء ذى أبعاد BW‏ 


eel إذا‎ cb إذا وقع ط في فضاء الأعمدة فإنه يقع فيه كذلك كل مضاعف‎ CY) 
فاذا ضربنا كل معامل فى هذا التركيب‎ « (Ax =b sl) b ركيب للأعمدة مشجها‎ 
A(ex)=cb بقول آخر‎ teb نحصل على‎ LU بالعددء‎ 


sades الجبر الخطى‎ e 

eo‏ الحالة العامة تشبه الشكل )١-۲(‏ باستثناء عدد الأبعاد الذى يمكنه أن 
يكون مختلفاً جداً؛ ليس من الضرورى أن نجد مستوياً ذا Pichi ih‏ 
أبعاد . كما آنه ليس من الضروري أن يكون العمود على فضاء الأعمدة الذي رسمنا 
TEE ETELE MET Lt 0 1-1) PS :‏ = 
LA a‏ أعبدة يس عن المضقوقة الصفرية0 = 4. المتجه الوحيد الذي يقع في 
فضاء الأعمدة هذا (التركيب الوحيد للأعمدة) هو 0- م2 زلیس pelle dhs‏ 
J‏ ط يجعل النظام = Ox‏ قابلا للحل . في الوضع الأقصى الآخر» نفرضء See‏ أن 
4 مصفوفة الوحدة من النوع 5 فيكو ن عندئذ فضاء الأعمدة RT‏ كاملا ؛ كن تر كيب 
الأعمدة الخمسة لمصفوفة الوحدة للحصول على أي متجه . one‏ أبعادة Anes‏ هذا 
py‏ غير خاص بمصفوفة الوحدة . كل مصفوفة غير شاذة من النوع 5x5‏ تقبل الفضاء 
۴١‏ كاملا كفضاء أعمدة . يمكننا من أجل مثل هذه المصفوفة حل النظام ‏ = Ax‏ بطريقة 
غاوس للحذف؛ يوجد خمسة محاور. لذا فان آي متجه b‏ ينتمي إلى فضاء أعمدة 





مصهعوفه غير شاذة ; 

يكنك أن ترى» لماذا يحتوي هذا الفصل الفصل السابق. هناك درسنا الحالة 
الأكثر وضو حا والأكثر le yt‏ لمصفوفة من النوع Syn xn‏ فضاء أعمدتها "۸. 
سند خل هنا في دراستنا» Lal‏ المصفوفات الشاذة والمستطيلة من أي نوع كانت ؛ يقع 
فضاء الأعمدة بين الفضاء الصفري والفضاء الكلى . كل ذلك» بالاضافة إلى 
الفضاءات ال متعاملة معهاء ae‏ واحدة من طريقتينا لفهم النظام AX =b‏ . 


الفضاء الصفري للمصفوفة ۸ 

الطريقة الثانية مزاوجة (ثنوية) للأولى . لانهتم فقط بالحصول على الأطراف 
اليمنى 0 الموافقة بل ينصب اهتمامنا أيضاً على مجموعة الحلول × التي تلائم ذلك . إذا 
كان الطرف الأيمن 0= 5 فان ذلك يعطي دوماً الحل الخاص 0= :د. لكن من الممكن أن 
يكون هناك عدد غير منته من الحلول الأخرى (يقع هذا دائماً عندما يكون عدد المجاهيل 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١‏ 


أكثر من عدد المعادلات (n>m‏ مجموعة حلول النظام 0 = Ax‏ شو dat‏ 
فضاء متجهات _ الفضاء الصفرى AS‏ 

يتكون الفضاء الصفري لمصفوفة من جميع المتجهات × بحيث أن 0= ۸٨‏ وير مز له 
ب(4) ۷,. إنه فضاء جزئى من LL cR"‏ كما كان فضاء الأعمدة فضاء جزئياً من 


R" 


الشرظ )١(‏ محقق : إذا كان 0 -عهو 0= عدفان5-0 At‏ الشرط(5) 

محقق : إذا كان 0= ×۸ فان 0= A (cr)‏ كلا الشرطين لايتحققان إذا كان الطرف 
الاين لايساوي aall‏ . حلول المعادلة المتجانسة (b - 0( bts‏ تكون فضاء جزقياً. من 
السهل ايجاد الفضاء الصفرى للمثال المذكور آنفاً : 














تعطى المعادلة الأولى 0 = وتعطى الثانية حتماً 0 -. لذا فإن الفضاء الصفري 
لايحوى سوى المتجه الصفري والتركيب الوحيد الذي يعطي الصفر في الطرف EN‏ 
هو الذى يكون فيه 0= =v‏ » . 

سيتغير الوضع فيما لو أضفنا عموداً l WE‏ من تركيب للعمودين الآخرين : 


a 
II 
ل‎ oa — 
Ao سا‎ 


إن فضاء الأعمدة للمصفوفة 8 هو فضاء أعمدة 4 نفسه وذلك لأن العمود الحديد 
بقع في المستوي الظاهر في الشكل )١-7(‏ ؛ ماهو إلا مجموع هذين العمودين اللذين 
انطلقنا منهما. لكن الفضاء الصفرى لهذه المصفوفة B‏ يحوي المتجه الذي مركباته 
hed‏ أو أى مضاعف له : 




















المضاء الصفري للمصفوفة 8 هو المستقيم الذي يحوي جميع 
النقاط» - 2, =e‏ ,»= ×حيث يمكن للعددء أن يتحول من _ إلى , . (يمر هذا 
المستقيم من نقطة الأصل مثل كل فضاء جزئي) . إن لهذا الفضاء الصفري ذي البعد 
الواحد فضاء متعامداً معه (مستوياً) يتعلق مباشرة بأسطر المصفوفة وهو ذو أهمية 
خاصة . 

الخلاصة : نريد أن نكون قادرين» فى أي نظام Ax =b‏ على ايجاد كل الأطراف 
اليمنى المواتية ا وكل حل للنظام ط=×4. يقع المتجه bb‏ فضاء الأعمدة ويقع المتجه × 
في الفضاء الصفري . إن هذا يستدعي أن نحسب عدد أبعاد الفضاءات الجزئية التى 
ذكرناها سابقاً وأن نجد مجموعة متجهات مناسبة لتوليدها . ونأمل أن ينتهى بنا ذلك 
إلى فهم الفضاءات ال جزئية الأ ربعة التي ير تبط بعضها ببعض بشكل صميمى كما ترتبط 
هي بالمصفوفة tA‏ فضاء أعمدة A‏ الفضاء الصفرى 4-1 e‏ والفضاءان المتعامدان 
معهما. 


تمارين 


۱-۱-۲ برهن أن شرطى فضاء المتجهات )١(‏ و (۲) مستقل أحدهما عن الآخر 
وذلك بانشاء : 
(I)‏ مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين مغلقة بالنسبة لجمع المتجهات 
وكذلك بالنسبة للطرح ولكنها لا تحقق ذلك من أجل الضرب بعدد. 
(ب) مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين (تختلف عن الربعين 


ا ال اڪ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية cy‏ 


امتعاكسين) مغلقة على الضرب بعدد ولكنها ليست كذلك بالنسبة لجمع 
أى واحدة من المجموعات الحزئية التالية من R?‏ تكون فضاء جزئياً ؟ 
(أ) مستوي المتجهات b‏ حيث المركبة الأولى 0= 5. 
(ب) ترىئ التجهات:قعيق المركبة الأولى 1= 8. 
(ج) المتجهات ط التي تحقق 0 b b=‏ (إن ذلك اتحاد فضائين جزئيين » 
المستوى 0= والمستوى 0 -, 5). 
)>( المتجه الو حيد )0,0,0( = ط. 
(ه) كل تراكيب المتجهين )2,0,1(= رو )1,1,0( x=‏ . 
(و) المتجهات ) (bbb‏ تحقى العلاقة 0 = b -b +3b‏ 

صف فضاء الأعمدة والفضاء الصفري لكل من المصفوفتين : 


ماهو أصغر فضاء جزئي من فضاء المصفوفات من النوع 3×3 الذي 
يحوي جميع المصفوفات المتناظرة وجميع المصغوفات المثلثية الدنيا f‏ 
ماهو أوسع فضاء جزئى محتوى فى هذين الفضاءين الجزئيين معا ؟ 
في تعريف فضاء المتجهات يطلب من الجمع والضرب بعدد تحقيق 
الخواص التالية : 


x+y =ytx (\) 

x+(y +z) = (x+y) +z CY) 

(۳) يوجد متجه صفرى وحيد يحقق ×= 0 ++ لكل ×. 
00 لكل × یو جد متجه وحيد ×- بحيث يكون 0 = ( ×-) + × : 


١ 


hale 


rl‏ الخطئ وتطبيقاته 


Lx =z (0) 
(E e jee | (cx) (3) 
c(x+y)=cxt+cy(V) 


Cre, 1-2 + x (A) 


)1( نف > ض أن الجمع في ' R?‏ يضيف واحداً إلى كل مركبة من ËU‏ الجمع 
Goll‏ مثل )9,2( = )5,0( + )3.1( Lase‏ عن (8,1) » وأن الضرب بعدد 
لم يتغير . ماهي الخواص التي لم تتحقق من الخواص الثمانية أعلاه ؟ 
(ب) يرهن أن مجموعة الأعداد الحقيقية اللو جة المزودة بالعم 





نا = 


X +Y‏ و ×» المعرفتين بحيث يساوي OLLI!‏ على الترتيب المفهوم المعتاد 


من جدو BE ex‏ فضاء متجهات . ماهو المتجه الصفرى ؟ 

نفرض p‏ مستوياً في الفضاء الثلاثي معادلته 6 -7+ 29+ x‏ ماهى معادلة 
المستوي Up,‏ من نقطة الأصل والموازى إلى م ؟ 

هل كل من م و م فضاء جزئي من ER?‏ 


جم | II (1,0,1,0......) E Utell‏ کروی bde‏ غير anne‏ 
(WO)‏ جميع المتتالنات من الشكل ul (Xs oe)‏ قيمها0- د من أجل 
قيمة معينة ل j‏ وحتى اللانهاية . 

)>( جسم المتتاليات المتناقصة : ٍ) بد >1 د لکل J‏ 

i] وچو‎ VAE alg T J جميع المتتاليات المتقارية‎ (>) 

5 النفسية لكل‎ hy X Tai جميع المتواليات الحسابية‎ (a) 

xX k لكل‎ (x kx kx pe)? (و) > جميع المتواليات الهندسية‎ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطة Q‏ . 
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A kual 
بين أن مجموعة المصفوفات من النوع 2 ×2 غير الشاذة ليست فضاء‎ ۹-١-١ 
2x 2 متجهات . كذلك بي أن مجموعة المصفوفات الشاذة من النوع‎ 


۲۔۲ حل 17 معادلة فى 1 مجهول 

لقد أصبحت الآن طريقة الحذف مألوفة فى حالة المصفوفات المربعة وإن مثالا 
واحداً يكفي لتوضيح الامكانات الجديدة التي تظهر عندما تكون المصفوفة مستطيلة . 
يسير الحذف نفسه دون تغيير جوهرى ولكن عندما نصل إلى مرحلة استخلاص JAN‏ 
بوساطة التعويض التراجعى » سوف يظهر بعض الا ختلاف . 

لعله من المفضل »قبل عرض هذا المثال» توضيح هذه الامكانات بالنظر في 
المعادلة العددية ax =b‏ إنها نظام مكون من معادلة واحدة بمجهول واحد. من الممكن 
أن تكون 4= +3 أو Ox=0‏ أو 4 -:0» هذه الأآمثلة الثلاثة تظهر أمامنا OVE‏ ثلاث : 

)١(‏ إذا كان #0 فانه» من أجل أي قيمة ذط» يوجد حل 4/ xb‏ وهذا الحل 
وحيد. هذه الحالة ليست شاذة (هي حالة مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعكس) . 

(۲) إذا كان 0 - » و0 - 5» فإنه يوجد عدد غير منته من الحلول؛ كل قيمة ل × 
jas‏ المعادلة 0 -+0 . إن هذه ML)‏ حالة عدم تعيين ؛ يوجد حل ولكنه غير وحيد . 

(۳) إذا كان 0 -» و 0+ 5 فإنه لايو جد حل للمعادلة م-+0. إن هذه MEI‏ غير 

فى حالة المصفوفات المربعة, يمكن لهذه الحالات أن تظهر . سوف نستبدل a‏ 


if 


+0 


ك١‏ الجبر Jad!‏ وتطبيقاته 


ب 4 قابلة للعكس» لكن لايزال ل "4 معنى . في حالة المصفوفة المستطيلة. 
لايمكن للحالة الأولى أن تظهر ؛ لايمكن أن نحصل على حل وأن يكون هذا الحل 
clams‏ حل واحد + لكل 5. يمكن أن يكون هناك عدد لانهائى من الحلول لكل hb‏ 
عدد لانهائى لبعض قيم b‏ وقد لايوجدحل من أجل قيم أخرى DS‏ أو حل وحيد 
لبعض قيم b‏ وقد لايوجد أي حل لقيم أخرى . 

نبدأ بمصفوفة من النوع 4 × 3» نتجاهل في البداية الطرف الأيمن ط : 








المحور a =i‏ غير صفرىء لذاء فان العملياث الأولية المعتادة جعل العناصر 
الواقعة فى العمود الأول وتحت هذا المحور أصفاراً : 
| 


0 
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لقد أصبح المرشح للمحور الثاني صفراً لذا ننظر فيما إذا كان أحد العناصر التي 
تقع تحته غير صفري وذلك لكي نجري مبادلة أسطر . في هذه الحالة » العنصر الذي 
يقع تحت المحور الصفري صفر Leal‏ لو كانت المصفوفة الأصلية مربعة لأشار ذلك 
إلى أن المصفوفة شاذة . بالنسبة لمصفوفة مستطيلة» علينا أن نتوقع مشكلات على كل 
حال» وليس هناك أى سبب يدعونا لانهاء عملية الحذف . كل مايمكننا عمله هو أن 
ننتقل إلى العمود التالى حيث المحور غير صفري . بطرح مثلي السطر الثاني من الثالث 


ad 








فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۷. 


بقول دقيق» نعمل بعدئذ على العمود الرابع . نجد صفراً آخر في موضع المحور 
لذا لايمكننا عمل أي شىء وتنتهى المرحلة التقدمية من الحذف . 

إن الشكل النهائى هو المصفوفة U‏ وهى أيضاً مثلثية We‏ ولكن المحاور”'' ليست 
» بالضرورة واا ا ای . الشىء ء المهم هنا أن العناصرء غير الصفرية 
محجو زة مما يشبه الدرج * أوشكل مدرجء كما ترضح ذلك المصفوفة من النوع 
9 5 الظاهرة ذ في الشكل Y)‏ -؟7) حيث مثلت المحاور بصورة واضحة بينما يكن لبقية 
العتاضر Utell‏ بجوم أن تون أو لاتكون أصغارا ; 


* + ¥ 
+ ++ ¥ 
+ + # 





o‏ بم 
Ooo‏ 
oo ¢‏ 





شكل KTV‏ العناصر غير الصفرية لنموذج مصفوفة مدرجة U‏ . 


يمكننا أن نلخص بالقول ماهو ظاهر فى هذا الشكل : 
)١(‏ الأسطر غير الصفرية تأتى فى المقدمة ‏ وإلا يجب إجراء مبادلات أسطر- 
وستكون المحاور أول العناصر غير الصفرية في هذه الأسطر . 


)١(‏ تذكر ob‏ ا محاور ليست أصفاراً . خلال عملية الحذف قد نصادف صفراً في موضع المحور 
وهو مؤقت؛ بمبادلة الأسطر أو بالتخلى عن عمود والانتقال إلى الذي يليه» تصل إلى صف 
من المحاور غير الصفرية تقع تحتها أصفار . 
(Y)‏ يقع تحت كل محور عمود من الأصفار ناتج عن عملية الحذف . 
(Y)‏ كل محور يقع عن يمين المحور المتعلق بالسطر الذي يسبقه وهذا ما يعطي 
الشكل المدرج . 


١ 


۱.۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


بما Lil‏ انطلقنا من A‏ وانتهينا ب 5» فان للقارىء المنتبه أن يسأل : هل لهذه 
المصفوفات علاقة بمصفوفة مثلثية دنيا L‏ حيث LU‏ = 4 كما سبق ؟ لايوجد أى سبب 
ينع من ذلك OY‏ خطوات الحذف لم تتغير؛ لاتزال كل خطوة تطرح مضاعفا لسطر 
من آخر واقع تحته . علاوة على ذلك » عكس كل غخطوة يجرقء أيضاء كالسابق LE‏ 
وذلك باضافة المضاعف الذي طرح» وإن هذه الخطوات العكسية تجرى بالترتيب الذي 
يسمح بتسجيل UEU‏ مباشرة في L‏ : 








على القارىء أن يتحقق من أن =LU‏ 4 وأن يذكر أن هنا ليست مستطيلة بل 
مربعة ومن الرتبة 3 m=‏ حيث m‏ عدد الأسطر في كل من نا و 4. 

العملية الوحيدة التي لم تطلب في مثالناء وقد نحتاج إليها بصورة عامة» هي 
مبادلة الأسطر . كما في الفصل الأول» يحتاج ذلك إلى تقد مصفوفة مبادلة م يمكنها 
انجاز كل مبادلة أسطر ضرورية فى 4» قبل البدء بالحذف . فى الحقيقة» Lie‏ تعهدنا 
بالانتقال إلى العمود التالى» عندما لايكون فى العمود المعنى محورء فان ذلك 
Le pe‏ لأن نفرض أن المصفوفة غير شاذة . إليك النظرية الأساسية : 


١‏ ب يقابل كل مصفوفة A‏ من النوع m Xn‏ مصفوفة مبادلة P‏ ومصفوفة مثلثية 
دنيا .1 كل عنصر في قطرها يساوي الواحد ومصفوفة مدرجة U‏ من النوع tose Xn‏ 
يكون „PA =LU‏ 

هدفنا OVI‏ هو حل (إذا كان هناك حل) المعادلة Ax =b‏ 

لنفرض أننا انطلقنا DULL‏ المتتجانسة» 5-0. با أن عمليات الأسطر لاتؤثر 


فضاءات المتجهات والمعادلات Lht‏ 4 


de‏ أضفار الطرف الاين للمعادلة 0= Ax‏ فمن السهل رد هذه المعادلة إلى 
Ux=08) pall‏ 
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تدخل المجاهيل uray‏ في فئتين» الفئة الأولى مكونة من ا مجاهيل الأساسية 
وهي التي تقابل أعمدة المحاور؛ الأول والثالث يحويان محورين. لذا »فان »و u‏ 
هما المجهولان الآساسيان . أما الفئة الثانية فانها مكونة من المجاهيل الاختيارية وهي 
التي تقابل الأعمدة التي لاتقع فيها محاور» وهما العمودان الثاني والرابع لذا فان دو 
هما المجهو لان الاختياريان . 

لايجاد الحل العام للمعادلة 0 = Ux‏ (وهي المكافئة للمعادلة 0 = (Ax‏ » يمكننا أن 
نعطي قيماً اختيارية للمجاهيل الاختيارية . لتفرض أننا رمزنا لهاتين القيمتين با حرفين 
'رو». يمكن » عندئذ» تعيين المجاهيل الأساسية بصورة تامة وحساب كل منها بدلالة 
المجاهيل الاختيارية» بتعويض تراجعي . لنعمل باتجاه الأعلى : 


١ = l ; e È CETE 1— |) 
Pe =) يؤدى إلى‎ w+ 12-0 


u = -3y-y ال‎ ahu +3v +3w + 2y =0 


يوجدهنا مالانهاية مزدوجة من حلول هذا النظام بوسيطين اختياريين 


| - 3v-y e -| 
(\) "“أسد‎ ١"  اًهح‎ [| 8 
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١‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


يرجى النظر. من جديد »فى الشكل الأخير لحل المعادلة 0= ×4. fre‏ المتجه 
)3,1,0,0-( حلا عندما يكون المجهو OY‏ الاختياريان 0 - cv =l, y‏ و المتجه الأخير هو 
ا حل عندما 1= ,0 - . إن كل حل هو تركيب خطي لهذين ا حلين . لذاء فان الطريقة 
الجيدة لايجاد جميع حلول النظام 0= Ax‏ هي : 

١-بعد‏ أن نصل بواسطة الحذف إلى 0= ×1 c‏ نعين المجاهيل الأساسية والمجاهيل 
الاختيارية . 

-١‏ نعطي لأحد المجاهيل الاختيارية قيمة واحد وللمجاهيل الاختيارية الأخرى 
أصفاراء ونحل النظام 0 = Ux‏ بالنسبة للمتغيرات الأساسية . 

۳- كل متغير اختياري يعطي الحل الخاص به بالخطوة ASW‏ وتكون تراكيب 
هذه الحلول الفضاء الصفري ‏ فضاء جميع حلول 0= „Ax‏ 

هندسياً » يكن عرض الصورة التالية : فى الفضاء ذي الأبعاد الأربعة» تكوّن 
حلول 0= ×4 فضاء جزئياً ذا بعدين وهو الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ فى مثالناء هذا 
الفضاء مستو مولد بالمتجهين )1/3,1-,1,0-( و )3,1,0,0-( . مجموعة تراكيب هذين 
المتجهين تكون مجموعة مغلقة بالنسبة للجمع pally‏ بعدد. إن هاتين العمليتين 
تؤديان » فقط » إلى زيادة في حلول 0= ×4 وكل هذه التراكيب واقعة فى الفضاء 
الصفري . 

نقد وصلنا إلى المكان الذى يمكننا فيه أن نتعرف على نظرية ذات أهمية كبرى . 
لنفرض أننا انطلقنا بمصفوفة عدد أعمدتها يزيد على عدد أسطرها n>m‏ مما أنه من 
الممكن وجود مالايزيد عن :: محوراً غير صفري (لايوجد قدر كاف من الأسطر يتسع 
لأكثر من (EUS‏ سنجد مالايقل عن nam‏ من المتغيرات الاختيارية . قد يكون هناك 
» بالطبع » عدد أكبر من المتغيرات الاختيارية إذا أصبحت» كما في مثالناء بعض 
الأسطر صفرية . لكن ذلك لايؤدي إلى أي مشكلة» على واحد على الأقل من 
المتغيرات أن يكون اختيارياً. يكن إعطاء هذا المتغير قيمة اختيارية فيؤدي ذلك إلى 
النتىجة التالية : 





فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ANN‏ 


J‏ لكل نظام متجانس حل غير تافه. إذا كان عدد المجاهيل أكبر من عدد 
(n>m) Slll‏ : يو جد حل × يختلف عن JH‏ التافه 0 = ×. 


يجب أن یو جد» s Wd‏ عدد غير متته من الحلول OY‏ كل cx isles‏ يحقق 
Lal‏ > المعادلة. أي 0 - (cx)‏ 4 . يحوي الفضاء الصفرى المستقيم الحامل ل*. ادا 
من فضاء ذي « بعداً. إن الفضاء الصفري هو فضاء جزئى عدد أبعاده يساوي عدد 


المجاهيل الا ختيارية . 
هذه الفكرة أساسية -عدد أبعاد فضاء جزئى ‏ ستقدم بدقة فى البند التالى . إنه 
عدد درجات الخرية . 


تعد الحالة غير المتجانسة 50 مختلفة LL‏ لنعد إلى مثالنا الأصلى Ax=b‏ 
ولنطبق على طرفي المعادلة العمليات التي نقلتنا من 4 إلى . سيكون الناتح نظاماً 
مثلثيا علويا » - Ux‏ 
(Y)‏ 
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ليس المتجه » الظاهر فى الطرف الأيمن» بعد خطوات الحذف» LS gee‏ كما 
هو معلوم من الباب السابق . 

ليس من الواضح أن لهذا النظام من المعادلات حل . يظهر الشك يسبب 
المعادلة ASW!‏ : طرفها الأيسر صفر» وستكون المعادلات غير متسقة مالم يكن 
0= 20+50 -ط . بقول آخر e‏ إن مجموعة ا متجهات «ا مواتية ليست الفضاء PU‏ 
الأبعاد كاملاً . رغم أن عدد المجاهيل هنا يزيد على عدد المعادلات» فمن الممكن أن 
لايكون للنظام حل . لقد تعرفنا في البند (؟1-١)‏ على طريقة أخرى في النظر في هذه 


WAY‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


المسألة نفسها : يكن حل النظام Ax =b‏ إذا وإذا فقط كان h‏ واقعاً فى فضاء أعمدة 
4. هذا الفضاء الحزئى مولد بالأعمدة الأربعة للمصفوفة A‏ (ليست (LU‏ 
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بالرغم من أن هناك أربعة متجهات» إلا أن تراكيبها الخطية تملا مستويا فقط في 
الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ؛ إلا أن العمود الثاني ماهو إلا ثلاثة أضعاف العمود الأول 
أما العمود الرابع فإنه يساوي مجموع العمود الأول مع جزء من العمود الثالث . 
(لاحظ أن هذين العمودين غير المستقلين» الثاني والرابع» هما بالضبط العمودان اللذان 
يس في أي منهما محور) . لقد أصبح الآن من الممكن وصف فضاء الأعمدة بشكلي: 
تلفين Ls‏ من ناحية أولى + إنه المستوى المولد بالعمودين الأول والثالك؟ العمودان 
الآخران واقعان فى هذا المستوي وليسن لهما أى تأثير جديد. من ناحية ثانية وبشكل 
مكافىء» إنه المستوى اللكون من جميع النقاط yh)‏ م «) التي تحقق العلاقة 2b‏ -, م 
0= 50+ . هذا هو القيد الذي يجب فرضه على ٠‏ لكي يكون النظام SLU‏ للحل . كل 
عمود يحقق هذا القيد الذى فرض على . هندسيا »سترى أن E‏ (2:1-,5) متتعاميل 
تخ كل غیرد 

إذا فرضنا أن المتجه b‏ واقع في هذا المستوي وبالتالي ينتمي إلى فضاء الأعمدة. 
فانه من السهل ايجاد حل للنظام =b‏ ×4. المعادلة الأخيرة من النظام تكافىء 0 -0. 
بالنسبة للمجهولين الاختياريين × و ey‏ يكن اعطاؤهما Lad‏ اختيارية كما سبق ذكره. 
وعندهاء يمكن ايجاد المتغيرات الأساسية بتعويض تراجعي . لنأخذ مثالاً خاصاً تكون 
فيه مر DLS‏ هي 1,5,5 (علينا أن ننتبه إلى العلاقة 0= ط5+, (b ,- 2b‏ . يأخذ عندها 
النظام =b‏ ×4 الصورة : 
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فضاءات المتجهات والمعادلاات الخطية Ahi‏ 


تحول عملية الحذف هذه العلاقة إلى الصورة : 
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المعادلة الأخيرة من الصورة 0 -0» كما يلاحظ » أما المعادلات الأخرى فتعطى : 
3W + y =3‏ أو w= 1 - : y‏ 
u+3v+3w+2y =1‏ أو u=-2-3y-y‏ 


يلاحظ من جديد» أن هناك مالانهاية مزدوجة من الحلول . بالنظر إلى المركبات 
الأربعة cles‏ يكن كتابة الحل العام كما يلى : 


1 E | -3 | | F 
۳١ | )”ا‎ |0 d و‎ 
(Y) x= E is +\ 0 +} = . 
y | O 0 1 

















ادال المتحه )2,0,1,0-( الذى هو حل حاص للنظام Ax =b‏ إنه يحل المعادلة؛ وكذلك 
ا لحدان الأخيران يؤديان إلى حلول أخرى (لأنهما يحققان ۸×=0). كل حل للنظام 
Ax =b‏ هو مجموع هذا الحل الخاص مع الحل العام للمعادلة 0 - حل . 





يأتى الجزء المتجانس من الفضاء الصفري . Shy‏ الحل الخاص الوارد في (۳) 
من حل المعادلة بعد جعل جميع المتحولات الإختيارية أصفاراً. هذاهو الحزء الجديد» 
فقطء OY‏ الفضاء الصفرى قد حسب مسبقاً . عندما تضرب هذه المعادلة الواقعة ضمن 


: Aeplex=btu على‎ lax sA ب‎ lb Yl 


غ١١‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


هندسياً » يقع هذا الحل» أيضاً » في مستو من الفضاء الرباعي لكنه ليس فضاء 
جزئياً منه وذلك لأن هذا المستوي لاير من نقطة الأصل . يوازي هذا المستوى فعلاً 
الفضاء الصفري الذي رأيناه سابقاً ولكنه مزاح عنه بالحل الخاص . وهكذا أصبحت 
الحسابات pF‏ 6 خطوة جديدة : 

١_ععول‏ 8ددع إلى Ux=c‏ 

Y‏ أجعل جميع المجاهيل الاختيارية أصفاراً وجد Yo‏ خاصاً. 

Y‏ اجعل الطرف الأيمن صفراً وأعط على التوالى لواحد من المجاهيل 
الاختيارية» القيمة واحد واجعل المتغيرات الاختيارية الأخرى أصفاراًء فتجد حلا 
متجانساً (متجه × فى الفضاء الصفرى) . 

لم يكن للخطوة الثانية ظهور سابقاً. عندما كانت المعادلة على الشكل 0= ×۸ . 
كان الحل الخاص هو المتجه الصفري . إنه يلائم النموذج. إلا أن 0 -: خاص لم يكن 
مكتوباً في المعادلة .)١1(‏ والآن اضف إلى الحلول المتجانسة كما فى () . 

تبرز طريقة الحذف عدد المحاور وكذلك عدد المجاهيل الاختيارية . إذا كان هناك 
محوراً فهناك ‏ مجهولاً أساسياً و -” مجهولاً اختيارياً. إن العدد + سوف يعطى 
Loo}‏ إتدرقية ginal‏ 69% انفيص GALI Lae‏ الها : 


r د نفرض أن عملية الحذف قد أعادت (- مه إلى > = ×1 . نفرض أن هناك‎ Y 
صفرية . سيكون هناك حل إذا و إذا فقط‎ U الأخيرة في‎ mr N محوراً وأن الأسطر‎ 
فهناك دوماً حل . الحل‎ + =m أصفاراً . إذا كان‎ c كانت ال -:” مركبة الأخيرة من المتجه‎ 
العام هو مجموع حل خاص (حيث جميع المجاهيل الاختيارية أصفار) مع حل‎ 
فليس‎ r=n کان‎ Ia} فتجانس (حیت ۸-۶ مجهو لا اختاريا تعتير وسطاء مستقلة).‎ 
x= 0 هناك مجاهيل اختيارية والفضاء الصفري يحتوى فقط‎ 

العدد ١‏ يدعى رتية المصفوفة A‏ 


لاحظ الحالتين ell‏ فتن عندما تكون الرتبة أكبر ما يكن : 
)١(‏ إذا كان =n‏ فليس هناك أي مجهول اختياري في *. 
CY)‏ إذا كان =m‏ + فليس هناك أسطر صفرية فى U‏ 
Laue‏ يحون ran‏ فان الفضاء الصفري يحتوي فقط 0= pela‏ الوحيد هو 
دخاص . 
عندما يكون dies =m‏ لايوجد أى شرط على cb‏ وفضاء الأعمدة هو كل 
eR"‏ ويمكن حل المعادلة مهما كان الطرف الأيمن . 
ملا حظلة اخحتارية s‏ فى العديد من الكتب› لاتتوقف عملية الحذف عند cU‏ 
ولكنها تستمر حتى تصبح المصفوفة على اشكل مدرج بأسطر مختصرة» . والاختلاف 
فين :ذلك Ol ya‏ جميع المحاور ترد إلى G+]‏ وذلك بقسمة كل سطر على ste‏ ثابت . 
كما أن أصفاراً تنشاً» ليس فقط تحت كل محور بل كذلك فوقه . بالنسبة للمصفوفة 
الموجودة فى النص > يكون هذا الشكل كمايلى : 








إذا كانت A‏ مصفوفة مربعة وغير شاذة فإننا نتوصل إلى مصفوفة الوحدة. إنها 
حالة من طريقة غاوس ‏ جوردان فى ا حذف . Vou‏ من طريقة غاوس العادية التي 
تجعل LEE .۸ =LU‏ » كما هو الحال بالنسبة لطريقة غاوس ‏ جوردان؛ إنها شديدة 
البطء فى الحسابات الغملية الخاضة بالمضفوفات المربعة وستفقد أية ia‏ حزامية 
فى ۸ . يتطلب هذا الشكل المدرج الخاص عمليات عديدة كي يصبح الاختيار الأول 
برف النظر هه Lisl‏ العمليات ASV‏ التى تتضمن فبادلة أسطر وفسمة 
أسطر» فان الشكل المدرج ذي الأسطر المختصرة ل 4 هو دوماً نفسه . 


١١1١ 


ال حبر الخطي وتطبيقاته 


كم نموذجاً يمكنك أن تجد (مشابهاً لذلك الظاهر في الشكل (YY‏ من 
أجل مصفوفة مدرجة من النوع 3 ×2 . العناصر الواقعة عن يين المحاور 
Sand‏ بذات أهمية. 

كون أصغر نظام ممكن بعدد من المجاهيل يزيد على عدد المعادلات بحيث 
لن يكون لهذا النظام حل . 

: للمصفوفة‎ LU Wie أوجد‎ 





| 2 0 1 
Asn 1 1 Ol. 
l1 2 0 1 


الحل العام للنظام Av=0‏ اكتبه على شكل العلاقة .)١(‏ ماهى رتبة GA‏ 
عين من أجل المصفوفة : 


الشكل المدرج U‏ و المتغيرات الأساسيةو المتغيرات الاختيارية والحل 
العام للنظام 0 = Ax‏ . ثم طبق الحذف على Ax =b‏ حيث LS eb, gb,‏ 
الطرف الأيمن. أوجد شروط كون Ax =b‏ متسقاً gl)‏ له حل) وأوجد 
ا لحل العام بالشكل الظاهر في المعادلة ( 7). gale‏ رثبة ۸؟ 

نفذ الخطوات ذاتهاء بفرض طرف أيمن ob bbb,‏ على منقول 
المصفوفة . 





فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١101‏ 











كيف وع حل ol‏ للنظام Ax =b‏ مع الحل العام Ax =0 ela‏ 
كما في AY)‏ 


صف المجموعة المواتية للطرف الاين 6 فى : 











o | | by 
0 | | = bs |, 
2 3 ie b+ 


وذلك بايجاد القيود التى يجب أن تفرض على لكى تتحول المعادلة 
SS‏ إلى الشكل 0-0 (بعد الحذف). ماهي الرتبة ؟ ماهو عدد 
المجاهيل الاختيارية gales‏ عدد الخلول ؟ 
أوجد قيمة » التى تجعل النظام التالى قابلاً للحل : 

“+ v+2w= 2 

2+ 3v- w= 5 


3u+ 4v+ wee. 


ماهى القيود التى تفرض على ON) b, 9b,‏ كانت ضرورية) كي يكون 


. حل‎ Ax =b للنظام‎ 
ë aal 2 9 7 | 
A=lo 4 م‎ 7 | p b> 








أوجد متجهين فى الفضاء الصفري ل4 وكذلك الحل العام للنظاء 
Ax =b‏ 


١١ 


3 الخطى وتطبيقاته 


























X |‏ 
i 2 3 4|/, | |ð‏ 
Ux=10 0 1 2| ° SO‏ 
Ol ZÎ IO‏ 0 00 
X 4‏ 
(ب) )13 تغير الطرف الاين من )0,0,0( إلى (a,b,0)‏ فما هى الحلول 
pee ial b=‏ 
pal \\-Y-Y‏ 2 أن [oi‏ الوحيد ل0دعة:( «معادلة وه مجهولا) هو aai‏ 
ماهى رتبة 4 ؟ 
۱۲-۲-۲ أوجد نظاماً =b‏ عش من النوع 23 حله العام هو 
a a‏ 
ea] 1 | ew] 2) |,‏ 
1 0 
7 مم0 أوجد نظاماً من النوع 3× 3 al>‏ العام كما سبق آنفاً» بحيث لن يكون 
له حل b +b #b base‏ 
۱٤-۲-۲‏ أكتب els‏ ط= ×4 من النوع 22 بحيث يكون له حلول عديدة من 
الصنف "متجانس ولايكون له حل من | لصنف *خاص . لذا فلن 
۳۲ الاستقلال ا لخطي» الأساس والسعة 


. خطي‎ plas ”بذاتهما وصفاً كاملا للحجم الحقيقي‎ yn العددان‎ be 
فلمصفوفة مثالنا الآخير ثلاثة أسطر و أربعة أعمدةء ولكن في الواقع» ليس السطر‎ 
الأخير سوى تركيب من السطرين السابقين. بعد الحذف يصبح هذا السطر صفرياً‎ 
الأعمدة الأربعة ليست‎ Ax =0 وليس له أي تأثير حقيقي على المعادلات المتجانسة‎ 
العمود الثاني‎ OY أيضاً مستقلة وإن فضاء الأعمدة ينحط إلى مستو ذي بعدين» ذلك‎ 
. والعمود الرابع ماهما إلا تركيبان من الأول والثالث‎ 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطية 8ك 1ط 


العدد المهم الذي بدأ بالظهور للعيان هو الرتبة :. لقد قدمت الرتبة سابقاً بطريقة 
حسابية محضة» كعدد للمحاور التى تظهر خلال الحذف أو بشكل مكافىء لعدد 
الأسطر غير الصفرية فى المصفوفة النهائية 7 . إن هذا التعريف آلي بحيث يمكن اعطاؤه 
إلى الحاسوب . لكن سيكون من الخطأ أن نكتفي بذلك التعريف لأن للرتبة معنى بسيطأ 
وحدسياً : إنه عدد أسطر ا مصفوفة 4ا مستقلة حقيقة . y‏ أن نعطي لهذا العدد وأعداد 
أخرى مشابهة تعاريف رياضية أكثر منها حسابية . 
إن هدف هذا البند هو شرح واستخدام الأفكار الأربعة الآتية : 
١‏ الاستقلال الخطى أو الارتباط 
۲ توليد فضاء جزئي 
LY‏ فضاء جزئي 
é‏ سعة فضاء جزئي . 
في الخطوة الأولى » سنعرف الاستقلال الخطي . إذا كانت لدينا المتجهات 
vev,‏ فإننا ننظر في تراكيبها الخطية ,س +....+ e v tev‏ يؤدي التركيب التافه. 
حيث جميع الأحمال0- co,‏ كماهو واضح. إلى المتجه الصفري:0 + Ov‏ 
0= «0+...+, . السؤال الوارد هناء هوما إذا كان هناك تركيب آخر يعطي الصفر 
أيضاً . إذا كان الأمر كذلك فالمتجهات مرتبطة وإلا فهى مستقلة . 
۲ه إذا كان كل تركيب غير تافه لهذه المتجهات غير صفري أي إن : 
c v te y tte 0‏ لايقع إلا إذا كان 0 -,ع-....- cc,‏ فان المتجهات المفروضة 
iliro v ......«‏ خطياً . وإذا كان الأمر خلاف ذلك فان هذه المتجهات مرتبطة Lbs‏ 
وإن واحداً منها تركيب خطي في المتجهات الباقية . 


اكتشاف الارتباط الخطى سهل فى حالة الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة» إذا اعتبرنا 
المتجهات أسهماً منشأة من نقطة fro VI‏ . يكون متجهان مرتبطين إذا Lad‏ على مستقيم 


Ys‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


واحد وتكون ثلاثة متجهات مرتبطة إذا وقعت في مستو واحد . باختيار عشوائي » دون 
leh Jl‏ »+ يکن lod pall‏ ستجهات Lbs De‏ . ع تاح أشرى: 
كل أربعة متجهات من R?‏ مرتبطة خطياً دوماً. 

مثال ١‏ إذا كان أحد المتجهات» ولنقل cv,‏ متجهاً صفرياً فان جملة المتجهات 
تكون مرتبطة خطياً حتماًء لأنه يمكننا أن نختار مثلاً 3 - ge‏ - » لبقية المعاملات . إن 
هذا التركيب غير تافه ويعطي الصفر . 


مثال Y‏ أعمدة المصفوفة : 





یا اا کے 





i 
دي‎ ON | 
UJ WO ذنا‎ 


مرتبطة OY Lhe‏ العمود الثاني يساوي BW‏ أضعاف العمود الأول . إن تركيب 
الأعمدة بالأحمال 3,1,0,0- يعطى عموداً صفرياً. 
الأسطر » كذلك. مرتبطة OY Lar‏ السطر الثالث يساوي حاصل طرح خمسة 
أمثال السطر الأول من مثلي السطر الثاني . (الأمر ذاته يجب أن يقع من أجل تركيب 
,رط b‏ ليصبح صفراً في الطرف الأيمن وذلك لكي يكون النظام متسقاً. مالم 
يكن 0 - Ob ,- 20,+ 5b‏ المعادلة الثالثة لن تأخذ الصورة 0 -0) . 
يقال T‏ أعهلة المضفوفة المقلشة : 








b2 


4 | 
| 
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+ C4 + C3 
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2 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ا 


علينا أن نبين أن , ر c‏ جميعها يجب أن تكون أصفاراً . المعادلة الأخيرة 
تعطى 0 = Ie‏ فالمعادلة الى قبلها تعطى 0= , © . وبالتعويض فى المعادلة الأولى: 


oc =O LS‏ إن التركيب الو حيد الذي يساوي الصفر هو التركيب cali‏ لذا »فان 


هذه المتجهات مستقلة as‏ 
إذا ماكتب ذلك بالشكل المصفوفى فانه يبدو كمايلى : 














3 4 || 1 0 
0 1 5 C+ -|0 |. 
00 2]!ce,| ]0 


لقدبينا أن الفضاء الصفري يحتوي فقط على المتجه الصفري c‏ 
0 -,» -ي» -. هذا يعني تماماً قولنا إن الأعمدة مستقلة خطيا . 
يمكن اجراء محاكمة مشابهة على أسطر 4 التي هي أيضاً مستقلة خطياً . لنفرض 
أذ لديا : 
c, (3, 4, 2) +e. (0, 1, 5) +e3 (0, 0, 2) = (0, 0, 0°‏ 
من المركبة الأولى» نجد 0 - 3 أو0= cc‏ ثم تعطى المركبة الثانية 0 -رء ونجد 
أخيرا - e‏ 
يمكن توسيع هذه الفكرة لتشمل أي مصفوفة مدرجة tU‏ يجب أن تكون الأسطر 
مستقلة خطياً. علاوة على ذلك e‏ إذا نظرنا بامعان إلى الأعمدة التي تقع فيها محاور. 
نلاحظ أنها مستقلة خطياً . في مثالنا القريب حيث : 








العمودان الأول والثالث مستقلان. لا توجد جملة مستقلة مكونة من ثلاثة من 
sides Vida‏ وبصورة أكيدة من أجل الأعمدة الأربعة كلها . صحيح أن العمودين 
الأول والرابع مستقلا نغ لکن ادا er‏ الواحد ive eV‏ | فانهما يصبحان 


تفلف الحبر الخطى وتطبيقاته 


مرتبطين . من ا مضمون أن الأعمدة التي تقع فيها المحاور مستقلة . والقاعدة العامة 
يي 


١‏ و إن الأسطر غير الصفرية التى عددها فى المصفوفة المدرجة U‏ مستقلة خطياً 
وكذلك الأعمدة التى تحتوى محاور ‘alr laste‏ 


مثال ٤‏ إن أعمدة مصفوفة الوحدة من النوع n Xn‏ 


ws Q 
_ | 0 
لي و باس‎ 

0001) 

هى جملة مستقلة خطياً. يعطى لهذه المتجهات الخاصة الرموز te mne,‏ إنها 
تجهات الوحدة فى COLLEY‏ الإحداثية . فى * # » لدينا : 








يوجد كثير من fot‏ المكونة من أربعة متجهات من RY‏ مستقلة خطياً ولكن 
استخدام هذه الجملة أسهل وأقوم . 

للتحقق من كون جملة من المتجهات yay‏ مستقلة Las‏ كون المصفوفة A‏ 
التي تقبل المتجهات المفروضة أعمدة لها ثم حل النظام 0= Ac‏ . تكون المتجهات مرتبطة 
Lb‏ إذا وإذا فقط وجد لهذه المعادلة حل يختلف عن 0=»ء. إذا لم توجد متغيرات 
اختيارية (الرتبة تساوي )١‏ فانه لايوجد فضاء صفري سوى 0-» وتكون هذه المتجهات 
مستقلة . إذا كانت الرتبة أقل من n‏ فان أحد المجاهيل على الأقل» اختيارى ويمكن 
اختياره غير مساو للصفر وتكون الأعمدة عندئذ مرتبطة خطياً . 


قضافات ogee‏ والمعادلات القطية YY‏ 


إن هناك حالة ذات أهمية خاصة . لنفرض أن لكل من هذه المتجهات AS pom‏ 
فتكون عندها A‏ مصفوفة من النوع m Xn‏ . إذا فرضنا n >m‏ سيكون من المتعذر أن 
تكون الأعمدة مستقلة. فلا يمكن أن يوجد «محوراً لأنه لاتوجد أسطر كافية 
لاستيعابها. لذاء فان الرتبة ستكون أقل من . لأي نظام متجانس 6-0 cA‏ يزيد فيه 
عدد المجاهيل عن عدد المعادللات» حل 0 * ©. 


ا أي جملة مكونة من n‏ متجهاً من R"‏ هى جملة مرتبطة Las‏ إذاكان >m‏ ۸. 


على القارىء أن يدرك أن هذا النص شكل oye‏ للنص Y)‏ ج) . 
مثال © لننظر فى الأعمدة الثلاثة للمصفوفة : 


[i 2.1 
aji 3 a} 


لايمكن لهذه الأعمدة. باعتبارها من #2 أن تكون مستقلة ‏ ولكى نجحد تركيباً لهذه 
الأعمدة مساوياً الصفرء نحل النظام 46-0 : 


إذا أعطينا القيمة واحد للمتغير الاختياري e‏ فان التعويض التراجعى فى Uc=0‏ 
يعطي | ‘t= l IEF‏ يذه SLY‏ الاد نة ad.‏ أن العمود الأول pall Lad‏ > 
SLI‏ زائداً العمود الثالث (gly‏ الصفر. 


توليد فضاء جزئي 
ا لخطو ة التالية فى دراسة فضاء المتجهات هى تعريف ماذا يعنى قولنا إن جملة 
متجهات تولد فضاء . لقد استخدمنا هذا المصطلح في بدء هذا الفصل عندما تكلمنا 


vis‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


التعريف العام : 


۲ ح إذا تكوّن فضاء متجهات V‏ من جميع التراكيب الخطية لجملة خاصة من 
المتجهات eww,‏ فاننا نقول إن هذه الحملة تولد الفضاء . بقول آخر يكن التعبير 
عن كل متجه ۷ من ۷ بتركيب خطى فى المتجهات ال ws‏ 

. مناسبة‎ © whale ماك نا من أجل‎ W و‎ cw, 

من الممكن لأكثر من مجموعة من المعاملات .ع أن تعطى المتجه v‏ ذاته» ليس من 
الضروري أن تكون هذه المجموعة من المعاملات وحيدة لأنه يكن للجملة المولدة أن 
تكون كبيرة بقدر مانريد حتى أنه من الممكن أن تحوي المتجه الصفري (٠.‏ ! لا إذا كانت 
الحملة المولدة مستقلة) . 


مثال q‏ المتجهات AI sw = (| ,0,0),w_= (0.1 0),w_= (-2,0,0) iio E)‏ المستوي ۷- X‏ 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . وكذلك المتجهان الأولان وحدهماء بينما يولد 
المتجهان , « و  ,‏ مستقيماًء فقط . 


مثال ۷ فضاء الأعمدة لمصفوفة هوء بالضبط » الفضاء ا مولد بهذه الأعمدة . هذا 
التعريف صنع حسب الطلب . كما أن أخذ جميع تراكيب الأعمدة هو بالضبط كأخذ 
الفضاء الذي تولده . ضرب 4 فى + يعطى تر كيبا لللأعمدة وهو متجه فى فضاء الأعمدة . 


إذا كانت الأعمدة هى المتجهات الاحداثية e nue‏ الصادرة عن مصفوفة 
الوحدة فإنها تولد "۴. كل متجه ) pnb,‏ ( =« هو تركيب خطى فى تلك الأعمدة . 
في هذا المثال» الأحمال هي المركبات , ( نفسها : e‏ ط+... + © bab‏ ولكن ليست 
أعمدة مصفوفة الوحدة » فقط .هي التي تولّد "۸ ! 


فضاءات المتعجهات والمعادلات الخطية ١‏ 


لكي نقرر ما إذا كان LS 3b‏ خطياً في الأعمدة» علينا أن نحل المعادلة Ax=b‏ 
ولكي نبين ما إذا كانت الأعمدة مستقلة» علينا أن نحل المعادلة 0 -::4. إن التوليد 
يتضمن فضاء الأعمدة بينما الاستقلال يتضمن الفضاء الصفرى . الفضاء الأول يجب 
أن يكون كبيراً إلى حد كاف بينما الآخر ينبغى أن يحتوي على المتجه الصفري فقط . 
وهى مستقلة خطياً. بكلام بسيط » لاتوجد متجهات في تلك الجملة زائدة عن اللزوم . 
يقودنا ذلك إلى مفهوم الأساس . 


۲ ط أساس فضاء > متجهات هو جملة من | لتجهات تتمتع بالخاصتين التاليتين : 
)1( إنها مستقلة ar‏ 
(9) إنها تود الفضاء: 


يعد اجتماع هاتين الخاصتين أمراً أساسياً في احبر الخطي . إن ذلك يعني أن كل 
متجه فى الفضاء هو تركيب من متجهات الأساس» لأنها تولده. فان ذلك يعني أن 
التركيب وحيد : إذا كان vay tatay‏ وكذلك OU v =b v +... v,‏ الطرح 
يؤدى إلى «( (a-b‏ 0=2. والآن يلعب الاستقلال 60799 يجت أن يكون كل معامل 
«-.» صفراًء لذا فإن ca =b‏ وهناك طريقة واحدة» فقط » eS Tv GES‏ فى 
ol graze‏ الأساسن : 

ولعله من الأفضل أن نقول هنا إن المتجهات الإحداثية 6....... ليست الأساس 
الوحيد ل "۸. تعتبر بعض الأشياء في A)‏ الخطي وحيدة ولكن ليست هذه منها. 
فلفضاء المتجهات عدد لانهائي من الأسس ال مختلفة . عندما تكون مصفوفة مربعة 
قابلة للعكس e‏ تكون أعمدتها مستقلة ‏ وهي نول R* Sohal‏ إن عمودي أى 
مصفوفة غير شادة مثل : 


ان الجبر Jad!‏ وتطبيقاته 


tk © | 
a= 1 


يكونان أساسأً ل#87. كل متجه ثنائي البعد هو تركيب من هذين العمودين. 


شكل (Y-Y)‏ جملة مولدة وأساس في 87. 
مثال8 لننظر في المستوي x -y‏ المعتاد (الشكل ۳-۲) الذي يمثل”#. إن المتجه v‏ 
منفرداً» مستقل خطياً ولكن لايولد ” ۸. المنجهات الثلاثة , wiv‏ « تولد R Lee‏ 
ولكنها غير مستقلة خطياً. لكل إثنين من هذه المتجهات مثل vv,‏ هاتان الخاصتان- 
إنهما يولدان وهما مستقلان» لذا c‏ فانهما يكونان أساساً . لاحظ ثانية أنه ليس لفضاء 


مثال 4 لننظر في المصفوفة المدرجة U‏ ذات النوع 3×4 : 
EER-‏ 
U=l Û0 0 3 Ii.‏ 
0 0 0 0 








تولد أعمدتها الأربعة فضاء الأعمدة» كالمعتاد. ولكنها غير مستقلة . هناك عدد 
oye‏ الاس المحتملة ولكننا سنقترح اختياراً خاصاً : الأعمدة التى تحوى محاور (فى 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطية VAY‏ 


هذه الحالة الأول والثالث» اللذان يقابلان المجهولين الأساسيين) هي أساس لفضاء 
الأعمدة . لقد ذكرنا فى (۲-و) أن هذين العمودين مستقلان ومن السهل أن نرى 
أنهما يولدان هذا الفضاء . في الواقع » إن فضاء أعمدة ا هو المستوي «- + في" ۸. إنه 
ليس مطابقاً لفضاء أعمدة 4 

وجملة القول : eel)‏ إذا كانت مستقلة: 
فإنها أساس clad‏ الأعمدة_سواء كانت المصفوفة مربعة pl‏ مستطيلة . إذا كنا نتكلم 
عن الفضاء "8 بأكمله وتطلبنا من الأعمدة أن SS‏ أ اساسا لذلك الفضاء: عندئذ ¢ UY‏ 
dy jo Byles‏ وقابلة l septal‏ 


سعة فضاء متجهات 
رغم أن اختيار الأساس ليس وحيداً» بل هناك عدد غير منته من الاحتمالات 
الصالحة CEU‏ فهناك شىء مشترك بين كل هذه الاختيارات هو خاصه ذاتية للفضاء 


E ET 


shes ¥‏ أساسين لفضاء متجهات يحويان العدد ذاته من المتجهات . إن هذا العدد 
المشترك بين كل الأسس Sg‏ يعبر عن عدد 'درجات الحرية للفضاء يدعى عدد أبعاد 
My ERE‏ 

ga dol ules Leb‏ ا کیک ا ay‏ اا lal‏ قاقد يسو اعد 
نفسه من المتجهات . نطلب V gh‏ من القارىء النظر إلى الخلف في مجموعة الأمثلة 
وأن يذكر عدد أبعاد كل منها . 





dlle )١(‏ عليك أن Sis‏ أن التعبير «عدد lalol‏ قد استخدم بطريقتين مختلفتين . . تقول عن متجه إن عدد 
أبساده أزبعة ونی بذالك لله اربع عركبات آوإنه ختضر في “ R‏ . لقد عرفنا الآن فضاء جزثياً 
عدد أبعاده أربعة» مثال ذلك مجموعة من متجهات ؟ ۸ فيها المركبتان الأولى والأخيرة تساويان 
الصفر . إن عناصر هذا الفضاء Stl‏ الرباعي البعد هي متجهات عدد أبعادها ستة مثل 
)0,5,1,3,4,0( . 


١‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إن للمستوى -Y‏ ي (الشكل (Y-Y‏ متجهن فين كل أساس 6 Ol g‏ عدد أبعاده اثنان : 
في الفضاء ثلاثي البعد» نحتاج إلى ثلاثة متجهات إما باتجاه المحاور x-y -z‏ أو باتجاهات 
ثلاثة أخرى (مستقلة خطياً) . إن cl adil daw‏ "۸ هو „n‏ لفضاء ا Juul gu‏ )4( 
بعدان؛ لقد كان فضاء ثنائي البعد في ۸. للمصفوفة الصفرية وضع استثنائي : جميع 
أعمدتها وأسطرها متجهات صفرية . من Gall‏ عليه أن تعتبر المجموعة الخالية أضاسا 
لثل هذا الفضاء وأن عدد أبعاده يساوي الصفر . 

النظرية ١-ي‏ تكافىء» ضمن هذا المفهوم لعدد الأبعاد النظرية التالية : 


۲ ك إذا فرضنا أن كلا من المجموعتين Vind,‏ و ,«...... « أساس لفضاء متجهات 


. m= م‎ ÖV 


البرهان : ytd‏ ض أن إحدى المجموعتين أضغر من الأخرى ولنقل مشا إن .m <n‏ 
نريد أن نبرهن أن هذا الفرض يوصلنا إلى التناقض . بماأن المتجهات « أساس فإنها 
تولد الفضاء وإنه یکن كتابة كل ٠١‏ كتركيب خطى فى v‏ 


mi 
W; =j V ra. F Gym = = ij Vi - 
= | 


يمكن كتابة ماسبق بالرمز المصفرفي WEVA‏ حيث المتجهات » تشغل أعمدة 
المصفوفة W‏ وتشغل المتجهات « أسطر المصفوفة V‏ ليس هناك طريقة لمعرفة 
المعاملات ca,‏ لكن علينا أن نعرف الأمر لمهم : 4 مصفوفة من النوع mum mXn‏ 
> . استنادا إلى (۲ ج) هناك حل غير الحل التافه للنظام 0= cc‏ بالضرب ب ۷ نجد أن 
We=0 giVAc =0‏ . وهذا يعني أن مجموع المتجهات w,‏ المحملة بالمعاملات »يساوي 
الصفرء أي أن المتجهات w,‏ ليست مستقلة خطياً . ofle‏ هذا يناقض الفرض» وهو 
كون هذه الجملة أساساًء لذاء فان علينا أن نرفض كون ۸> . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YYA‏ 


هذا البرهان هو نفسه الذى بينا فيه أن كل جملة مكونة من 1+ m‏ متجهاً من R”‏ 
Uses ibs‏ إن برهاناً مشابهاً يكن تعميمه على أية فضاءات متجهات ليست 
بالضرورة فضاءات متجهات الأعمدة. بالفعل» يمكننا أن نرى هذه النتيجة العامة 
كمايلى : في فضاء جزئي عدد أبعاده k‏ » لاتوجد جملة مستقلة خطياً مكونة من أكثر 
من متجهاً كما أنه لاتوجد جملة مكونة من أقل من /متجهاً قادرة على توليد هذا 

> نظريات اثنوية» نذكر منها واحدة؛ إنها تسمح بالإنطلاق من مجموعه 
قد تكون أقل أو أكثر من اللازم والإنتهاء من أن fad‏ منها أساسا . 


J-Y‏ يكن توسيع أي مجموعة مستقلة خطياً من V‏ لتصبح أساساً له وذلك 
باضافة متجهات أخرئ إذا كان ذلك ضروريا . 

يمكن اختصار أى مجموعة مولدة للفضاء ۷ بحيث تصبح أساساً وذلك بحذف 
بعض متجهاتها عند الضرورة . 


إن هذه النقطة تعني أن الأساس مجموعة مستقلة عظمى لايمكنها أن تكون أوسع 
من ذلك دون أن تخسر استقلالها كما أنه لايمكنها أن تكون أصغر من ذلك وتبقى 
مولدة للفضاء . 

ol deeb tls‏ # سول pes Lol dd dees JIS‏ أبدا التعابير 
WL! as‏ مقوفة"' أو رة فضا أو سط lL‏ فليس لها آي معتى Lei).‏ 
سعة فضاء الأعمدة المساوى لرتبة المصفوفة كما سنبرهن ذلك في البند التالي . 


he 


rr 


e 


ai)‏ چ 


-Y-Y 


= v4 = 


| 0 0 
| 0 
|0 | 
| 1 
قرر كذلك فيما إذا كانت تولد* ۸ وذلك بحل 
CV E E (0,0,0,1)‏ 
قرر الارتباط أو الاستقلال لمايلى : 
AAD, 3,1.) Û‏ )1,1,2(¢ 
CD Vig Ng (o‏ لاي متجهات OP‏ لو لاون PV‏ 


SY »)1,1,0( , (1,0,0), (0,1,1) , (x y Zz)‏ قيم لعو+*. 
برهن أنه إذا كان أي pare‏ قطري من المصفوفة التالية مساوياً الصفر فان 
أسطر هذه المصفوفة مر ihs‏ خطياً. 








ab c 
- d e 
G UF 
مستقلة خطياً فان الجملة‎ « oy, V , المتجهات‎ gr 
(ارشاد:‎ OTR =v, +V W= V فا وي لاع‎ =v tv, 
ee ثم أوجد القيم الممكنة ل‎ cw +c سد‎ tc افرض تركيباً0 -, بعل‎ 

ار aya gal‏ الالال سيوع متو انت عو ی فاق ابطر 
مصفوفة A‏ عوضاً عن أعمدتهاء فهل يمكن e‏ بطريقة GAL‏ أن نقرر 
الاستقلال أ وعدمه ؟ طبق ذلك على متجهات التعرين VY LY)‏ 
حدد » هندسياً » الفضاء الجزئي من ”8 المولد ب : 


-yy 


pipoy 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ATA‏ 
أ)(0,2,0) , )0,1,0( , )0,0,0( ¢ 
ب ) )0,2,1( , )0,1,1( , (0,0,1) ؟ 
ج) جميع هذه المتجهات الستة . أي اثنين منها يكونان أساسا؟ 
د) جميع المتجهات التي مركباتها موجبه . 
قررفيما إذا كان المتجه ٠‏ واقعاً في الفضاء الجزئي المولد بالمتجهات 
ow nw,‏ اجعل المتجهات w‏ أعمدة مصفوفة ۸4 ثم حاول حل النظام 
Ax =b‏ ماهي النتيجة من أجل : 
w = )1, 1,0), w, = )2, 2, 1), w, = (0, 0, 2), b= (3, 4, 5) (Î)‏ 
(ب) )0 ,0 ,0( = w, =(2, 5,0), w, = (0, 0, 2), w,‏ ,)2,0 ,1(= , « ولأي 
f b‏ 
صف بالقول أو برسم في المستوي -y‏ × فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
للمصفوفة | .+ | = 4 وكذلك للمصفوفة bel a?‏ أساساً لفضاء 


eo coos 





عبر عن كل عمود ليس من الأساس بتركيب خطي في أعمدة الأساس . 
أوجد كذلك مصفوفة 4 لها الشكل المدرج المعطى ولكن بفضاء أعمدة 
نفرض أننا اعتبرنا كل مصفوفة من النوع 23 متجھاء رغم أنها ليست 
متجهاً بالمعنى المستعمل . لقد قدمنا قواعد لجمع المصفوفات وضربها 
بعدد Los‏ أن هذه المجموعة من المصفوفات مغلقة بالنسبة لهاتين 
العمليتين . أوجد أساساً لفضاء المتجهات هذا. ماهو الفضاء الجزئي 
المولد de pores‏ جميع المصفوفات المدرجة YU‏ 
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ji 


yeyer 
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1-۳-۲ 


hi a 7 


\A- Y-Y 


rl‏ الخطى وتطسقاته 


أوجد اساسين مختلفين للفضاء الجزئى من 8 الذي فيه المركبتان الأوليان 
متاو اق 

أو جد مثالا معاكساً للقضية التالية : إذا كان pany,‏ « أساساً لفضاء 
المتجهات *8 وكان 17 فضاء جزئياً منه» فان مجموعة جزثية من هذا 
الأساس تكون أساساً ل W‏ 

أوجد عدد أبعاد كل من : 

. فضاء جميع متجهات * ۸ التي مجموع مركباتها يساوي الصفر‎ (I 
4X4 ب) الفضاء الصفري لمصفوفة الوحدة من النوع‎ 

ج) فضاء جميع المصفوفات التي من النوع 4 4 . 


خفض عدد متجهات أعمدة هذه المصفوفة لتصبح أساساً ل ”۸ . 
لنفرض أن » هو عدد أبعاد ۷» برهن أن : 

)١‏ أي مجموعة مستقلة مكونة من k‏ متجهاً تصلح أساساً له 

. متجهاً تولد ۷ تصلح أساساً له‎ k أي مجموعة مكونة من‎ (Y 

بقول آخر إذا علم أن عدد المتجهات ملائم» فان هاتين الخاصتين تؤدى 
إحداهما إلى الأخرى . 

أوجد عدد أبعاد فضاء المصفوفات المتناظرة من النوع 3 وأوبجيد 
اساسا (igs‏ القضاء: 

برهن أنه إذا كان كل من ۷و ۷ فضاء جزئياً ثلاثي الأبعاد من ۸» فإن 
غناك مقجها غبر صقري مشتركا Login‏ ارشاد 2 الطلق من أساسين 
لهذين الفضائين التزتيين. يبلغ عدد متجهاتهما معأ ستة متجهات . 
صح أم خطأ : 

أ) إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة Lbs‏ عندئذ يكون للنظام ط = ×4 حل 


وحيد لكل b‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YY‏ 


ب) ليس لمصفوفة من النوع 7× 5 أعمدة مستقلة خطية . 

٠۹-۳-۲‏ لنفرض أن ۸ متجهاً من "۸# دخلت كأعمدة فى 4. إذا كانت مستقلة 
خحطياًء» فما هى رتبة 4 ؟ إذا ولدت " # فما هي الرتبة في هذه الحالة f‏ 
إذا كونت اساسا RTS‏ فماذا يكون حينئل ؟ | 

۲٠-۳-۲‏ فى فضاء المصفوفات التي من النوع 2 . أوجد أساساً للفضاء الجزئي 
المكون من المصفوفات التي مجاميع أسطرها ومجاميع الأعمدة فيها كلها 
متساوية . (بالإضافة إلى ذلك : أوجد خمس مصفوفات من النوع 3 × 
#ستقلة خظا 524 Gold)‏ المكورة) 

۲۱-۳-۲ إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 17 ×64 ورتبتها 1 فكم عدد المتجهات 
المستقلة التي Gat‏ 0= ×4؟ وكم ote‏ المتجهات المستقلة التى GE‏ 
A'y =0‏ 

۲۲-۳-۲ لنفترض أن ۷ فضاء متجهات سعته (7) و W‏ فضاء جزئی سعته )4( فما 
هو الصح وماهو الخطأ فيما يلي : 

)١(‏ كل أساس ل۷ يكن توسعته لأساس ل۷ وذلك بإضافة ثلاثة 
متجهات أخرى . 
(۲) كل أساس ل7 يكن تخفيضه لأساس ل۷ وذلك بحذف ثلاثة 

۲۳-۳-۲ لنفترض أن ,...... ٠‏ هي تسعة متجهات في R’‏ 

(أ) هذه المتجهات (هي) (ليست) (يجوز أن تكون) مستقلة خطياً . 
(ب) هذه المتجهات (تولد) (لاتولد) (يجوز أن تولد) R?‏ 

)>( إذا كانت هذه المتجهات أعمدة فى 4 فإن النظام =b‏ 41 (له (J>‏ 
(لیس له حل) »(يمكن أن يكون له حل) . 


vre‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


5-7 الفضاءات الحزئية الأربعة الأساسية 

لقد عالج البند السابق التعاريف ولم يهتم بالبناء . فنحن نعرف ماهو الأساس 
ولكننا لانعرف كيف نحصل عليه . سننطلق الآن من وصف واضح للفضاء الجزئي 
راغبين في ايجاد أساس واضح له . 

يعرف الفضاء الجزئي باحدى طريقتين : بالطريقة الأولى نعطى مجموعة من 
المتجهات تولد الفضاء ؛ إن ذلك هو حال فضاء الأعمدة حيث تكون الأعمدة معروفة . 
بالطريقة الثانية » نعطي قائمة القيود المفروضة على الفضاء الجزئي » فلا تكشف هذه 
الطريقة عن المتجهات الواقعة في الفضاء بل عن الشروط التى عليها تحقيقها. الفضاء 
الصفري مثلاء يتكون من جميع المتجهات التي تحقق 0= ×4 وكل معادلة في هذا النظام 
Jes‏ قيداً. في الصورة الأولى للتعريف. يمكن وجود أعمدة غير مفيدة» في الصورة 
الثانية» يمكن وجود قيود مكررة. فى كل من الحالتين لايمكن إظهار أساس بمجرد 
النظر بل هناك ضرورة لطريقة نظامية . 

يكن للقارىء أن يخمن كيف يكن أن تكون هذه الطريقة . سنبين» انطلاقاً من 
المصفوفات» PLU‏ التي حصلنا عليها بالحذف» كيف نجد أساساً لكل فضاء جزئى 
مرتبط ب 4. AU‏ عق او oe‏ اطول عن يرد فانه لابد أن ننظر إلى 
الحالة القتصوى : 

عندما تكون الرتبة كبيرة بقدر الإمكان» ۸= م أو ۳= أو or=men‏ فان 
للمصفوفة فى هذه ا حالة معكوساً من اليسار 8 أو معكوساً من اليمين © أو معكوساً 
من الطرفين AY‏ 


للوحاطة بالمناقشة كاملة سننظر في كل من الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة 
على حدة . اثنان منها مألوفان واثنان جديدان . 
١-فضاء‏ أعمدة 4 » ويرمز له ب(7#)4, . 
Y‏ -الفضاء الصفري As‏ ويرمز له ب(4) MN‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \¥o‏ 


A أسطر4 ¢ والذى هو فضاء أعمدة 47» إنه (47) # وتولده أسطر‎ elai 
إنه يحوي‎ CATS -الفضاء الصفري الأيسر ل 4 الذي هو الفضاء الصفري‎ 4 
LA (A) 64 epg A"y=0 pat sly جميع المتجهات‎ 
A إذا كانت‎ AT غا يلفت النظر بالنسبة للفضائين الأخيرين» أنهما يصدران عن‎ 
فضاءات مضيفة تحوى الفضاءات‎ sl PT) فاتك تستطيع‎ m Xn مصفوفة من النوع‎ 
: الجزئية الأربعة وذلك بالنظر إلى عدد المركبات‎ 
. ۸ " فضاءان جزئيان في‎ law. P(A") وفضاء الأسطر‎ ATA) الفضاء الصفري‎ 
هما فضاءان جزئيان‎ P (A ) وفضاء الأعمدة‎ HAT) الفضاء الصفري الأيسر‎ 
ر"‎ 
: بالنسبة للمصفوفة البسيطة‎ om للأسطر ۸ مر كبة وللأعمدة‎ 


Ei 


1 
= 0 0 


ri 


فضاء الأعمدة هو المستقيم الحامل ل | | . أماافضاء الأسطر فهو المستقيم الحامل 
BOI‏ إنه فى R?‏ الفضاء الصفري هو مستو في ۸ والفضاء الصفري الأيسر 
هو مستقيم في “8 : 
0 


| 
0 


لاحظ أن جميع المتجهات هي متجهات أعمدة . حتى الأسطر تم نقلها. وفضاء 
أسطر A‏ هو فضاء أعمدة 47. عادة» المصفوفة البسيطة هي U‏ بعد الحذف . ومسألتنا 
هي ربط الفضاءات الخاصة U-‏ مع الفضاءات الخاصة An‏ لذاء فإنئا نللاحظ المصموفة 
المدرجة U‏ وفى الوقت نفسه. المصفوفة الأصلية : 


18 3 B 2 
0 0 0 00 : 


A 0 
| 0 | Sey 7 A") () | ا پحوی وو‎ (A) 
= 01 " 


| 
[1] 











١‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 

رغبة في التجديد» سنعالج الفضاءات الحزئية الأربعة مرتبة حسب الأهمية . 

١‏ فضاء أسطر 4. بالنسبة لمصفوفة مدرجة مثل U‏ » سيكون فضاء الأسطر 
er‏ إنه يحوي جميع تراكيب الأسطر كما هو شأن أي فضاء أسطر_إلا أن السطر 
الثالث هنا لايشارك بأي شىء . السطران الأولان هما أساس فضاء الأسطر. هناك 
قاعدة مشابهة تسري على أي مصفوفة مدرجة Lg)‏ محور و ۲ سطر غير صفري : 
أسطرها غير الصفرية مستقلة وعدد أبعاد فضاء أسطرها „r‏ لحسن BH‏ »يتم التعامل 
مع المصفوفة الأصلية 4 بالسهولة نفسها . فسطرها الثالث لايؤدي إلى شيء أيضاً . 


lawl elaal et‏ هم slat‏ عدا ۲ وهو يساوى عدد أبعاد فضاء أسطر U‏ وله 
كذلك الأسس ذاتهاء OV‏ فضاءي الأسطر متطابقان . 


سبب ذلك أنه ليس gY‏ عملية أولية تأثير على فضاء الأسطر بل تتركه كما هو . 
إن أسطر U‏ هى تراكيب من أسطر المصفوفة الأصلية 4.. لذا . فإن فضاء أسطر U‏ 
لايحتوي على جديد . بالوقت ذاته» با أن كل خطوة يکن عكسهاء فليس من شيء 
ضائع » يكن استرجاع أسطر A‏ من U‏ . ينتج السطر الثانى من U‏ عن السطرين الأول 
والثاني من A‏ تنتج أسطر عن السطرين الأول والثاني من ا . صحيح أن 4 و U‏ لهما 
أسطر مختلفة إلا أن تراكيب الأسطر متطابقة . إن هذه التراكيب هي التي تصنع فضاء 
s e N‏ 

لاحظ أننا لم ننطلق من أسطر /(عددها:”) التى تولد فضاء الأسطر ونحذف 
m -‏ سطراً منها لنحضل بذلك على أساس . استناداً إلى ۲ ل» يكنا أن نفعل ذلك . 
ولكن سيكون من الصعب أن نقرر مانبقى من الأسطر ومانحذف. لذاء كان من 
الأسهل أن نأخذ الأسطر غير الصفرية في U‏ 

Y‏ - الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ : لنذكر أن الغرض الأساسي للحذف كان 
تبسيط نظام معادلات خطية دون أي تغيير فى حلها . لقد رد النظام 0 - ×4 إلى النظام 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية yyy‏ 


«Ur=0‏ وهذه العملية قابلة للعكس . لذا » فالفضاء الصفرى للمصفوفة ۸هو 
نفسه الفضاء الصفري للمصفوفة U‏ من بين القيود المفروضة بالمعادلات ال :7 وهي 
Ali‏ 6 . وهى معينة بأي r‏ من الأسطر المستقلة 
خطياً من ۰۸ أو (أكثر وضوحا) بالأسطر غير الصفرية من r laade SIU‏ إذا اخترنا 
اللخ الا شي فإن ذلك يكشف عن طريقة محددة لايجاد أساس للفضاء الصفري . 





cAx =0‏ يو جد + IAS‏ » فقط 


Y‏ ن للفضاء الصفرى VA)‏ أبعاد n -r laade‏ يمكن تكوين أساس له برده إلى 
النظام 0 = Ux‏ الذي له -r‏ » من المتغيرات الاختيارية ‏ تقابل أعمدة SHAY SU‏ 
محاور. لذا نعطي على التوالي» القيمة )1( لمتغير اختياري ونعطي لبقية المتغيرات 
الاختيارية القيمة صفر ثم نحل النظام 0 = Ur‏ بالتعويض التراجعي بالنسبة للمتغيرات 
الباقية (الأساسية). المتجهات الناتجة عن ذلك والتى Og Snr Lasse‏ أساسا 


a2 CASA 


هذه هى »تماما » الطريقة التى اتبعناها فى حل Ux=0‏ بالمتغيرات الأساسية 
والاختيارية. لقد احتوى المثال على محورين فى العمودين (١)و(١).‏ لذاء فإن 
متغيراتها الاختيارية هما الثاني والرابع vy‏ وأساس الفضاء الصفري هو : 


= : J | 
Hal Ada WE a — 0 
X | = ... Aa الل‎ | . 
y=0 0 y= | 1 3 
() | 


من السهل أن نرى » سواء من أجل هذا ال مثال أو بصورة عامة» أن هذين المتجهين 
مستقلان. في كل تركيب من الشكل te gra‏ م »يكون ESM gac‏ «ويكون »هو 
المركبة تزء لذاء فإن السيل الوحيد KJ‏ ,00= دع + x‏ مهو أذيكوث: 
0-,» -,ء. هذان المتجهان يولدان» Lat‏ الفضاء الصفري ؛ والحل العام هو التركيب 
vx tye,‏ وعلى هذا فان المتجهات × التى عددها 4-2 = OSG n -r‏ أساساً. 


\YA‏ الحبر الخطى وتطبيقاته 


يسمى الفضاء الصفرى نواة 4 ويدعى عدد أبعاده -r‏ : صفرية 4 . 

١‏ -فضاء أعمدة si ' A‏ لأ هناك نقطة أخرى تتعلق بالرمز . pale uss‏ فضاء 
الأعمدة بمدى A‏ (يخصص له الحرف2.) يتعلق هذا المصطلح مع المعنى المعتاد لمدى 
دالة f‏ كمجموعة جميع فيم (8)/ الممكنة . إن ×واقع في مجال/ . أما القيمة pas f(x ١‏ 
في مدى هذه الدالة . في الحالة التي نحن بصددهاء الدالة هي fe) Ax‏ يتكون 
مجالها من كل + ينتمى إلى "۸. أما مداها فمكون من كل متجه ممكن Ax‏ (بقول 
آخرء من كل ١‏ الذي من أجلهء يكون =b‏ مه SUG‏ للحل) . نحن نعلم أن ذلك 
يمثل جميع تراكيب الأعمدة أي أن المدى هو فضاء الأعمدة. إننا نعتزم 
استخدام المصطلح المعتاد وهو فضاء الأعمدة » كما أننا سنتبنى الرمز المختصر 
(A)‏ ل 

مسألتنا الحالية هي ايجاد أساس لفضاء الأعمدة HUIS g PU)‏ لفضاء 
الأعمدة (7)4.. هذان الفضاءان مختلفان (يكفى النظر إلى المصفوفتين) إلا أن عدد 
أبعادهما واحد. هذه هي النقطة الرئيسية . 

العمودان الأول والثالث من U‏ هما أساس فضاء أعمدتهاء وهما العمودان 
اللذان يحويان محاور. كل عمود آخر هو تركيب فيهما. بالاضافة إلى ذلك» فان 
الشيء ذاته صحيح بالنسبة للمصفوفة الأصلية بالرغم من أن المحاور غير ظاهرة 
والأعمدة مختلفة . العمودان الأول والثالث من A‏ هما أساس لفضاء أعمدتها . بالتأكيد» 
العمود الثاني ليس مستقلا . إنه ثلاثة أضعاف العمود الأول . أما العمود الرابع فيساوي 
العمود الأول + ثلث العمود الثالث . إذا شكلت أعمدة معينة من U‏ أساساً لفضاء 
أعمدة U‏ فإن الأعمدة المقابلة لها من 4 تشكل أيضاً أساساً لفضاء أعمدة A‏ 


)١(‏ الأمر المحزن هو أن فضاء الأسطر يبدأ» أيضاء بالحرف ذاته . ستخصص فى هذا الكتاب 
الحرف ”للرتبة والحرف ‏ لفضاء الأعمدة. 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطة ¥4\ 


سبب ذلك أن 0= Ax‏ إذا وإذا فقط e‏ كان .Ux=0‏ إن هذين النظامين متكافئان 
ولهما الحلول ذاتها . العمود الرابع من U‏ كان أيضاً مساوياً العمود الأول + ثلث العمود 
الثالث . إذا مانظرنا إلى الجداء المصفوفى Ar=0‏ فاننا نجد أنه يمثل ارتباطاً خطياً لأعمدة 
A‏ بمعاملات هى احداثيات ×. هذا الارتباط يقابل بارتباط بين أعمدة 1 وبالمعامللات 
ذاتها. إذا كانت مجموعة من أعمدة A‏ مستقلة فان الآمر ذاته يكون من أجل أعمدة U‏ 
pall gp AUG RY‏ بال VT‏ 

والآن» لايجاد أساس HA) I‏ نستخدم ماسبق أن فعلناه بالنسبة US‏ إن 
الأعمدة التى عددها /, والتى تحوي محاور هي أساس فضاء أعمدة cU‏ نختار هذه 
الأعمدة نفسها من ۸ كما يلى : 


لاس عدد أبعاد فضاء الأعمدة F(A)‏ يساوى الرتبة r‏ ويساوى عدد أبعاد فضاء 
الأسظ : عدد الأعمدة ا مستقلة خطياً يساوي عدد الأسطر ا مستقلة (h>‏ . فشكن کو 
PIA:‏ بتلك الأعمدة من 4 التى عددها + والتى تقابل فى ] الأعمدة 





هذه الحقيقة التى مفادها أن لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته 
فثل نظرية من أهم نظريات الجبر الخطي . نختزل ذلك غالباً بالقول 'رتبة الأسطر = 
رتبة الأعمدة . إنها تعبر ye‏ نتيجة غير واضحة LU‏ من أجل مضفوفة عشوائية من 
النوع 12 × 10 مثلا. يقال شيء مشابه لذلك بالنسبة للمصفوفات المربعة : إذا كانت 
أسطر مصفوفة مربعة مستقلة خطياً فان الأمر كذلك أيضاً بالسبة للأعمدة (والعكس 
بالعكس). هنا أيضاً لايظهر هذا الأمر بدهياًء على الأقل ليس بدهياً للمؤلف . 


ESI تمض في هذا‎ IS AL قضاء الأسطرييداء أيضاء‎ of الآمر آلمخزن خو‎ )١( 
لفضاء الأعمدة.‎ R الحرف + للرتبة والحرف‎ 


NE.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


لكى نرى مرة أخرى أن عدد أبعاد كل من فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة 
للمصفوفة U‏ يساوي + » ننظر في وضع غموذجي ذي رتبة 7-3. إن للمصفوفة U‏ . 
DW » Lae‏ أسطر مستقاة : 
ظ * * * ** dy‏ 
d; Eo $‏ 
U=| 0 0 0 i‏ 
0d,‏ 0000 
000000 
ندعى هناء أيضاً » أنه تو جد ثلاثة أعمدة » فقط . قاد ee tee‏ 
مركبات غير صفرية فقط . فإذا تمكنا من أن نبرهن أن الأعمدة الثلاثة الأساسية_الأول 
والرابع والسادس ‏ مستقلة خطياً فانها تصلح أساساً (لفضاء أعمدة نا وليس LAS‏ 


لنفرض أن تركيباً خطياً لهذه الأعمدة يساوى الصفر : 





1 | $ $ 0 
. | 0 2 "|_0 
C] 0 | + 2 0 + C3 dh = 0 
Lo | 0 ol |0 


لنعمل بالاتجاه نحو الأعلى كالمعتاد فنجد أن على ,ع أن يساوي الصفر وذلك 
oY‏ المحور 0 -,4 . لذاء سيكون c,‏ مساوياً الصفر أيضاً لأن 0 -,4 ونجد أخيراً 0 -». 
هذا ما يحقق الاستقلال الخطي وينهى البرهان. با أن 0= »4 إذا وإذا فقط كان Ux=0‏ 
فانه يمكننا أن نستنتج أن الأعمدة : الأول والرابع والسادس من 4 تكون أساساً 

P (A)‏ وذلك مهما كانت المصفوفة الأصلية A‏ حتى إننا فى» هذا المثال 
‘ga‏ 

نؤكد أن فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة كليهما يصبح واضحاً بعد عمليات 
الحذف على4. ليس من الضروري أن نتعامل مع 4. بالتأكيد» كان من الممكن. 
إيجاد منقول A‏ بمبادلة أعمدتها مع أسطرها (وفضاء أعمدتها بفضاء أسطرها). ومن 
ثم يكن رد '4 إلى شكله المدرج (وهو مختلف عن CU"‏ يقودنا هذا إلى الفضاءات 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١.5‏ 


الصحيحة ولكنها ليست فكرة مناسبة . هناك استعمالات عديدة للمنقول إلا أن هذه 
ليست منها. الفكرة هي أن ل(4) # و AAT)‏ العدد نفسه من الأبعاد وأنه يكن 
إيجاد ذلك في وقت las‏ من LU‏ 

نصل الآن إلى الفضاء الجزئي الأساسي الرابع الذي بقى حتى OW‏ بعيداً عن 
الأنظار . با أن الفضاءات الثلاثة الأوائل كانت (47) Ol ch. P‏ 
الرابع لابد أن يكون (87)/.. إنه الفضاء الصفري للمنقول أو الفضاء الصفري اليساري 
ل 4 إذ إن 0= ر ۸ تعنى y'A=0‏ ويظهر المتجه على يسار A‏ 

A الفضاء الصفري اليساري ل ۸ (يساوي الفضاء الصفري ل 47). إذا كانت‎ ٤ 
فضاؤها الصفري هو فضاء جزئي من "۸ ؛‎ . ۸ xm فان "4 من النوع‎ m Xn من النوع‎ 
هذه المركبات سوف تضرب‎ GU yA =0 مركبة . إذا ماكتينا على النحو‎ m له‎ y المتجه‎ 


أسطر 4 لينتح السطر الصفري : 





7 (A), MA), . 








يدعى المتجه "ر متجهاً صفرياً يسارياً للمصفوفة ۸. 

من السهل ايجاد عدد أبعاد هذا الفضاء الصفري (7187... في كل مصفوفة› 
عدد المتغيرات الأساسية زائداً عدد المتغيرات الاختيارية يساوي عدد الأعمدة الكلى . 
هذا يعنى من أجل 4 أن . Fen jan‏ بقول آخر : 

عدد slol‏ فضاء الأعمدة + ote‏ أبعاة الفضاء الصفري دعرو الأعمدة. 

تصلح هذه القاعدة كذلك ATI‏ لها عموداً وهى كمصفوفة لها 
حوده A‏ 


نفسها . إلا أن عدد أبعاد فضاء أعمدتها يساوى» أيضاً + ولذا : 


(\) r +dim/ (A J = mt 


. mr يساوي‎ VIA) عدد أبعاد الفضاء الصفري اليساري‎ pY 


تختفى المتجهات ر فى مكان ما أثناء الحذف» عندما تركب أسطر 4 لتنشأ عنها 
الأسطر الصفرية في Sly U‏ عددها .m-r‏ لايجاد «نبدأ من PA =LU‏ أو 
=U‏ ۶4" . الأسطر الأخيرة من 1"۶ والتى عددها -: تكون أساسا للفضاء الصفري 
اليساري ‏ لأنها تضرب A‏ لتعطي الأسطر الصفرية US‏ نعيد : يحتوي الفضاء 
الصفري على الأحمال التى تتركب بواسطتها أسطر 4 لنحصل على الصفر . 
في مثالنا 4 × 3 » كان السطر الصفري هو السطر الثالث Y-‏ (السطر الثاني)+ 0 (السطر 
الآول). إن ذلك هو التركيب نفسه b -2b +5b‏ الذي ظهر فى الطرف الاين وقد 
أدى ذلك إلى 0-0 كمعادلة أخيرة . لذا » فإن مركبات«رهى 2,1-.5. هذ المتجه 
هو أساس للفضاء الصفري اليساري الذي عدد أبعاذه .m-r=3-2= l‏ 
إنه السطر الأخير من 1"۶ وينتج عنه السطر الصفري في U‏ -وبامكاننا ملاحظته دون 
حسات i‏ 

إننى أدرك أن الكتاب لم يعطء حتى الآن» سبباً للاهتمام بالفضاء AMAT)‏ 
إذا كتبت بالحروف المائلة : الفضاء الصفري اليساري مهم Lal‏ فان ذلك صحيح 
ولكنه غير مقنع » سيكون البند التالي أفضل عندما يعطي معنى فيزيائياً ل «. 

لقد عرفنا OYI‏ سعات الفضاءات الأربعة ويمكننا أن نلخص ذلك في جدول» 
ويظهر أنه من المواتى أن نعرض ذلك كنظرية . 

النظرية الأساسية في الجبر الخطي» جزء ١‏ 

4(-١‏ فى = فضاء أعمدة tA‏ عدد أبعاده م 

n - r عدد أبعاده‎ tA الفضاء الصفرى ل‎ = 1% )4( "١ 

, © فق فقياء أسطر هغدد ابعادة‎ (A)_¥ 

m-r عدد أبعاده‎ AJ الصفرى اليسارى‎ eLadl=.% 4(٤ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية NEY‏ 


| nan =2: c= : Jit. 


١‏ فضاء الأعمدة يحتوي على مضاعفات | ! | . العمود الثاني هو في الاتجاه 
نفسه ولايؤدي إلى شيء جديد . 

Ax=0 الفضاء الصفري يحتوي على مضاعفات | 7 | . عا اجه حقق‎ ١ 
. وكذلك تفعل مضاعماته‎ 

Y‏ فضاء الأسطر يحتوي على مضاعفات 
فى فضاء أعمدة A"‏ . | 

4 الفضاء الصفري اليساري يحتوي على مضاعفات | 7 . هذا المتجه 
يحقق 4750-0. وأسطر 4 بالأحمال 3,1- )595( مجموعها إلى الصفر . 

في هذا ا مثال» جميع الفضاءات ا جزئية الأربعة هي مستقيمات! هذه صدفة 
La ae‏ اوا ك رواو ستكوق التعارين أككر Lag gs‏ لأسظ انك إذا 








: إننى أكتبه كمتجه عمود لأنه 


l 
2 


عيرت العدد الأخير فى 4 من 6 إلى 7 فشي Sos VI ela dle sue‏ وفضاء 
اللأسطر العدد 7-2 . الفضاء الصفرى والفضاء الصفري اليساري OL pe‏ فقط المتجهين 
0 - :دو 0= «. ا مصفوفة قابلة للعكس . 


وجود المعكوس 

نحن نعلم أنه إذا كان للمصفوفة A‏ معكوس يساري (BA BI)‏ ومعكوس 
يمينى (7= 4٩‏ ) فان هذين المعكوسين متساويان : .B=B(AC)=(BA)C =C‏ يمكننا 
الآن انطلاقاً من مفهوم رتبة مصفوفة, أن نقرر بسهولة أي المصفوفات لها هذان 
المعكوسان . نقول بشكل مجمل» يوجد معكوس فقط عندما تكون الرتبة أكبر 
مايكن . 

تحقق الرتبة» دائماً » مايلى ”> و :> وذلك لأنه لن تكون لمصفوفة من 


Vee‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


النوع m Xn‏ أكثر من m‏ سطراً مستقلة ولا أكثر من le poem‏ مستقلة . ليس هناك مكان 
لمحاو رأكثر من gim‏ أكثر من «. نريد أن نبرهن أنه إذا كان r =m‏ فان لهذه المصفوفة 
متعاكوسا عن اليميث: رإذا كان n‏ = فان للمصفوفة معكوساً عن اليسار. فى ULH‏ 
الأولى» يوجد Arab pla‏ » دوماً ‏ حل» وفى الحالة الثانية» يكون الحل (إن وجد) 
وحيدا. المصفوفة المربعة هي المصفوفة الوحيدة التي قد تحقق cram gr =n‏ لذلك 
لاتوجد سوى المصفوفة المربعة التي قد تحقق الوجود والوحدانية . فالمصفوفة المربعةء 
فقط » قد يكون لها المعكوسان . 


5 -ف الوجود : للنظام Arab‏ حل واحد ×على الأقل من أجل كل قيمة ل 
b‏ إذا وإذا فقط كان فضاء الأعمدة هو ER”‏ آي إذا كان =m‏ . في هذه الحالة» يوجد 
معكوس عن اليمين © من النوع × ۸ يحقق ,1= AC‏ حيث / مصفوفة الوحدة من 
النوع om‏ وهذا ممكن» فقطء إذا كان« > sm‏ 

الوحدانية : يكون للنظام م = + حل واحد + على الأكثر إذا وإذا فقط كانت 
الأعمدة مستقلة bar‏ وحينئذ n‏ = . يوجد في هذه الحالة معكوس عن اليسار 8 من 
النوع mXn‏ بحيث يكون BAST,‏ ,1 مصفوفة الوحدة من النوع un‏ هذا ممكن. 
فقطء إذا كان m < n‏ . 

في الحالة الأولى» أحد J AH‏ الممكنة هو 3)x = Cb‏ إن Ax = ACb =b‏ لكن 
توجد حلول أخرى إذا وجدت معكوسات يينية أخرى . 

في الحالة الثانية e‏ إذا وجد للمعادلة Ax = b‏ حل فلابد أن يكون كمايلى : 
x = BA = Bb‏ ولكن من الممكن ألا يول سحا OY‏ 

هناك صيغ بسيطة للمعكوس اليساري وللمعكوس اليمينى إن وجد : 


PsA AY'A’ 4 CE QT. 


)1( عدد الحلول في حالة الوحدانية صفر أو واحد بينما هو فى حالة الوجود واحد أو مالانهاية . 


بالتأكيد /- AC‏ و =I‏ 84. الأمر الذي ليس مؤكداً» هو ماإذا كانت AT‏ 4و4 A”‏ 
قابلتين للعكس فعلاً . سنبين في الفصل الثالث أن للمصفوفة ATA‏ معكوساً إذا كانت 
الرتبة تساوى «وأن للمصفوفة 4 Ls See A‏ إذا كانت الرتبة تساوي:7. وهكذاء Op‏ 
للصيغ معنى حتماً عندما تكون الرتبة أكبر Sele‏ والمعكوسات من جانب واحد EKE‏ 
erT‏ 

هناك طريقة تعتبر أساسية أكثر مماسبق . يمكن النظر إلى عمود واحد في كل 
cö pa‏ من أجل مصفوفة dani C‏ : 


È 


A fxi KS wai Xm] =e) Be: us Em a ACE] 


كل عمود من ©» عندما يضرب ب۰۸ سوف يعطي عموداً في مصفوفة الوحدة . 
لإيجاد حل للنظام Ar = e‏ » نحتاج إلى أن تكون المتجهات الإحداثية » في فضاء 
الأعمدة. إذا احتوى جميع هذه المتجهات» فإن فضاء الأعمدة يجب أن يكون "۸ ! 
يجب أن يكون عدد أبعاده (الرتبة) =m‏ . هذه هى 'حالة الوجود e‏ عندما تولد الأعمدة 
د" 


0 0 4|_ 
TF 5 4‏ 
يماأن 2 = r =m‏ فان النظرية تضمن وجود معكوس عن اليمين © : 


1 ظ‎ 
000 =| i! 


C31 32 


Î4 0 0 
ac - | 5 4 


بالفعل» يوجد العديد من المعكوسات عن اليمين لأن السطر الأخير في © 
اختيارى تماماً. وهذه حالة وجود وليست حالة وحدانية . ليس للمصفوفة A‏ معكوس 


يساري إذ إن العمود الأخير من BA‏ وهو بالتأكيد صفري› ولا يمكنها أن تتطابق مع 


مصفوفة الوحدة ذات النوع 3×3 . 
بالنسبة لهذا المثال؛ الصيغة (A AY!‏ 4 = © تؤدى إلى الاختيار المحدد : 


0 











| 
4 olfa م‎ : 
c=lo 5|| 5 < l=lo يالل‎ 
gol! = : 
ظ‎ 2 0 0 


تختار الصيغة أصفاراً للرموز الاختيارية ,.» , cc,‏ هذه حالة 'المعكوس الكاذب' 
وهي طريقة نقرر فيها معكوساً Lele‏ عندما لاتتوفر طريقة نظامية لتقرير ذلك . لقد 
شرحت في الملحق الأول . 

إن منقول 4يؤدي إلى مثال فی انجاه معاكس بعدد لانهائي من المعكوسات 
US jamal‏ 











2 bis ||: : f 4 


الآنء العمود الأخير من 8 اختياري LL‏ هذا نموذج ل 'حالة الوحدانية' عندما 
تكون أعمدة (A‏ التى عددها Atta en‏ خخطيا. الرقية 8 2 ليس هناك متغيرات 
اختيارية إذ إن 0 = on -r‏ وهكذا .إذا كان هناك حل فانه الحل الوحيد . بامكانك أن 


تری متى يكون لهذا المثال حل : 











4 olf, 4 
bD, = Û ا 5 0 قابلة للحل إذا كان‎ ba 
o oll"? A 





عندما يكون 0 = b‏ فان الحل (وحيد !)هو b,‏ 5 /1 حر  ,‏ 5 1/4 دع . 
بالنسبة لمصفوفة مستطيلة » ليس من الممكن أن نحصل على الوجود والوحدانية 
Les‏ . اذا كانت m‏ مختلفة عن / aslo‏ لايمكن أن يكون r=magr=n‏ بالنسبة لمصفوفة 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية Viv‏ 


مربعة فالاأمر على العكس . إذا كان bm =n‏ لاتتحقق إحدى الخاصتين دون الأخرى . 
للمصفوفة المربعة معكوس يساري إذا و إذا فقط كان لها معكوس ييني . هناك معكوس 
واحد فقط =C =A!‏ 8. الوجود يؤدى للوحدانية والوحدانية تؤدي للوجود في حالة 
ا مصفوفة dull‏ . إن شرط قابلية العكس هو أن تكون الرتبة أكبر مايمكن ram =n:‏ 
يمكننا أن نعبر عن ذلك بطريقة أخرى : كل واحد من الشرطين التاليين لازم وكاف 
لتكون مصفوفة مربعة cA‏ من النوع en‏ غير شاذة . l‏ 
)١(‏ الأعمدة تولد oR‏ يعنى أن للنظام 5- ×4 حل واحد على الأقل لكل قيمة ل 5. 
(۲) الأعمدة مستقلة bbe‏ يعنى أن للنظام 0 = +4 الحل الوحيد 0 x=‏ 

يكن لهذه القائمة أن تزداد eY gb‏ بصورة خاصة إذا أخذنا بعين الاعتبارالفصول 
التى ستأتي فيما بعد. كل شرط في القائمة التالية مكافىء لأي واحد آخر منها ويؤكد 
أن 4 غير شاذة : 

)1( الأسطر تولد الفضاء R”‏ 

Abs الأسطر مستقلة‎ (E) 

)0( يکن للحذف أن يكتمل : 210ا- PA‏ حيث كل 0 + „d‏ 

(1) توجد مصفوفة AT‏ بحيث يكون != A AAA‏ . 

. لاتساوي الصفر‎ A محددة المصفوفة‎ (V) 

A ليس الصفر قيمة ذاتية للمصفوفة‎ (A) 


ATA )9(‏ معرفة إيجابياً. 

إليك تطبيقاً نموذجياً. لتكن Pr)‏ كثيرات الحدود من الدرجة 1- on‏ كثيرة 
الحدود الوحيدة من هذا النوع التي تنعدم في نقطة معروفة : P(t) = Pl sont‏ 
"o‏ لاتوجد كثيرة حدود أخرى من الدرجة 1- Ken‏ أن يكون لها n‏ جذراً . هذه قضية 
وحدانيه تؤدى إلى قضية وجود . إدا أعطينا القيم bob,‏ فانه تو جد كثيرة حدود من 


الدرجة 1 - ibn‏ هذه القيم : ط=( Lt oP‏ = :. الغرض من هذا المثال هو 


8 الجبر الخطي وتطبيقاته 


التعامل مع مصفوفة مربعه ؛ Ul‏ عدد معاملات (H‏ الذي هو : يساوى ste‏ المعادلات . 
بالفعل » إن نظام المعادلات (t) =b‏ م مطابق للشكل المصفوفى : 


=i‏ 2 ظ 

le, fi a b, 
2 | 

| ty 2 t> .و‎ D^ 

= 

fm E re by 





تعرف مصفوفة المعاملات هذه 4 ذات النوع n Xn‏ نحت اسم مصفوفة فاندرموئر 

Vandermonde‏ نكرر التبرير : يما أن ل0 دع الحل الوحيد 0 -+ (بقول اخر لايمكن أن 
تكون 0 =(  )‏ إلا إذا كان 0 = CP‏ فان ذلك يؤدي إلى أن المصفوفة 4 غير شاذة . 
لذاء سيكون للنظام Arab‏ حل دوما- يكن لكثيرة حدود أن تأخذ أى مجموعة 
مكونة من قيمة b‏ عند النقاط المختلفة ؛. سنجدء فعلاً » Lad‏ بعد محددة 4.. إنها 


لن تكون مساوية للصفر . 


المصفوفات ذوات الرتبة المساوية للواحد 

أخيراً » Sb‏ إلى الحالة الأسهل عندما تكون الرتبة أصغر مايمكن (ماعدا المصفوفة 
الصفرية التي رتبتها صفر) . من أهم المواضيع الأساسية في الرياضيات معرفة كيف 
يكن صياغة شيء مركب من قطع بسيطة . بالنسبة للجبر الخطي فإن القطع البسيطة 
هي المصفوفات من الرتبة واحد | r=‏ المثال FY‏ نموذجى : 


mo py 


| 
2 
Ai‏ 
A al‏ 
كل سطر في المصفوفة مضاعف للسطر الأولء لذاء فإن عدد أبعاد فضاء الأسطر 
يساوي الواحد . بالفعل» يمكننا كتابة هذه المصفوفة كاملة بالطريقة الخاصة ASL‏ 
كجداء daio‏ عمود يمتجه سطر : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۹ 


نم کل امن انم 
Ne‏ اسم 

i :‏ 
س وعم اله — 


جداء مصفوفة من النوع | Ax‏ بأخرى من النوع 3 × | هوه ‘ فة من النوع x3‏ 
4. علد slal‏ هذا elit}‏ يساوى الواحد à‏ نا حمل أن | Lal See Y‏ مضاعفات لو احد 


. كم ويرد إلى مستقيم‎ Nete ENET sos ET لك‎ siliga 


يقع هذا الأمر ذاته لكل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد : 


كل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد» لها الشكل البسيط suv”‏ ۸ . 


الأسطر جميعها DESM Dle Lis‏ والأعمدة جميعها مضاعمات للمتحه 
ou‏ فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة مستقيمان . 


eet 


نمارين 


صائب pi‏ خاطىء : إذا كان m =n‏ فان فضاء الأسطر ل 4 يساوي فضاء 
الأعمدة. 

أوجد عدد الأبعاد وكون أساساً للفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة 
المرافقة لكل من المصفموفتين : 


dois jE 1 4 0 
a=|? 2 8 4 i =| 0 0 1 


أوحد se oe‏ عقون أساسا الققاءات AS LI‏ الأساسية الأربعة 














oo 
o- 
oro 


\o, 


+ 


jag 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


صف الفضاءات الحزئيةالأساسية الأربعة فى الفضاء الثلاثى الأبعاد 
المرافقة للمصفوفة 


A= 








0 1 O 
0 O Li. 
0 0 0O0 


برهن أنه إذا كان جداء مصفوفتين هو المصفوفة الصفرية 0 = CAB‏ فان 
فضاء أعمدة B‏ محتوى في الفضاء الصفري للمصفوفة 4.. (كذلك فان 
فضاء أسطر 4 محتوى فى الفضاء الصفري اليسارى للمصفوفة 8. SN‏ 
كل سطر من 4 يضرب ب 8 ليعطي ae‏ | صفرياً) . 

فسر لماذا يكون النظام SUG Ax = b‏ للحل إذا وإذا فقط كانت رتبة =A‏ رتبة 
'4 حيث AM‏ مكونة من A‏ مضافاً إليها b‏ كعمود Bld]‏ . 

إرشاد : الرتبة هي سعة فضاء الأعمدة؛ متى لاتغير» إضافة عمود آخر 
هذه السعة ؟ 

لنفرض أن A‏ مصفوفة من النوع mxn‏ ورتبتهاء. ماهي الشروط التي 
تفرض على هذه الأعداد كى يكون : 

GAATSATA = 7 Kae A (أ) للمصفوفة‎ 

(ب) للنظام Ax sb‏ عدد SY‏ من ال حلول لكل م؟ 

لاذا لاتوجد مصفوفةيحوي فضاء أسطرها وفضاؤها الصفري المتجه 
li iif‏ 

لنفرض أن الحل الوحيد للنظام 0 m) Ax=‏ معادلة في (Y eran‏ 
هو0 = .x‏ ماهى الرتبة ولماذا ؟ 

أوجد مصفوفة من النوع 3 × | فضاؤها الصفري يتكون من جميع 
متجهات SIR‏ تحقق 42x, +4x,=0‏ ×. أو جد مصفوفة من النوع 
x 3‏ لها الفضاء الصفرى نفسه . 


Th ak 


١١5١-2-5 


1١١-82-5 


1252-2-7 


توکو 


\1-£-' 


۷-2-۲ 


A-2 — 1 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية = 


إذا كان للنظام Ax = b‏ دائماً »حل واحد على الأقل» فاثبت أن الحل 
الوحيد ل0 = رأ ۸ هو 0 = «. ارشاد : ماهي الرتبة ؟ 

إذا كان للنظام 0 Ar=‏ حل غير صفريء فاثبت أن النظام = Aty‏ 
y‏ لايكون له حل من أجل بعض قيم/. کون مثالا ل4و/. 

أوجد رتبة 4 واكتب هذه المصفوفة على شكل A= uv!‏ : 








a,b,c‏ أعداد معلومة حيث 0 * oa‏ كيف يجب اختيار # لتكون رتبة 
المصموفة : 

ante S| 
حلل المصفوفة وفق الصورة‎ od مساوية الواحد؟ بعد هذا الاختيار ل‎ 
5 
أوجد المعكوس اليساري و / أو المعكوس اليمينى (في حالة وجودهما)‎ 


لكل من : 














اذاكانت A Ses!‏ مستقلة A) Lbs‏ من النوع t dhs Cm Xn‏ تكون 
الرتبة- والفضاء الصفرى وفضاء الأسطر م ويوجد 
pa‏ 

(مغالطة ) لنفترض أننا نبحث عن المعكوس اليمينى للمصفوفة „A‏ 
عندئذ 1 = 48 تؤدي إلى AAB =A"‏ أو 47( (ATA‏ = 8. لکن هذا يحقق 
ai] EBA =]‏ معكوس يساري . أي ghar‏ لاکن تبريرها ؟ 

: عن‎ LA ge Lo فضاء جز‎ VOUS 15) 








١‏ الخبر الخطى وتطبيقاته 


1 
5 
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أو جد مصفو فة A‏ بحيث يكون ۷ فضاء أسطرها وأوجدمصفوة B‏ بحيث 
يكون ۷ فضاءها الصفري . 
۷۹-8-7 أوجد أساسا لكل من الفضاءات الحزئية الأربعة ل: 














GOG 1 23 4‏ 1] |4 3 2 1 قن 
ESL 1 ONE FG o 1 Fi.‏ 4 2 1 ااي 
‘woo 1 5 011/10 0 0 0 0)‏ 


Y+-£-Y‏ أوجد مصفوفة محققة للخاصة المطلوبة فيمايلي أو وضح BU‏ لاتوجد 
مثل هذه المصفوفة : 
l | O3 50‏ 5 : | 
)1( فضاء الاعمدة يحوى 0 وفضاء الأسطريحوي| 15 

| () 


ہکم 


0 
0 
| 1 


و 














3 وأساس الفضاء الصفري هو 


(ب) أساس فضاء الأعمدة هو i‏ 
1 





و u‏ 
حم لل نم 





R= وفضاء الأسطر‎ R= 5 ot YI eLa (=) 
تفسفاء‎ Sr الا‎ dole ih haia إذاكان للعصفوفتين‎ ۲ 
فهل يكون 4-8 ؟‎ 


؟-0 الشبكات ومصفوفات الدرود 

لم أكن سعيداً تماما بمصفوفة البند السابق التي كانت من النوع 3×4 .فخ Lotili‏ 
النظرية » كانت المصفوفة مقبولة LE‏ الفضاءات الحزئية الأربعة قابلة للحساب وليست 
تافهة» أبعادهاء - nr ar am‏ ٣لم‏ تكن أصفاراً. لكنها كونت بشكل مصطنع بدلا 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١0‏ 


من أن تصدر عن تطبيق جوهري ولذا »لم يتبين من خلالها أهمية تلك الفضاءات 
Ags‏ 

في هذا البند » سنقدم » صنفاً من مصفوفات مستطيلة تتميز بمميزتين. فهي 
بسيطة ومهمة . إنها تعرف باسم مصفوفة الورود» كل عنصر فيها هو 0 أو 1- أو 1. 
والذي تجدر ملاحظته هو أن الشيء نفسه صحيح بالنسبة ل 1 و U‏ وبالنسبة لمتجهات 
أساس الفضاءات الجزئية الأربعة . لهذه الفضاءات الحزئية دور رئيسى في نظرية 
الشبكات ونظرية البيانات . تصدر مصفوفة الورود مباشرة عن بيان وسوف نبدأ بمثال 
محدد» مع التأكيد على أن كلمة Oly‏ لاتعني بيان دالة (مثل القطع المكافىء =x?‏ «) . 
هناك معنى آخر مختلف COLE‏ هو أقرب لعلوم الحاسوب منه إلى التفاضل» ومن 
السهل توضيحه . هذا البند اخحتياري إلا أنه يعطى الفرصة لرؤية المصفوفات المستطيلة 
في التطبيق » ولملاحظة كيف تبرز المصفوفة المربعة المتناظرة 4۸ في النهاية . 

يتكون البيان من عنصرين رئيسيين : مجموعة ' العقد “ومجموعة الأضلاع 
التي تصل بين هذه العقد. لبيان الشكل (EY‏ أربع عقد وخمسة أضلاع . ليس من 
الضروري وجود ضلع بين كل عقدتين» فليس هذا مطلوبا (الضلع من رأس إلى نفسه 
منوع). إنه يشبه مخطط الطريق حيث المدن هي العقد والطرق هي الأضلاع . إن 
البيان المذكور آنفاً هو بیان موجه بمعنى أن لكل ضلع سهماً يبين اتجاهه . 

تعد مصفوفة الورود ضلع-عقدة من النوع 4 × 5» نرمز لها ب 4.. يوجد سطر 
لكل cals‏ ذلك للدلالة على أن العقدتين متصلتين بذلك الضلع . إذا انطلق ضلع 
من العقدةز إلى العقدة k‏ فإن السطر ا مقابل يحتوي على -١‏ في العمود زو 1+ في 
العم ود ». مصفوفة الورود مكتوبة إلى جانب البيان . 

يبين السطر الأول الضلع الواصل بين العقدة ١‏ والعقدة ۲ . يقابل السطر الخامس 
الضلع الخامس الذي يصل العقدة | بالعقلة £ , 

لاحظ ماذا حصل للأعمدة . العمود الثالث يعطى معلومات عن العقدة oY‏ إنه 
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شكل .)٤-۲(‏ بيان موجه ومصفوفة ورود aló‏ عققدة . 

يبين أي الأضلاع داخلة وآي الأضلاع خارجة . الضلعان ۲ و Y‏ يدخلان LÍ‏ الضلع ٤‏ 
فيخرج . تدعى المصفوفة 4 . أحياناًء بمصفوفة الاتصال أو المصفوفة التبولوجية . 
يزيد فيها» عادة» عدد الأسطر على عدد الأعمدة . إذا احتوى البيان على m‏ ضلعاً ny‏ 
عقدة فان المصفوفة A‏ تكون من النوع om Xn‏ ومنقولها هو مصفوفة الورود عقدة 

نبدأ بالفضاء الصفري للمصفوفة 4. هل هناك تركيب للأعمدة يعطى صفراً ؟ 
يأتى sole » itl‏ »من الحذف» لكنه هنا sh‏ بلمحة . مجموع الأعمدة يساوي 
عموداً صفرياً . لذا فان الفضاء الصفري يحتوى المتجه المكون من وحدان؛ إذا كان × 
)1,1,1,1( = لذاء فان 0 = ×4 . حل المعادلة = ×4 ليس وحيداً (هذا إذا كان لها حل 
أصلا) . يمكن أن يجمع أي 'متجه ثابت'( (ccc‏ =× لأي حل للنظام Ax=b‏ فنحصل 
بذلك على حل جديد . 

يكون لهذا معنى لو أننا نظرنا x ×××, OLS pol‏ على أنها طاقات كامنة عند 
العقد . المتجه Ax‏ يمثل . A>‏ فروق الطاقة . هناك خمس مركبات ل+ة (الأولى هی 
× » من 1+ في السطر الأول من (A‏ وهي تعطي فروق الطاقة خلال الأضلاع 
ا لخمسة . لذا c‏ تسأل المعادلة م Ax=‏ : إذا اعطيت الفروق,5..... #فأوجد الطاقات 
الفعلية x rar,‏ إلا أن هذا مستحيل عمله ! إذ إنه بالإمكان زيادة أوتقليل الطاقات 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ae‏ 


بمقدار ثابت » دون أن تتغير الفروق» وهذا مايؤكد أن aeee)‏ × ينتمي إلى الفضاء 
الصفري ل4. في الحقيقة» هذه المتجهات هي الوحيدة في الفضاء الصفري Ax= OY‏ 
0 تعنى طاقات كامنة متساوية خلال كل ضلع . إن الفضاء الصفري لمصفوفة الورود 
هذه ذو بعد واحد. لنعين OV‏ الفضاءات الحزئية الثلاثة الأخرى : 

فضاء الأعمدة : من أجل أى فروق .5(..... ۵ » يمكننا أن نحل Ax sb‏ ؟ للإجابة 
المباشرة على ذلك» نعيد النظر فى المصفوفة . إن role‏ جمع السطرين الأول والثاني 
هو السطر الثالث . لذا » نحتاج في الطرف الأيمن أن يكون رط = رط + ٠‏ وإلا فليس 
هناك حل . إن حاصل جمع السطرين الثالث والرابع هو السطر الخامس . لذاء فالطرف 
الأيمن يجب أن يحقق b +b, =b,‏ لكى نحصل GILL‏ على 0 = 0. وهكذاء إذا كان 
b‏ ينتمى إلى فضاء الأعمدة فيلزم أن يتحقق : 


(\) bi +b -b3 =0 و‎ by وطدوط+‎ =0. 


متابعة البحث» نجد أن مجموع الأسطر الأول والثاني والرابع يساوي السطر 
الخامس . إلا أن ذلك ليس بجديد؛ فجمع المعادلات في )١(‏ يؤدي إلى أن 
b +b +b =b,‏ . هناك شرطان مفروضان على المركبات الخمس حيث إن عدد أبعاد 
فضاء الأعمتنةهوة = 5-2 هلان الشرطان خدهما degre‏ أفضل هن خلال 
الحذف» ولكن» هنا ينبغي أن يكون لهما معنى على البيان . 

القاعدة هي أن مجموع فروق الطاقة حول عروة يساوي الصفر . الفروق حول 
العروة العليا هي b,- b,‏ ,۵ (إشارة الناقص مطلوبة من اتجاه السهم) . للدوران على 
العروة والعودة إلى الطاقة ذاتهاء نحتاج إلى 0 =,ط-رط+ b,‏ بصورة مكافئة » يجب أن 
تحقق فروق الجهد العلاقة (xx) + (tx, ( = (xx,‏ بصورة مشابهة يصدر 
الشرط 0 = b +b b,‏ عند العروة السفلى . لاحظ أن أعمدة A‏ تحقق هذين الشرطين - 
يجب ذلك Arab oY‏ قابل للحل LE‏ عندما يكون b‏ في فضاء الأعمدة . توجد ثلاثة 
أعمدة مستقلة» لذاء فالرتبة 3 r=‏ 


١1‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


الفضاء الصفري اليساري : ماهي تراكيب الأسطر التي تعطى صفراً ؟ يجاب 
عن ذلك Lal‏ بواسظة العرى. المتجهان اللذآن يحققان 0 = WA‏ هما : 


ali 1 -1 0 Ol » ys=[0 0 1 1 a 


كل عروة تنتج متجهاً y‏ فى الفضاء الصفري اليساري . المركبة ١+‏ أو —\ تعين 
متى يكون لسهم الضلع اتجاه سهم العروة. تركيب ,او Late yey,‏ في الفضاء 
الصفرى . في الواقع » (1-,1,1,0,1) = day, ty,‏ العروة حول الجزء الخارجي من 
Obs‏ 

إنك تعلم أن فضاء الأعمدة والفضاء الصفري اليساري مرتبطان بإحكام . عندما 
يحوي الفضاء الصفري اليساري المتجه (1,0,0-,1,1) = «فان متجهات فضاء الأعمدة 
tby = 0 ja‏ ط. إن ذلك يوضح العلاقة 0 = eyb‏ وستصبح.ء قريباًء الجزء الثاني 
من النظرية الأساسية للجبر الخطي '. نهمل الحالة العامة ونعتبر هذه الحالة المحددة 
قانوناً لنظر ية الشبكات المعروفة باسم قانون الطاقة لكير تشو Kirchhoff‏ . 


Y‏ ص متجهات الفضاء الصفري اليساري تقابل عرى البيان . اختبار وجودها 
فى فضاء الأعمدة هو قانون الطاقة لكي رتشوف : 
مجموع فروق الطاقات الكامنة حول عروة يجب أن يساوي الصفر . 


فضاء الأسطر : يحتاج إلى معنى بلغة البيانات . يحوى فضاء الأسطر متجهات 
من فضاء ذي أبعاد أربعة ولكنها ليست كل متجهات هذا الفضاء؛ adai‏ أبعاده SU‏ 
فقط . يمكننا العمل GILL‏ لإيجاد ثلاثة أسطر مستقلة و يمكننا النظر فى البيان . الأسطر 
الثلاثة الأوائل مرتبطة OY)‏ السطر ١‏ + السطر ۲ = السطر ۳) لكن الأسطر ٤,٠,١‏ 
مستقلة : الأسطر تقابل الأضلاع؛ وتكون الأسطر مستقلة شرط أن لاتحوي الأضلاع 
عرى . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \ov‏ 


الأسطر ٤,۲, ١‏ آساس» لکن كيف تظهر تركيباتها S‏ مجموع عناص JS‏ سطر 
يساوي الصفر لذاء فإن لكل تركيب هذه الخاصة ذاتها . إذا كان ( ل f= Fff‏ 
تركيباً Las‏ للأسطر فان : 
(Y) fi t+fo+f,+f,=0.‏ 


هذا هو اختبار كون/ واقعاً فى فضاء الأسطر . إذا نظرنا إلى الوراءء نحد ارتباطاً 
مع المتجه (1.1,1.1 ) + الواقع في الفضاء الصفري . هذه الوحدان الأربعة الظاهرة فى 
المعادلة(۲) ليست مجرد صدفة : 

إذا كان فى فضاء الأسطر و :دفي الفضاء الصفري فان 0 =+ / . 

هذا يوضح من جديد النظرية الأساسية في الجحبر الخطي (الجزء (Y‏ وهي تصدر 
عن القانون الأساسي لنظرية الشبكات -إنها هنا قانون التيارات لكي رتشوف . ا جريان 
الكلى في كل عقدة يساوي الصفر . الأعداد Af fff,‏ مصادر التيار' فى العقد . 
على المنبع f,‏ أن يوازن ,¥ c- YY,‏ وهو التدفق الذي يغادر العقدة (1) ويجري في 
الأضلاع 1.3.5 . إن ذلك هو المعادلة الأولى من النظام/ = Aly‏ يقع بصورة مشابهة في 
العقد الغلاث الأخرى_حفظ الحمل يتطلب أن يكون التدفق الداخل = التدفق الخارج . 
fod T‏ هنا هو أن متقول ۸هو LLE‏ ا مصفوفة الصحيحة لقانون OLA‏ 

يكون النظام Aly‏ قابلاً للحل عندما بقع رفي فضاء أعمدة 47 الذى هو فضاء 

اسا 


Y‏ المعادلات الأربع في للنظام/- A y‏ الناتجة عن العقد الأربع للبيان تعبر 6 قانون 
كي رتشوف في ا جريان . 
الجريان الصافي في كل عقدة يساوي الصفر . 
يكن أن يكون هذا القانون محققاً لو كان التيار الكلى الداخل في العقد من الخارج 
هو 0 Lf Ah Af =E‏ 


م0١‏ ابر الخطي وتطسيقاته 


إذا كان 0 = فان قانون كيرتشوف في الجريان هو 0 = Ay‏ إنه محقق GL‏ تيار 
يدور حول العروة. وهكذا تضع العرى المتجهات Sy‏ الفضاء الصفري ATS‏ 


الشجرة الممتدة والأسطر المستقلة 

من الملاحظ أن كل عنصر في متجهات الفراغ الصفري يساوي أحد الأعداد 
0 . الأمر ذاته صحيح من أجل عوامل PA=LDU‏ الناتجة عن الحذف . لايبدو ذلك 
مدهشاً لأنه صحيح من أجل مصفوفة الورود التي انطلقنا بها . إلا أنه يجب ألا ينظر 
إلى العددين 1+ على أنهما وجدا بصورة آلية . لايمكنهما أن يكونا وراثة عن و . إذا 
بدأنا ب | 1 دف فان الحذف سينتج 2 كمحور ثان (وكذلك أيضاً »فى المحددة) . 
المصفوفة A‏ ليست مصفوفة ورود. 

من أجل مصفوفات الورود» لكل خطوة حذف معنى في البيان ‏ وسننفذ هذه 
الخطوات فى مثال : 


-oo- 
ه الاح‎ 
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1 
-| 
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الخطوة الأولى تجمع السطر ١‏ إلى السطر E‏ لتجعل صفراً في القرنة الدنيا 
اليسارية . ينتج ذلك 1 كسطر رابع . لقد بقى هذا عق شاا 1+ 
وبقيت المصفوفة مصفوفة ورود. السطر الجديد يقابل الضلع المنقط في البيان» من 4 
إلى 2 . كان الضلع القديم من 4 إلى 1 وقد حذف لصالح هذا الضلع الجديد. 

الخطوة التالية من الحذف التي تستخدم السطر Y‏ كسطر محور» ستكون مشابهة 
لا قبلها. إضافة السطر ۲ إلى السطر الجديد ٤‏ تنتج 1-,0,0,1 الب ت 
4إلى 3. الضلع المنقط سيحذف ويستعاض عنه بهذا الضلع الجديد (في الأعلى). لقد 
ظهر oll‏ معاكس للضلع الموجودمن ۳ إلى > OY‏ السهمين 2 - 4 و 3 - 2 قد ركبا 
Lha)‏ 3 - 4 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١64‏ 


الخطوة الأخيرة من الحذف تبتلع هذا الضلع الجديد وتترك صفراً في السطر 4 . 
لذا فان المصفوفة U‏ تشابه 6A‏ إلا فيما يتعلق بالأصفار الأخيرة . الأسطر الأوائل من A‏ 


يعيدنا ذلك إلى السؤال العام : ماهي الأسطر المستقلة في مصفوفة ورود؟ 
الجواب هو : 


تكون الأسطر مستقلة إذا لم يكن في الأضلاع المقابلة عرى . 

يوجد في نظرية البيانات اسم لمجموعة أضلاع لاتحوي عرى . إنها تدعى 
شجرة . الأضلاع الأربعة في بياننا المربع لا تكوّن شجرة» day Vl bo,‏ من FA‏ 
مستقلة . الأضلاع الثلاثة الأوائل (في الواقع أي ثلاثة أضلاع) في البيان الأصلي 
تكوّن شجرة وكذلك كل ضلعين وكل ضلع بمفرده؛ يمكن للشجرة أن تكون صغيرة . 
لكن من الطبيعي أن ننظر في الشجرة الكبيرة» أيضاً . 

تدعى الشجرة التي تصل إلى كل عقدة في البيان شجرة ممتدة . تولد أضلاعها 
البيان وتولد أسطرها فضاء الأسطر . فى الحقيقة» هذه الأسطر هي أساس فضاء A‏ 
إضافة سطر آخر (ضلع آخر) سيغلق عروة . الشجرة الممتدة هي أكبر شجرة ESE‏ . إذا 
كان OL‏ : من العقد» فإنه يكون لأية شجرة ممتدة 1 - ”من الأضلاع . إن ذلك هو 
عدد الأسطر المستقلة في 4 وهوء Lal‏ رتبة المصفوفة . 

يجب أن يكون هناك 1 - «عموداً مستقلة : يوجد la pae n‏ مجموعها هو 
العمود الصفري . فضاء A‏ الصفري مستقيم يحمل المتجه (1,1.....1) x=‏ عدد 
الأبعاد «-1+(1 - (n‏ وهو ماتتطلبه النظرية الأساسية للجبر الخطي . 

تعطي هذه النظر a‏ أيضاًء عدد العرى المستقلة -الذى هو ote‏ أبعاد الفضاء 
الصفري اليساري . إنهم - m‏ أو 1 + ” - lm‏ إذا كان البيان واقعاً في مستوء UKE‏ 


)1( هذا هو قانون أويلر الذي أصبح له اليوم برهان من الجير ged)‏ : 7+1-عروة كه (عدد 
العرى) + (عدد الأضلاع) + (عدد العقد)= ١‏ 


Vi.‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


أن ps‏ مباشرة إلى Ope‏ العروة. يوجد اثنتان من هذه العرى الصغيرة فى 
الشكل (۲- »)٤‏ العروة الكبيرة حول المنطقة الخارجية غير مستقلة ؛ كذلك إذا امتد 
البيان إلى خارج المستوي مادام Uns pa‏ فإنه يبقى فيه -n +l‏ «اعروة مستقلة . يكن 
لكل عقدة في بيان مترابط» أن تمتد إلى عقدة أخرى يو جد طريق مكون من 
الأضلاع الواقعة بينها. ولنلخص خواص مصفوفة الورود : 

الفضاء الصفري : عدد أبعاده tl‏ يحوي (1......1) =×. 

فضاء الأعمدة : عدد أبعاده 1 TALLE‏ #عموداً تكون جملة Mas‏ 

فضاء الأسطر : عدد أبعاده cm - n‏ تصدر الأسطر المستقلة عن أى شجرة ممتدة . 

المضاء الصفري اليسارى : عدد أبعادة +l‏ ۸ - ” يحوي المتجهات y‏ الصادرة 
عن العرى ' كل متجه رمن فضاء الأسطر يحقق 0 = f =f + tf‏ ×-مجموع التيارات 
الواردة من الخارج يساوي الصفر. كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة يحقق 0 = yb‏ _ 
مجموع فروق الطاقة « حول كل العرى يساوي الصفر . ينتج ذلك عن قانون كير تشوف 
وبعد قليل» سنقدم قانوناً ثالثاً هو (قانون أوم .Cohm‏ لهذا القانون خواص المادة 
وليس خواص مصفوفة الورود وهو يربط × ب «. أولاً ستبقى مع المصفوفة A‏ من أجل 
تطبيق يظهر أنه تافه لكنه ليس كذلك . 


تصنيف فرق كرة القدم 
في نهاية الفصل » يصنف الاستفتاء فرق كرة القدم في الكليات يمثل ذلك 
محاكمة شخصية وهوء على الأغلب معدل عدد من الآراء ويصبح» إلى حد ماء غير 
واضح في أثر اثنتي عشرة كلية . نريد تصنيف جميع الفرق على قاعدة رياضية . 
المرحلة الأولى هي التعرف على البيان. إذا نازل الفريق j‏ الفريق ok‏ فإننا نضع 
ضلعاً بينهما. تقع الفرق في العقد OL Ll Fy‏ بالأضلاع . لذا سيكون هنا بضع 
مئات من العقد ويضعه آلاف من الأضلاع التي ستعطي اتجاهاً ممثلاً بسهم موجه من 
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الفريق الزائر إلى الفريق المضيف . يبين الشكل جزءاً من البيان الذي يحوي بعض 
الكليات الجدية وكلية غير جيدة في كرة القدم لمدة طويلة . لحسن الحظ لم يتصل البيان 
بالكلية (التى كتبت هذه الكلمات من أجلها) . بقول رياصى » فإنه لايمكننا أن نثبت أن 
MIT‏ متميزة من النوع الأول (مالم تلعب مباراة مع إحدى الفرق) . 


Harvard Yale Ohio State USC Texas 





Purdue Michigan Notre Dame Georgia Tech 


شکل )0-1 Oly. C‏ كرة القدم . 

إذا كانت كرة القدم منسقة جيدأء فإنه يمكننا أن نعين قدرة ,× لكل فريق . لذا 
إذا لعب الفريق «مع الفريق ۸ » فإن الأعلى قدرة منهما سيظفر بالمباراة. سيكون» في 
الحالة المثالية» الفرق b‏ بين مجموع النقاط المحرزة (الفريق المضيف ناقصاً الفريق 
الزائر)» مساوياً تماماً الفرق ×- ,+ بين القدرتين . ليس عليهما أن يلعبا أيضاً المباراة! . 
سيحدث في هذه ا حالة تسوية كاملة على أن الفريق ذا القدرة الأعلى كان هو الأفضل . 

لهذه الطريقة صعوبتان (على الآقل). لقد حاولنا ايجاد عدد + لكل فرقة 
بحيث يكون ط = ,× - x,‏ لكل مباراة. يعني ذلك وجود بضعة ألوف من المعادلات 
وبضع مئات من المجاهيل . توضع المعادلات = 3x -x‏ نظام ط =۸ حیث 4 هي 
مصفوفة الوقوع . فلكل مباراة سطرء بالعدد ١+‏ في العمود ۸ و ١-‏ في العمود v‏ 
وذلك لتعيين أي فريقين Lad‏ هذه المباراة . 

الصعوبة الأولى : إذا كان غير واقع في فضاء الأعمدة فإنه لايوجد حل . 
على النقاط أن تكون منسقة تماماً وإلا فلا يمكن تعيين القدرات . 

الصعوبة الثانية: إذا لم يكن ل A‏ متجهات صفرية في فضائها الصفري» فإن 


Princeton 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 


القدرات لن تتعين بشكل جيد . في الحالة الأولى المتجه × غير موجود» وفي الحالة 
الثانية هذا المتجه غير وحيد. و من الممكن أن تقع الصعوبتان معاً. 

الفضاء الصفري سهل» ولكنه يظهر نقطة مهمة . يحوي دائماً متجه وحدان 
OY‏ 4 تشير » فقط »إلى المروق , *- ,× . لإيجاد القدرات» يكننا أن نتخصص 
بصورة اعتباطية صفر القدرة لها فارد Harvard‏ الأمر الذى يكن تبريره بصورة مطلقة 
(لقد تكلمت بصورة رياضية) . لکن إذا لم يكن البيان مفصلاً أي أنه غير BIS‏ فإن 
حل قطعة منفصلة من البيان يسهم بمتجه من الفضاء الصفري . يوجد. أيضاً c‏ متجه 
يمثل ب 1= × وتمثل البقية ب 0= × . لذلك» Op‏ علينا أن لانسقط هارفارد وحدها 
بل فريقاً واحداً في كل قطعة . (لايوجد أي ظلم باعطاء قدره صفرية ؛ إذا وقعت جميع 
القدرات og SV‏ تحت الصفر فإن الفرق السافظة تاتب Vg)‏ إن sae‏ ابعاد القضاء 
الصفري هو عدد قطع البيان - إنه يساوي عدد درجات الحرية فى × . تنقل هذه الحرية 
بتثبيت واحدة من القدرات في كل قطعة ولن يوجد عندئذ وسيلة لترتيب قطعة مقابل 
آخری: 

يظهر أنه من الصعب وصف فضاء الأعمدة . أي مجموعة من النقاط تلائ 
مجموعة من القدرات؟ من المؤكد أن النظام ٥‏ =×4 غير قابل للحل» إذا هزم فريق 
هارفارد Gx pHarvard‏ ييل Yale‏ وهزم فريق ييل فريق برينكتن 1060100 وهزم فريق 
برينكتنن فريق هارفارد . لكن ٠‏ فوق ذلك » سيكون مجموع فروق النقاط حول عروه 


يساوي الصفر . 





Pem °‏ بطع by‏ 
إن ذلك هو قانون الطاقة لكي 505 Kirchhoff‏ : - مجموع فروق الطاقة حول 
عروة يساوي الصفر . إنه كذلك قانون من الجبر الخطى - يكن حل المعادلة بصورة 
صحيحة عندما يحقق المتجه b‏ الارتباطات الخطية نفسها التي نحققها اسطر الطرف 
الأيسر. لذا يؤدي الحذف إلى 0-0 ويمكن عندئذ إيجاد الحل . 
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فى الحقيقة » من المؤكد أن b‏ لايقع SUE‏ فضاء الأعمدة وتكون مجموعة 
نقاط لعبة كرة القدم غير متسقة . أفضل طريق للحصول على ترتيب واقعي هو طريق 
ا مربعات الأصفرية . اجعل Ar‏ قريباًء بقدر الامكان» من 5 . لقدظهر ذلك في 
الفصل الثالث ولنذكر هنا تسوية أخرى فقط . يحصل الغالب على مكافأة قدرها 
خمسون نقطة . أو مئة نقطة . أيضاً . مقابل اعلى فروق النقاط . بطريقة اخرى» كسب 
نقطة واحدة قريب جداً من خسارة نقطة واحدة . إن ذلك يجعل الترتيبات المحسوبة 
قريبة جداً من نتائج الاقتراع . 


ملاحظة إضافية على البرهان 

بعد كتابة هذا المقطع وجدت مايلي في نيويورك تايس . 

لقد وضع الحاسوب. في نهاية ترتيب عام c ۱۹۸٩‏ ميامي Miami‏ (۲-۱۰) في 
الموضع السابع فوق تينيسي Tennessee‏ (۲-۱-۹) . بعد بضع أيام من هذا النشر بدأت 
تصل طرود تحوي برتقالاً ورسائل ساخطة من المعجبين من تينيسي إلى القسم الرياضي 
فى جريدة التاهس . لقد كان هذا الخضب نتيجة لانتصار تينيسي على ميامي ب ۲١‏ - ۷ 
فى لعبة السكرية Sugar Bowl‏ . لقد صنف تصويتا AP‏ و UPI‏ تينيسي في الموضع 
الرابع وصنف ميامي في موضع أخفض من ذلك بصورة بينة . 

وصل فى اليوم السابق صباحاً تسعة طرود من البرتقال إلى حوض السفن 
الرئيسى مرسلة إلى مستشفى بيلفيو Bellevue‏ تحمل رقعة تحذير من أن نوع البرتقال 
ومحتوياته مشكوك فيها . 

هذا كثير El‏ هذا التطبيق للجبر الخطي . 


الشبكات والرياضيات التطبيقية المتقطعة 
Chin‏ باق إلى شيكة عندما ققل الأعداد ...+ الاضلاغ تمك أن مكل ة 
طول ضلع : أو سعته أو مرونته (إذا حوى نابضا) أو ناقليته (إذا حوى مقاومة) . تنتقل 


1١11‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


هذه الأعداد إلى مصفوفة قطرية © من النوع om Xm‏ إنها تعكس ”خواص مادية' على 
عكس مصفوفة الورود 4 التي تعطي معلومات حول الارتباطات . بتركيب هاتين 
المصفوفتين 4و eC‏ تدخلان في المعادلة الأساسية للشبكات» ونريد شرح هذه المعادلة . 

سيكون تفسيرنا بلغة الكهرباء . الناقلية على الضلع :هي ء والمقاومة Ac‏ 
يقول قانون أوم : إن التيار UI‏ من هذة المقاومة هو : 

y= ce‏ أو شدة التيار = (الناقلية) (هبوط الطاقة الكامنة) 

يكتب ذلك Las)‏ بالصورة IR‏ = . يساوي هبوط الطاقة شدة التيار مضروباً 
بالمقاومة. يصبح قانون أوم. معادلة متجهة تتعلق بجميع الأضلاع دفعة واحدة» y‏ 
Ce‏ = 

نحتاج إلى قانون كي رتشوف للتوتر وإلى قانون الشدة PEY‏ هذه البنية ' 

هبو b‏ التوتر حول عروة يساوي الصفر KVL‏ : 

مجموع شدات التيارات فى عقدة يساوي الصفر KCL‏ : 

يسمح لنا قانون التوتر أن تخصص الطاقات , ...... + بالعقد. لذاء فان الفروق 
حول عروة تعطي مجموعاً مثل 0 = )4 Hr‏ ,)+( × -.») حيث كل الأشياء 
تختصر . يطلب منا قانون التيار أن نجمع التيارات في العقدة ١‏ التي تمثل فى 4 العمود 
7. إنها تساوي ١+‏ من أجل الأضلاع الداخلة بالعقدة و ١-‏ من أجل الأضلاع 
الخارجة . يجمع الضرب 477 التيار ات باشاراتها الصحيحة (الظاهرة بالأسهم المحمولة 
على الأضلاع) . هذا المتجه Aly‏ الذى يمثل جميع ol LS!‏ 5 العقدة يساوى الصفرء 
إذا لم يكن هناك منابع خارجية للتيار . في هذه الحالة بالذات» يكون قانون كي رتشوف 
للتيار هو 0 = Ay‏ 

gn‏ ر dele‏ نخصص حداً يتعلق بالمنبع . إذا أرسلت العيارات القارجهة 
Off,‏ العقد فان القانو ن يصبح Ay=f‏ 

المعادلة الأخرى هي قانون أوم» لكننا نحتاج إلى تعيين e‏ - الذي يمثل انخفاض 
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التوتر باجتياز ا لمقاومة . يعطي الحداء Ax‏ فرق الطاقة بين العقد. بعكس الاإأشارة e‏ 

Ax‏ - يعطي انخفاض الطاقة . جزء من هذا الانخفاض تؤديه المدخرة الواقعة فى 
الضلع وهي ذات الشدة ط. بقية الانخفاض لاجتياز المقاومة ويعطى بالمرى e‏ 
AJU sb - Ax‏ يأخذ قانون أوم Ce‏ = « الصورة : 


(۳( Cly+Axr=b أو‎  y=C@-Ax) 

إنه يربط ب «. لم يعد بإمكاننا أن نجرب حل Arab‏ (الأمر الذي يصعب اجراؤه 

CY لأنه يو جد عدد من المعادلات يزيد عن عدد المجاهيل) . يوجد حد جديد‎ oF! 
الحالة الخاصة التي‎ Ladle في الحقيقة» الحالة الخاصة التي كان لها بالصدفة حل » هي‎ 
- لامر فيها تيار. في هذه ا حالة يكون مجموع المدخرات حول العرى مساوياً الصفر‎ 


نؤكد على ا معادلات الأساسية للتوازن التي تركب قانون أوم مع قانوني 
#يرتشوق : 





)£( 
إن ذلك نظام متناظر اختمى فيه ©. المجاهيل هى التيارات روالحهود: . إنه نظام 
خطى ويمكنك كتابته على «صورة كتل»» مثل : 


C أن تجرى حذفاً على صورة الكتل هذه. اللحورهو'‎ ET TO EM: 
: والمضروب هوء ٤4ء ويزيل الطرح '4 من تحت المحور . النتيجة هي‎ 


g” A fly|_| 8‏ أ 
-A'CA HERGA‏ 0 | 5 


pes ATI‏ الخطي وتطبيقاته 


نحل المعادلة بالنسبة ل + الواقع في السطر الأدنى : 
A" CAx =A‘ Cb-J‏ )1( 

لذاء يعطي تعويض تراجعي فى المعادلة الأولى المجهول y‏ 

لایو جن أي شىء غامض في VY)‏ إذا عوضنا Ay =f by =€ (b -Ax)‏ نصل 
إلى تلك المعادلة . لقد حذفت التيارات Cale gy‏ معادلة في x‏ 

ملاحظة مهمة : في كل هذه المعادلات» من المهم أن تكون إحدى الجهود ثابتة 
مسبقاً : 0 =× . يجب أن تربط العقدة ۸ بالأرض ويحذف العمود» من مصفوفة 
الورود. المصفوفة الناتجة هي التي عنينا بها ۸؛ إنها من النوع (1 - X(n‏ ” وأعمدتها 
مستقلة . المصفوفة المربعة 4504 التى هي مفتاح حل المعادلة (5) من أجل x‏ هي 
مصموفة ALL‏ للعكس وهي من المرتبة  -1‏ : | 

(n-1)Xm mXm mX(n-1)  (n-1)X(n-1) 


par [|] © |] م‎ [=] 


مثال لنفرض أن مدخرة ومنبع تيار 65 Sk‏ (وخمس مقاومات) قد أضيفت إلى 
الشبكة التى ناقشناها من قريب : 
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لم تكتب معادلة من أجل العقدة 4 . في هذه العقدة» يتطلب قانون 
التيار أن يكون 0 = HY,‏ ڕر . ينتج ذلك عن المعادلات الثلاث الأخر التى 
مجموعها 0 = -yy‏ 

المعادلة الأخرى هى +Ax =b‏ و يرتبط الجهد ×بالتيار ihal yy‏ قانون أوم . 


تحوي LI‏ . فة القطرية C‏ الناقليات | F - 6 <i‏ الطرف الاين مكون من شدة 
المدخرة ۷= b‏ والكتلة Cy +Ax =b‏ فوق =f‏ نك : 


Ry Vy 0 

R, | V2 0 

R3 ¥3 å 

Cc! Ally R4 ya|_| 0 
p دا‎ R, ys} | 0 
وت‎ «| g j X, 0 

| [1 0 0 0 X3 I 

0 1 1 [1 0 | X3 0 





النظام من النوع 8 × 8 > بخمسة تيارات وثلاثة جهود . يرجعه الحذف إلى نظام 
من النوع 3× 3» ۴ - A CAx=A Cb‏ . تحوي مصفوفة هذا النظام CEIR DL all‏ 
(لأنك في الحذف تقسم على المحور) . هذه المصفوفة هي ANCA‏ وهي تستحق النظر- 
بسبب السطر الرابع والعمود الرابع الصادرين عن العقدة المتصلة بالأرض ؛ إنها تحوى 


p- 


‘Lal 
ĉi tea + ©. عب‎ —C4 =C; (node 1) 
ACA = 6 رن‎ +e, اسح‎ | 0 (node 2) 
— مخ ل ود‎ Cs + Cy t Cy | — Ca (node 3) 
- وخ‎ 0 - C4 Ca +c, (node 4) 


يمكنك » تقريباً » أن تدرك هذه المصفوفة بضرب ”47 فى 4-القرنة اليسرى والسفلى 
والقرنة العليا واليمنى من المصفوفة ذات النوع 8 ×8 أعلاه. العنصر الأول هو 
1+1+1 » أو c te te,‏ عندما تكون © محتواة؛ الأضلاع 1,3,5 تصل إلى العقدة1. 


VIVA‏ ا حبر الخطى وتطبيقاته 


العنصر القطرى التالى هو 141 أو Sb cc +c,‏ من الأضلاع التى تصل إلى العقدة 2 . 
بصورة مشابهة tote, ٠‏ » تصدر عن العقدة 3 . خارج هذا القطرء تظهر الأعداد e‏ 
باشارة ناقص ولكن ذلك ليس لأضلاع العقدة 4 ا موصولة بالأرض . يقع ذلك في 
السطر الرابع والعمود الرابع الذي حذف عند حذف العمود 4 من A‏ بوصل العقدة 
الأخيرة بالأرض› يختصر النظام إلى المرتبة 1 - on‏ والشيء الأهم من ذلك يتعلق 
بال لصفو فة A'CA‏ التي أصبحت قابلة للعكس . تتصف المصفوفة ذات النوع 4 × 4 بأن 
مجموع أي سطر من أسطرها أو عمود يساوى الصفرء dhs‏ المتجه (1,1,1,1) يقع في 
فضائها الصفرى . لاحظ أن ATCA‏ متناظرة. ومنقولها (ATCA) = ATCA‏ » التي 
هي من جديد A CA‏ و لها محاور موجبة. إلا أنها نقلت إلى الفصل السادس . 
لقد أتت من البنية الأساسية للرياضيات التطبيقية وهي موضحة بالشكل : 


ri 


y=Ce 





شكل )1-1( . البنية الأساسية للتوازن : المنبعان f gb:‏ والمصفوفة ATCA‏ 


من أجل الشبكات الكهربائية» * يحوي ge‏ و:ريحوي تياراً. فى المكانيك ×و 


«يصبحان انتقالاً واجهاداً. فى السوائل هما الضغط ومعدل التدفق”'' . فى الاحصاء 
c‏ هو الخطأ وتعطى المعادلة أفضل مربعات أضغرية ملائمة للمعطيات . الجداء 


الثلائي ل 4.٥.۸‏ يركب الخطوات الثلاث للبنية في مصفوفة فريدة تتحكم بالتوازن . 


)1( هذهالمعادلة المصفوفية والمعادللات التفاضلية المقابلة لها. قد درست فى كتابى» IntroductionTo‏ 
Applied Mathematics Wellesly _ Cambridg Press, Box 157 Wellesly Ma 02181‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VIA‏ 


. هذاالفصل بالنقطة المهمة_تقنين المسألة الأساسية في الرياضيات التطبيقية‎ gs 
ا مايتظطلب ذلك ضرا أكثر من مجرد حل المسألة . لقد حللنا المعادلات الخطية‎ as 
في الفصل الأول كخطوة أولى في الجبر ا لخطي» لكن تشييد ذلك قد احتاج إلى تفكير‎ 
في الفصل الثاني . إن مشاركة الرياضيين والأفراد ليست بالحساب بل‎ Line أكثر‎ 
. بالتفكير‎ 


نظرة إلى الأمام 
لقد قدمنا فضاء الأعمدة كمجموعة متجهات cAr‏ والفضاء الصفري اليساري 
كحل للنظام 0 = Ay‏ لأننا سنحتاح لهذه التجريدات الرياضية في التطبيقات. من 
أجل الشبكات» +4 تعطى فروق الجهد محققة قانون الطاقة الكامنة ؛ y‏ يحقق قانون 
التيار . بمقاومة واحدة (CHI)‏ » تكون معادلة التوازن (4) هي : 
y+Ax=b‏ 
A'y =0‏ 
يؤدي AI‏ الخطي (أو بالأحرى التعويض المباشر) إلى 0 A'b -Ax)=‏ » ويحل 
الحاسوب المعادلة 478 = +474 . إلا أن هناك مصدراً آخر للتفكير لايزال من الضرورى 
السماع إليه 7 
المصدر الأخير هو الهندسة . إنها تسير جنباً إلى جنب مع الجبر ولكنها تختلف 
عن Al‏ . كما أن توجيه المتجهات حاسم رغم أن الجبر يعمل على مركباتها منفصلة . 
فى هذه المسألة » ليس التوجيه شيئاً أقل إثارة : ::ه متعامد مع «. فروق الجهد عمودية 
على التيارات ! مجموعها eb‏ لذا »فان المتجه ط هذا يتجزأ إلى قطعتين متعامدتين ‏ 
مسقطه Ax‏ على فضاء الأعمدة ومسقطه y‏ على الفضاء الصفري اليساري . 
سيكون ذلك مشاركة الفضل الثالث.. إنه يضيف هشدسة إلى جبر ee‏ 
والفضاءات الحزئية» بهدف الوصول إلى الأسس المتعامدة النظامية وإلى الفضاءات 


\V. 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


الجزئية القائمة . إنه يبين لماذا لايمكن للجبر أن يكون غير مساعد_إنه يعطي حلا للنظام 
ط = ×۸ عندما يكون غير واقع في فضاء الأعمدة . المعادلة» كما تظهر» مستحيلة 
ا لحل . لحلهاء نحذف جزء ٠‏ الذي يقع خارج فضاء الأعمدة وهو الذي يجعل JAN‏ 
مستحيلا . مايبقى هو المعادلة (V)‏ أو =A‏ ×44 التى تؤدي» من خلال الهندسة» إلى 
أفضل + ممكن . 


سو 


تمارين 


من أجل العقد الثلاث في البيان SE‏ الظاهر فى الشكل أدناه» اكتب 
مصفوفة ورود A‏ من النوع 3×3 . أوجد A>‏ للنظام 0 9AX=‏ ص 
بقية متجهات الفضاء الصفري للمصفوفة 4.. أوجد حلا للنظام ATy‏ 
0 = وصف بقية متجهات الفضاء الصفري اليسارى . 

من أجل المصفوفة ذات النوع 3 × 3 نفسهاء بين مباشرة من الأعمدة أن 
على كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة أن يحقق العلاقة 0 +b b=‏ 5. 
استنتج الشيء ذاته من الأسطر BWI‏ معادلات النظام ط=×4. ماذا 
يعني ذلك بالنسبة لفروق الجهد حول العروة ؟ 

برهن مباشرة » انطلاقاً من الأسطرء أن ol‏ متجه من فضاء الأسطر 
يحقق 0 -/+/+/. افعل الأمر ذاته انطلاقاً من المعادلات الثلاث ره 
/ -. ماذا يعني ذلك إذا كان / يمثل تيارات فى العقد f‏ 

احسب المصفوفة A'A‏ ذات النوع 3 وبر هن أنها متناظرة لكنها شاذة - 
al‏ متجهات قضائها الصفري ؟ بيحدف السود الأخير من فز( وكذلك 
السطر الأخير من CAT‏ تبقى مصفوفة من النوع 2×2 في القرنة العليا 
pul‏ $65 برهن أنهنا غير كناذة . 


o—0-Y 





1-0-5 


¥-0-¥ 


A~o-¥ 


iey 


کو 


\V \ WE لماز لأس‎ olen قابات‎ 


ضع المصفوفة القطرية © التي عناصرها gece,‏ الوسط واحسب 
ATCA‏ برهن » من جديد» أن المصفوفة ذات النوع 2 × 2 والواقعة في 
القرئة العليا السرى قابلة للك . 


node | 





node? edge 2 node3 %2 


اكتب مصفوفة الورود 4 ذات النوع 4 × 6 المتعلقة بالبيان الثاني الوارد 
في الشكل أعلاه . المتجه (1,1,1,1)يقع في الفضاء الصفري ل4 » لكن. 
سيكون هناك 3 =+ + - ” من المتجهات المستقلة التي تحقق 0 = A y‏ 
أوجد ثلاثة متجهات ‏ واربطها بالدارة الواقعة فى البيان . 

إذا كان البيان الظاهر فی التمرين (5-0-1) يمثل ست مباريات بين أربع 
فرق وإن فروق النقاط هي ,5. ,5 » فمتى يكون من الممكن تعيين 
قدرات للفرق بحيث تتفق فروق القدرات تماماً مع الفروق المفروضة؟ 
بقول آخر أوجد (من قانون كربتشوف والحذف) الشرط الذى يجب 
فرضه على b‏ ليجعل النظام Ax=b‏ قابلاً للحل . 

عين عدد أبعاد كل من المصفوفات الحزئية الأساسية لمصفوفة الورود 
code‏ ذات النوع 4 × 6 وعين أساساً لكل فضاء جزئي . 

احسب ATA‏ و ANCA‏ حيث عناصر المصفوفة القطرية © ذات النوع 

6 هى .»....٠,‏ ماهو شكل القطر الرئيسي للمصفوفة 4/04 مايمكنك 
القول عن البيان إذا كانت الأعداد c‏ تظهر في السطر ز؟ 

ارسم بياناً بأضلاع موجهة ومرقمة (وعقد مرقمة) يقبل مايلي مصفوفة 


\VY 


۱1-٥0-۴ 


اده 


۳-0-۲ 
١ 8-86-5 


0-0-۲ 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 
ورود. 
il 3 0 6‏ 
lea 0 1 8‏ 
أن ASi 1 Û‏ 
1 1- 00 


هل هذا البيان شجرة ؟ (هل أسطر A‏ مستقلة ؟) برهن أن هذا البيان يمثل 
شجرة ممتدة بعد حذف الضلع الأخير . ثم تصبح الأسطر الباقية أساساً ل؟ 
بحذف العمود الأخير من المصفوفة 4 السابقة وبفرض أن قطر C‏ مكون 
من الأعداد 1,2,2,1 اكتب النظام ذي النوع 7×7 : 

C'y+Ax=0 

N aff 
ع4 4 فى درب د.‎ - f تبقى ثلاث معادلات‎ yy yy, بحدف‎ 
بهذه التيارات الداخلة فى عقد‎ -f= )1,1,6( حل هذه المعادلات ]13 كان‎ 
| الشبكة 1,2,3 ماهي الجهود في العقد والتيارات في الأضلاع ؟‎ 
مترابط . فماهي رتبتها؟‎ OLS كانت 4 ذات النوع 12×7 مصفوفة ورود‎ Io] 
عدد المجاهيل‎ gales ماهو عدد المجاهيل الحرة في حل النظام دعم ؟‎ 
ماهو عدد الأضلاع التي يجب حذفها لتب‎ TAY =f الحرة في حل‎ 
شجرة نمتدة ؟‎ 
اك الممعدة الست عشرة.‎ pets) في بيان ذي 4 عقد و6 أضلاع أو خد‎ 


إذا كانت المصفوفتان E‏ و H‏ مربعتين» فماهو جداء مصفوفات الكتل : 





وماذا يكون نوع الكتل في الجداء ؟ 


إذا هزمت MIT‏ هارفارد Harvard‏ ب(35 -0) و تعادلت ييل Yale‏ مع 


هارفارد وهزمت برينغتون Pingeton‏ ييل ب (۷ - ۰)٦‏ فما هي فروف 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VT‏ 


النقاط فى المباريات الثلاث الباقية (-11 ,8111-8 , (MIT - y‏ والتى تعتبر 
فروق قدرات بحيث تتفق مع فروق النقاط؟ 

إذا كانت فروق النقاط معلومة في المباريات الواردة فى الشجرة الممتدة 
التالية» فإنها تكون معلومة لكل المباريات 





٠١-٠-١‏ () ماهي قوانين التيار الثلاثة 0 = 47٠‏ في العقد غير الأرضية ؟ 
(ب) ماهو قانون التيار في العقدة الأرضية FU‏ عن المعادلات الثلاث؟ 
)>( ماهي رتبة "4 ؟ 
Co)‏ صف حل النظام 0 = «'4 بدلالة عرى فى الشبكة . 
0117-5-١‏ هل يمكنناء فى الطريقة التى استخدمناها لترتيب فرق كرة القدم» أن 
نأخذ بعين الاعتبار مقدرة المعارضة أم أن ذلك قد بين سابقا؟ 
۱۸-۵-۲ إذا وجد ضلع بين كل عقدتين (بيان كامل) فماهو عدد أضلاع البيان ؟ 
للبيان n‏ عقدة ولايسمح بأقواس تنطلق من عقدة وتعود اليها نفسها . 


1-۲ التحويلات الخطية 

في هذا البند سنتعرف كيف تحرك مصفوفة فضاءات جزئية . فالفضاء الصفري 
يل إلى المدجه الصفرى عيدما يضري به كل gael‏ تذعب إلى فصا الأعمادة 
لأن car‏ في كل الأحوال» تركيب من الأعمدة . ستلاحظ قريباً شيئاً ree‏ ذلك أن 
A‏ ستنقل فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتهاء وهي على هذه الفضاءات التى بعدها r‏ 
تكون ٠٠١‏ قابلة للانعكاس . هذا هو العمل الفعلي لمصفوفة . إنها جزئياً مخفية 
وراء الفضاءات الصفرية والفضاءات الصفرية اليسرى التي تقع بزوايا قائمة مع 
فضاءات أخرى وينتقل كل منها بطريقه الخاص (نحو الصفر)» ولكن عندما تكون 4 
مربعة وقابلة للانعكاس فليس لهذين الفضاءين قيمة تذكر . المهم هو مايحدث داخل 
الفضاء أي داخل الفضاء ذي البعد النوني» عندما تكون 4 من النوع Xn‏ . إن هذا 
يتطلب نظرة أدق . 

لنفترض أن × متجه ذو ۸ بعداً. عندما نضرب 4 ب + يكن أن ننظر لذلك على 
أنها عملية تحويل ذلك المتجه إلى متجه جديد Ax‏ هذا يحدث لدى كل نقطة من 
الفضاء 

A إن الفضاء كله قد تحول أو تم تطبيقه على نفسه بوساطة المصفوفة‎ R” 
. نعطي فيمايلى أربعة أمثلة من التحويلات الصادرة عن مصفوفات‎ 
يط مضاعف مصفوفة الوحدة» ١ء = ۸» كل متجه بمقدار‎ - ١ 
المعامل ء. الفضاء بأكمله يمتد أو يتقلص (أو إنه يمر خلال نقطة الأصل‎ 
Mie إلى الجهة المقابلة عندما يكون‎ 
مصفوفة الدوران تدور الفضاء بأكمله حول نقطة الأصل . هذا‎ -Y ۾‎ 3 -1 | 





الخال يدور جميع المتجهات بزاوية ۰ ويحول )1,0( من محور × 
إلى (0,1) ويرسل (0,1) من محور Shy‏ (1,0-) . 


1 0| ۾ *- مصفوفةالانعكاس تحول كل متجه إلى صورته على الجهة المقاباة 


فضاءات المتجهات والمعادلات النطية ۷٥‏ 


من مرآة . فى هذا المثال al MI‏ هي المستقيم ×= الذي يصنع زاوية 
٥‏ نقطة مشل (2,2) تبقى دون تغيير » ونقطة مشل )2-,2( تنقلب 
إلى (2,2-) . بالنسبة لتر كيب مثل (4,0) = (2-,2) + (2,2)» فان المصفوفة 
نترك جزء! فى مكانه وتقلب الجزء الآخر . والنتيجة تكون بتبادل ny‏ 


: (0,4) على‎ ham 




















1211 21 2 | اند‎ & OTE io 
ل ال لين‎ 
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وو نيت‎ 
stretching 90" rotation reflection projection 


شكل (۷-۲). تحويلات المستوي بوساطة المصفوفات الأربعة 

مصفوفة الانعكاس هذه هي Lani‏ مصفوفة مبادلة . إنهاء جبرياًء» سهلة فهي 

تنقل Gy)‏ إلى ( م » المثال الرابع سهل بكلا الاعتبارين . 
d‏ !|= 4 4- مصفوفة الاسقاط تنقل الفضاء بأكمله إلى فضاء جزئى أقل سعة 
(والذاء Ul‏ شم aa Edea NAE‏ 
( «») في المستوي إلى أقرب نقطة (xo)‏ على المحور الأفقي . هذا 
المحور هو فضاء الأعمدة في 4.. والمحور العمودي (الذي يسقط 

على نقطة الأصل ) هو الفضاء الصفري . 
هذه الأمثلة يكن 6 بسهولة» توسعتها إلى أبعاد ثلاثة . هناك مصفوفات hë‏ 
الأرض أو تدورها أو تعكسها على مستوي الاستواء (القطب الشمالي يتحول إلى 
القطب الجنوبي) . هناك مصفوفة تسقط كل شيء على ذلك المستوي (كلا القطبين 


ا الجبر abl‏ وتطبيقاته 
على المركز) . هناك أمثلة آخرى » ESKE ASL‏ وضرورية . إلا أنه من المهم أن ندرك 
أنه ليس بإمكان المصفوفات فعل كل ce gd‏ فبعض التحويلات غير مكنة بوساطة 
المصفوفات : 

(1) من المستحيل نقل نقطة الأصل إذ إن 0 -0 4 لكل مصفوفة . 

)1 إذا انتقل المتجه ‏ إلى ' + »عندئذ» يجب أن ينتقل +2 إلى * :2 . بشكل 
عام cx‏ سينتقل إلى cer’‏ إذ أن( A 5 y= cA (x‏ 

)1 إذا انتقل المتجهان ly‏ ر٠‏ »فان حاصل جمعهما ty‏ ×يجب أن ينتقل 
إلى x+y’‏ حيث أن A (x ty )=Ax +Ay‏ 

يعرض ضرب المصفوفات هده القواعد على تحريلات الفضاء . القاعدتان 
الأوليان سهلتان» وتتضمن الثانية منهما الأولى (يكفي أن تجعل 0 (c=‏ لق د شاهدنا 
تأثير القاعدة الثالثة عندما انعكس المتجه (4.0) في المستقيم الذي يصنع زاوية 55" . 
لقد جزىء إلى (2-,2)+(2,2) وهذان ole ytl‏ انعكسا منفصلين . ويمكن فعل الشىء ذاته 
بالنسبة للاسقاط : نجزىء ونسقط بشكل منفصل ثم نجمع المسقطين. تصح هذه 
القواعد لكل تحويل مصدره مصفوفة . إن أهمية تلك القواعد تجعلها تستحق اسما : 
التحويلات التي تخضع للقواعد )۳(-)١(‏ تسمى تحويلات خطية . 

يكن دمج هذه الشروط فى مطلب واحد : 


۲ر لكل عددين » ول ولكل Gre 4 Vx Owe‏ ضرب المصفوفات 
قاعدة الخطية : 
A (cx + dy ) = c (Ax) + (Ay ).‏ )\( 


كل تحويل يحقق هذا الشرط هو تحويل خطي . 


تؤدي كل مصفوفة مباشرة إلى تحويل خطي . السؤال الأكثر أهمية هو فى LEYI‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية يفنا 


العكسي : هل يؤدي كل تحويل خطي إلى مصفوفة ؟ موضوع هذا البند هو الاجابة 
عن هذا السؤال (بالايجاب فى حالة ۸ بعداً) . هذه النظرية هي أساس إحدى معالجات 
الجبر الخطى Glas.‏ من الخاصة )١(‏ ونوسع نتائجهاء وهي معالجة أكثر تجريداً من 
المنحى الرئيسي لهذا الكتاب . لقد فضلنا أن نبدأ بالمصفوفات وسنرى فيمايلي كيف 
Ju‏ تحويلاً خطياً. 

نود أن نؤكد أن التحويل الخطي ليس بالضرورة من ”۴ إلى R”‏ فمن المقبول أن 
is‏ جه امن Jt"‏ جات فى ققراء مف RE‏ هذا تماماً مايتم عمله بوساطة 
مصفوفة من النوع m xn‏ . للمتجه الأصلي cx‏ « مركبة» وللمتجه EWI‏ عن عملية 
التحويل الذى هو Ax‏ ” مركبة . إن القاعدة الخطية محققة بالمصفوفات المستطيلة e‏ 
لذاء فهى تكون نتحويلاات خطية . 
P‏ للها SIN Uw‏ د قلي مو سيب لر )0 اللات الفاق اقرط 
)١(‏ هى جمع وضرب بعدد» إلا أن ×و « ليسا بالضرورة متجهات أعمدة من ” ۸. إنه 
فضاء متوقع e‏ إلا أنه ليس الوحيد . بالتعريف »أي فضاء متجهات يجيز التركيبات x‏ 
+ _"المتجهان' هما ×و «ولکن يمكن أن يكونا كثيرتي حدودأو مصفوفتين أو دالتين 
oxy » (‏ مادام التحويل بين مثل هذه الفضاءات يحقق »)١(‏ فهو خطي . isl‏ 
كأمثلة الفضاءات oP‏ حيث المتجهات كثيرات حدود من درجة n‏ . إنها من الصورة 
=ag+ta,t +...+a,t"‏ م > عدد slul‏ هذا الفضاء هو 1+ ۸ (بسبب وجود الحد الثابت . 
فان هناك nt]‏ معاملا) . 
مثال ١‏ : عملية الاشتقاق :0/4 = 4 خطية : 

30 Ap = ىعو ومدق‎ apt") =a, +..4n ant” . 
dt 

فضاءها الصفرى ذو بعد واحد ويتكون من كثيرات الحدود الثابتة 0= 480/41 . 

وفقاء الأعمدة هو one cp,‏ أبعادةاه . الطرف الین من (۲) يتدم داتما إلى هذا 


الفضاء . حاصل جمع الصفرية (-1) والرتبة )= (n‏ هو عدد أبعاد الفضاء الأصلى Py‏ 


مثال ۲ التكامل من صفر إلى : هو تحويل خطي » أيضاً (ينقل م إلى , ,م) : 


ap =| (ag + ... + apt’) di=agt +... + -A 
هو الحال دائماً) إلا‎ LS هذه المرة لايوجد فضاء صفري (ماعدا المتجه الصفري»‎ 
لايحتوي‎ (Y) الطرف الأيمن فى‎ cp, gy أن التكامل لاينشىء جميع كثيرات الحدود‎ 
على حد ثابت . من المحتمل أن كثيرات الحدود الثابتة ستكون الفضاء الصفري‎ 
. اليساري‎ 
: مثال ۳ الضرب بكثيرة حدود معينة مثل :3 + 2 هو خطى‎ 
(Y) | 


Ap = (2-4 30g + c+ aat" = مايوه‎ I  . 


dn n+ | 





هذا يحول» أيضاًء ,م إلى , ,م وليس هناك فضاء صفري ماعدا =O‏ م. 

في هذه الأمثلة » وفي جميع الأمثلة تقريباً» ليس من الصعب التأكد من الخطية . 
تادراًماييدو ذلك Logs‏ إذا توفرت الخطية فمن المستحيل الاخفاق في اكتشافها . على 
كل حال» فهي الخاصة الأكثر أهمية بين الخواص التي يتمتع بها تحويل V‏ . طبعاً: 
ليست معظم التحويلات خطية ‏ مثلاً تربيع كثيرة حدود (Ap =p")‏ أو إضافة واحد 
(Ap =p +1)‏ أو الاحتفاظ بالمعاملات الموجبة ( 1=( :-)) 4 ). إن التحويللات (ON‏ 
خطية » فقط » حينما ترد إلى مصفوفات . 


التحويلات الممثلة بمصفوفات 

للخطية نتيجة مهمة : إذا كان Ax‏ معلوماً لكل متجه في الأساس e‏ عندئذ يكون 
Ax‏ معلوماً لكل متجه في الفضاء بأكمله , we ee‏ أن الأساس My‏ سوه 
متجه Xp,‏ كل متجه آخر هو تركيب 5 هذه المتجهات (إنها تولد الفضاء) . 


)\( ولعل قابلية الانعكاس تتبعها في الاهمية . 


فضاءات المخجهات والمعادلات الخطية ۱۷۹ 


الخطية تعين Ax‏ 

إذاكان (E) Ax =e, Ax, (+ + Ca Axa) OW x=eyx, tet Caixa‏ 
لن يبقى للتحويل 4 اختيار بعدما تقرر تأثيره على متجهات الأساس . بقية خواص 
التحويل تتحدد بالخطية . إن الشرط )١(‏ الخاص بمتجهين × و «ريؤدي إلى )8( من أجل 
متجهاً ox,‏ للتحويل مطلق الحرية فى متجهات الأساس (إنها مستقلة) . وعندما 
تتعين هذه المتجهات فان التحويل بأكمله يتحدد . 

مثال ٤‏ سؤال : أي التحويلات الخطية ينقل 




















إذا ابتدأنا بأساس مختلف (1,1) و (1-,2) فإن هذا أيضاً هو التحويل الخطي الوحيد 





ولنجرس الآن مسألة جديدة : وهى إيجاد مصفوفة تمثل اللاشتقاق ومصفوفة 
الدرجة Y‏ (الفضاء P,‏ عدد أبعاده (E‏ هناك اختيار طبيعى للمتجهات الأساسية الأربعة : 
P4 =f‏ ,= وم =t,‏ وص ,1= رم 


هذا الأساس ليس وحيداً (ولن يكون أبداً كذلك) إلاأن الاختيار ضروري وهذا 


wei‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 
أنسب اختيار . لنر ماهو Jb‏ الاشتقاق على هذه المتجهات الأربعة . إن مشتقاتها 
ھی e, Sr?‏ | 0أو 
Ap =2p2, Apa = P3.‏ ,رمع Ap, =0, Ap2‏ 
يؤر التحويل LEA‏ كمصفوفة. an He‏ 
ob J‏ المعتاد وبأساسه المعتاد ‏ المتجهات الاحداثية p3=(0,1,0,0),‏ ,)1,0,0,0( = م 
)0,0,0,1( حرم ,(0,0,1,0) حوم . عندئذ تكون المصفوفة المقابلة J‏ )0( هى : 


0100 
10020 
8-١ وموم‎ 3 | 
0000 


هذه هى امصفوفة الاشتقاق»). Ap,‏ هو العمود الأول وهو صفري؛ رمك هو 
العمود الثاني وهو رم؛ Ap;‏ هو ,م2 ؟ Ap,‏ هو 3p,‏ الفضاء الصفرى يحتوى على ,م 
(مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر) . فضاء الأعمدة يحتوى paps‏ ,م (مشتقة الدرجة 
الثالثة هى من الدرجة الثانية) . مشتقة gl‏ تركيب tl‏ هع[ ٣‏ ف 240 Siow p=‏ 
بالخطية » وليس هناك أي شىء جديد حولها» إنها الطريقة الوحيدة للاشتقاق . سيكون 
أمر غير معقول أن نتذكر مشتقة كل كثيرة حدود . 

يكن للمصفوفة التالية أن تشتق كثيرة الحدود : 


6 10:0 | 2| | 1 
dp _ _ OO QO |] 41 || a2 ms ب‎ y 
> PP "00 3١| كه‎ 1-3 ١ 

0 0 0 0 j| -1 | | 0 


باختصار » إن ا لمصفوفة تنقل جميع ا معلومات الأ ساسية . إذا كان الأساس معلوماً 
والمصفوفة معلومة فإن التحويل LAN‏ يكون معلوماً. 

تنظيم المعلومات بسيط . بالنسبة لتحويلات فضاء إلى نفسه» يكفى معرفة 
أساس واحد . أما إذا كان التحويل من فضاء إلى آخر فان الأمر يتطلب أساساً لكل 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \A\‏ 


۲ش لنفترض أن المتجهات ...× هی أساس للفضاء 7 ۰ Ym Oly‏ 
أساس للفضاء W‏ . عندئذ يمثل كل byt‏ خطي 4 من ۷ إلى ۷ بمصفوفة . نحصل على 
العمود bed Gale)‏ مه GAN pol‏ ن FU‏ ×4 تركيب في المركبات 2 . 
معامالات هذا التركيب من العمود ز. 


Axj = ajy + ca) ¥2 Fa t mj m- 


j 
فى مصفو فة الاشتقاق ينتج العمود الأول عن متجه الأساس الأول ١-,رم. مشتقته‎ 
تساوي الصفرء وهكذا »فان العمود الأول أصفار. العمود الأخير نتح‎ 
جرمةجرم0 +رم0 22 3 + فان العمود الأخير‎ Op, بما أن‎ . d/dt ) °) = 3:2 عد‎ 
. يحتوى على 0,0,3,0 . القاعدة )1( كونت المصفوفة‎ 
نفعل الشىء نفسه بالنسبة للتكامل . هذا ينقلنا من الدرجة الثالثة إلى الرابعة‎ 
الاختيار الطبيعي هو‎ . ۷ SULA لذاء فإننا نحتاج‎ WE 5, محولا بم = إلى‎ 


1 3 _ 2 س — a p a‏ ۳ 
Y =1‏ = ول 1ع وز Y] =| Jo ST;‏ الذي يولد كثيرات الحدود من الدرجة 


الرابعة . ستكون المصفوفة من النوع ا أو 4 × 5 وهي تنتج عن تطبيق التكامل على 


AX, - أو وا‎ | p di = - F as Axi أو ,و«اع‎ E di=t 


وهكذا فان المصفوفة الممثلة للتكامل هى : 


eK 2 ©‏ كح 
Soe CO O ©‏ 
oO oo cc O‏ سيم 


ملاحظة : ننظر للاشتقاق والتكامل على أنهما عمليتان متعاكستان . أو على 
الأقل» إذاتبع الاشتقاق التكامل فاننا نرجع إلى الدالة. لكي نظهر ذلك على 
المصفوفات» نحتاج لمصفوفة الاشتقاق من الدرجة الرابعة إلى الثالثة والتي هي من 


\AY‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 
النوع 5 ×4 


) 
0 ) 


| 0 
00| | 
€ 0 
0 
إن الاشتقاق هو معكوس یساری للتكامل . لكن المصفوفات المستطيلة 
لايمكن أن يكون لها معكوسان من الجانبين ! في الترتيب العكسيء لايمكن أن 
یکون != Aine Agi‏ صحيحاً . يفشل ذلك في العمود الأول الذي هو صفر في مصفوفة 
الجداء ذات النوع 5 × 5. مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر . من أجل الأعمدة الأخرى 


1” gat” مصفوفة الوحدة وتكامل مشتقة‎ Ai, Adif 


الدوران Q‏ والاسقاط P‏ والانعكاس]] 
ابتدأ هذا البند بدوران قدره:*8" 6 واسقاط على ox pyres‏ واتعكاس فی 
المستقيم الذي يصنع زاوية 5 درجة كانت مصفوفاتها بسيطة بشكل خا ص : 


ob Palo oh lt al‏ ]سه 


(إنعكاس) (إسقاط) ‏ (دوران) 
من الطبيعى أن تكون التحويلات الخطية المرافقة للمستوى y‏ - × كذلك بسيطة» 
لكو ین رای أن انی ان پرا ار ی: Wty‏ على a Phe Maes‏ را ات 
على مرايا أخرى» جميعها تقريباً سهلة التصور. فهي تظل تحويلات خطية شريطة أن 
تبقى نقطة الأصل ثابتة : 0 =0 4. ويجب أن تمثل بمصفوفات باستخدام الأساس 
الطبيعي | HE I-‏ نود أن نتعرف على هذه المصفوفات . 


١‏ -الدوران : يظهر يظهر الشكل (A- v)‏ دوراناً بزاوية 6 . (2045S‏ بين التاثير علي 
متجهى الأساس . (cos ret‏ وطوله لايزال واحدأء ويقع على 


«المستقيم6». ويدور متجه الأساس الثاني (0,1) إلى )© (-sin Bicos‏ . باستخدام القاعدة 
20 تظهر ر هذه اللأعداد قي عمد المصموفة » رمز uo‏ ل للدالتين COS‏ و „Sin‏ 
Lohas‏ هذه الجماعة من الدورانات و0 فرصة ممتازة لاختبار العلاقة بين 





le si_lI 0 
ls êl ]6 if 


هل مربع Og‏ هو ور © )92 Oly‏ بضعفي الزاوية) ؟ نعم 


= و- 00 











© -S 
S Cc 


0 مزو- ‏ 20 cos‏ | 5 59 - "9 ~- ع 
sin 20 cos 20 |‏ | و co‏ 205 





هل جداء Qg‏ ب ي0 يساوي ى ,و0 (دوران بزاوية © ثم بزاوية ©) ؟ نعم 


cos O cos Q -sin © sin | —— 
sin © cos )( + cos © sin @ ل‎ 





Qolo = 


cos (O + (م‎ -sin(O@+@) 
sin (O + QJ) وم‎ ) © + QP) 


وك = 








الحالة الأخيرة تحوى الحالتين الأوليين. يظهر المعكوس عندما م تساوى8 - 
ويظهر التربيع عندما © تساوي 9+ . جميع الأسئلة الثلاثة تم اثباتها باستخدام المتطابقات 
المثلثية (وهي تعطينا طريقة جديدة لتذكر هذه المتطابقات) . من الطبيعي أنه لم يكن 
مصادفة أن تكون الاجإبات نعم . إن ضرب المصفوفات عرف بحيث يقابل جداء 
المصفوفات جداء التحويلات . 

ات لنفترض أن 4 و 8 تحويلان خطيان من ۷ إلى W‏ ومن إلى ۷. الجداء AB‏ 
يبدأ بمتجه » في 1ا الذي ينتقل إلى Bu‏ في ۷ وينتهي إلى ABu‏ في ۷ . هذا "التركيب' 48 
هوء أيضاً » تحويل خطي (من 7 إلى CW‏ المصفوفة التي تمثله هي جداء المصفوفتين 
BAI Oe‏ | ۰ ۰ 

لقدتم اختبار ذلك سابقاً من أجل ,44 حيث التحويل ZU‏ كان التطابق 
(كذلك كان الأمر بالنسبة ل 4,4 التي ألغت جميع الثوابت). بالنسبة للدورانات. 
فإن ترتيب الضرب غير ضروري - تمثل UVW‏ المستوي y‏ - + كاملاً » وكانى 0 
و0مطابقاً دو Og‏ . بالنسبة للاسقاط والانعكاس . فإن تغيير الترتيب يؤدي إلى 


ملاحظة فنية : لتكوين المصفوفات» نحتاج أساساً لكل من ۷ Wg‏ وكذلك ل ناو 
. إذا احتفظنا ole VL‏ نفسه VS‏ فإن مصفوفة الضرب تنقل تماماً أساس SU‏ أساس 
. إذا ميزنا بين التحويل A‏ وبين مصفوفته (التى سنرمز لها [4]) فإن قاعدة الضرب 
لات تصبح دقيقة LU‏ : [8][ 4]=[ 48]. لنعيد القول : إن قاعدة ضرب المصفوفات 
فى الفصل الأول كانت محددة تماماً من خلال هذا الشرط» بحيث GAS‏ مع ضرب 
التحويلات الخطية . نصل SOY‏ أمثلة محددة بمصفوفات جديدة . 


۲- الاسقاط 
يظهر الشكل (4-Y)‏ مسقط )1,0( على المستقيم # . إن طول المسقط  =cos‏ ع . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١‏ 


لاحظ أن نقطة المسقط ليست (,»)» كما ظننت خطأ ؛ هذا المتجه طوله 1 (إنه نتيجة 
الدوران) . طول مسقط (1,0) هو» مرة من متجه الوحدة ذاك أو a (e es)‏ بشكل 
مشابه» فإن مسقط )0,1( طوله s‏ ونقطة المسقط هي 7 :, ءء) . ذلك يعطي العمود الثاني 
من مصفوفة الاسقاط . 





شكل (4-7). اسقاط على المستقيم cO‏ الشكل الهندسي والمصفوفة . 


هذه المصفوفة ليس لها معكوس» OY‏ هذا التحويل ليس له معكوس . تسقط 
نقاطاً مثل (ء, 8-( من المستقيم العمودي على المستقيم O‏ في نقطة الأصل . هذا المستقيم 
هو الفضاء الصفري ل » وفي الوقت ذاته نقاط | لستقيم O‏ تسقط في نفسها. بقول 
آخرء الاسقاط مرتين مثل الاسقاط مرة واحدة و مء” م. 


TES Ta 2 2 
c of +s") occ +s) 

7 2. 3 0 2 
csi +s) 8S (CC ts) 


=P. 














بالطبع =0 “رزو+ nc tts >= cos O‏ مصفوفة الاسقاط تساوى مربعها. إنها Lal‏ 
متناظرة . 


۳- الانعكاس : يبين الشكل )١١-7(‏ انعكاس (1,0) في المستقيم 6 . إن طول 
لمتجه ELI‏ يساوي طول المتجه الأصلي » كما هو الحال بالنسبة للدوران» إلا أن هذين 
التحويلين مختلفان LE‏ هنا يبقى المستقيم 6 مكانه والمستقيم العمود يعكس اتجاهه» 
جميع النقاط تجتاز المرأة. قاعدة الخطية تحدد الباقى . 


۱۸1 الجبر الخطى وتطبيقاته 
للمصفوفة H‏ هذه خاصة تلفت النظر . إن 1= H‏ انعكاسان مجابعان يعيدان 
إلى الأصل . وهكذا فان الانعكاس يساوي معكوسه | HHH‏ وهو أمر واضح 
هندسياً ولكنه أقل وضوحاً من المصفوفة . إحدى المعالجات تتم من خلال العلاقة بين 
الانعكاسات والاسقاطات 28-1 H=‏ هذا يعني أن c Hx +:- 2Px‏ مجموع الصورة مع 
الأصل يساوي مثلى المسقط . إنها تؤكد أن : 
-4P + 1 - 1‏ “طة- *(1- H* = (GP‏ 


if كل اسقاط يحقق م-”‎ OF 


شكل .)٠٠-۲(‏ انعكاس حول المستقيم 6 : الهندسة والمصفوفة . 
هذه التحويلات الثلاثة إما أن تترك الأطوال كما هى (الدوران والانعكاس) 
أويقلص الطول (الاسقاط) . هناك تحويلات أخرى يكن أن تزيد الطول» مثل المط 
والقص» نجد ذلك » في التمارين . كل مثال له مصفوفة تمثله in‏ هو المحتوى الرئيسي 
لهذا البند. لكن هناك أسئلة حول اختيار الأساس ونؤكد أن المصفوفة تتعلق باختيار 
الأساض . مثال ذلك : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية AV‏ 


0 بالنسبة للاسقاط» لنفترض أن متجه الأساس الأول يقع على المستقيم‎ )١( 
ومتجه الأساس الثاني عمودي عليه» عندئذ » تعود مصفوفة الاسقاط إلى‎ 
هذه المصفوفة تتكون كالمعتاد : عمودها الأول ينتج عن متجه الأساس‎ Palio 
الأول (الذي يسقط على نفسه) وعمودها الثاني ينتج عن متجه الأساس الثاني الذي‎ 
. يسقط على المتجه الصفري‎ 

(Y)‏ بالنسبة للانعكاس» يعطينا الأساس نفسه | © 1 | = 87 . متيجه الا شاش 
الثاني ينعكس على اتجاهه السالب لينتج العمود الثاني . المصفوفة H‏ لاتزال 1- 2۲ 
عندما يستخدم الأساس نفسه ل 8 و LP‏ 

)1( بالنسبة للدوران» يكن أن نختار متجهات الوحدة ثانية على المستقيم O‏ 
وعلى العمود عليه . لكن المصفوفة لاتتغير . هذه المستقيمات تدور بزاوية0 و 
+ ؛ أدج . السؤال حول اختيار أفضل أساس هو سؤال رئيسي وسوف نعود اليه 
في الفصل الخامس . الهدف هو جعل المصفوفة قطرية كما حصل بالنسبة PJ‏ و H‏ 
لكي نجعل © قطرية» فان الأمر يتطلب متجهات مركبة حيث إن جميع المتجهات 
ا لحقيقية تدور . 

نذكر هنا تأثير تغيير الأساس على المصفوفة» بينما يبقى التحويل الخطى كما 
هو . المصفوفة 4 (أو © أو ۲ أو CH‏ تتغير إلى HAS‏ 5. وهكذا فان تحويلاً واحداً Sie‏ 
بمصفوفات مختلفة (من خلال أسس مختلفة تتمثل ب 5) . إن نظرية المتجهات الذاتية 
تؤدى إلى الصيغة 45" 5 وإلى الأساس الأفضل . 


تمارين 


الحا حا ماهى المصفوفة التى تأثيرها تدوير كل متجه a U‏ > تسقط EU)‏ على 


ا 


ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


ماهي المصفوفة التي تمثل lin)‏ على محور × متبوعاً blink‏ على محور 
fy‏ 

هل جداء 5 انعكاسات و A‏ دورانات للمستوي (- × ينتج دوراناً el‏ 
انعکاسا؟ 

تنتج المصفوفة | " | A‏ تمدداً باتجاه × . ارسم الدائرة 221 x ay‏ 
وارسم حولها النقاط ( cry‏ الناتجة عن نقاط الدائرة بالضرب ب۸. 
ماهو نوع المنحني EU‏ ؟ 

كل مستقيم يبقى مستقيماً بعد تحويل خطي . إذا كانت ج فى منتصف 
الطريق بين × و «. برهن أن 42 تقع في منتصف الطريق بين Ax‏ و Ay‏ 
الصفوفة | ؟ ! | = 4 مصفوفة تؤدي إلى تحويل شق لايؤثر شيئاً في 
محور « . ارسم تأثيرها على محور × وذلك ببيان ماذا يحدث للنقط 
)1,0( , (2,0) , (1,0-)- وإلى ماتحول المحور كله ؟ 

ماهي المصفوفات من النوع 3 × 3 التي تمثل التحويلات : 

F x-y تسقط كل متجه على المستوى‎ )١( 

(0) تعكس كل متجه من خلال المستوى x -y‏ ؟ 

على فراغ كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة وم » ماهي المصفوفة التي 
فثل “47/41 $ انشىء المصفوفة ذات النوع 4×4 من أجل الأساس 
المعتاد ” Let “١‏ . ماهو فضاؤها الصفرى وماهو فضاء أعمدتها وماذا 
يعني ذلك dal‏ كثيرات الحدود ؟ 

من كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة إلى كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة» ماهي المصفوفة التي تمثل الضرب ب2+3 ؟ تنتج أعمدة المصفوفة 





4 ذات النوع 4< 5 عن تطبيق هذا التحويل على متجهات القاعدة : 


9 


x, =l, X, Et, X4 =1 وام‎ =I 


اتاق 


فضاءات المتجهات والمعادللات الخطية ١6‏ 


OY) oha تك ون فضاء‎ d7uld t7=u حلول المعادلة التفاضلية المخطية‎ oI 
وذلك‎ bp Lite حل) . أوجد حلين‎ Lai أي تركيب للحلول هو‎ 

= بالقيم البدائية ×= »و duldt=y‏ عند et = o‏ ماهو تركيس متجهى 
الأساس فى التمرين ٠١-٠-۲‏ الذي يحل المعادلة ؟ . يعد هذا التحويل 
من القيم البدائية إلى الحل خطياً؛ ماهي مصفوفته ذات النوع 2 ×2 
(استخدام 0= =l,y‏ و 0y =l,‏ = و سانيا J‏ 7 وأساساً من أجل 
"(Ww‏ 

ps \¥-1-'‏ مباشرة من م أن مصفو ad‏ الانعكاس H “al BF‏ 

Lal نفرض 4 تحويلاً خطياً من المستوي ر-× إلى ذاته.. برهن أن "4هي‎ ١۳-۹-۲ 
SU فسر‎ eM بالمصفوفة‎ Mee 4 تحويل خطى (إذا وجد) . إذا كان‎ 
ا وار‎ Sea” 

٠٤-١-1‏ ©(48) جداء تحويلات خطية ينطلق من متجه ×فيعطى متجها 
الأ = Ta cu‏ قاعدة التدرح (OY)‏ يتطبيق AB‏ على . تصل إلى 
(AB})Cx‏ . 
)١(‏ هل ستكون النتيجة ذاتها بتطبيق © ثم 8 ثم 4 بصورة منفصاة ؟ 
(Y)‏ هل تكون النتيجة ذاتها بتطبيق BC‏ متبوعاً ب 4 ؟ إذا كان ذلك Op‏ 
الأقواس غير ضرورية وإن القانون التجميعى ) (AB )C =A (BC‏ صحيح 
من أجل التحويلات الخطية . ضم إلى قاعدة الضرب ۲ت هذا البرهان 
الذى هو أفضل برهان لهذا القانون المصفوفي . 

0-1-1 برهن أن شري خطى ]13 SULSA OLS‏ لخلا الآ الم R‏ 
إلى A(R”‏ 

٠١-١-1‏ فضاء المصفوفات من النوع 2*2 يقبل المنجهات الأربعة التالية 
‘Lau‏ 


١5. 


sh oll a 


\A-—1-1 


A= T] 


ti 


كم 


الخبر الخطي وتطبيقاته 

| 0 المآ‎ ° 4 j 4 

oo? lo of Ji OF )0 if 
ÇA 7-1 بالنسبة لهذا الأساس . لماذا‎ A مصفوفته‎ 
أوجد مصفوفةمن النوع 4×4 تمشِل دورة تباديل : كل‎ 
متجه ( ړکرو درد :*) يتحول إلى ( د ږدر») ماهو تأثير”4؟ برهن أن‎ 
.A =A 
أوجد المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 4 التي تمثل التغيير اليمينى : يتحول‎ 
pel 49 مصفو‎ » Lu) أو جد»‎ . (0,X, تروت‎ gh (X) ,X5,X_) کل متجه‎ 
; إل و‎ (X) ور‎ X4) J نحو‎ il R” إل‎ Ri يي 8 من‎ Al 
؟‎ BA مادا يمثل اللداءان 48 و‎ 
ls pols Gat عاص أن 5 المجموعة ا لحزئية التى‎ apta بد‎ +a +a,x 

| 
A i, See E T n- 1 a TEN ) dx=0 
. واوجد له اساسا‎ LS حمق من کون 5 هی فضا جز‎ | po 


يكون تحويل غير خطي SUG‏ للعكس إذا تحقق الوجود والوحدانية ؛ 
ل5 -( (x‏ محل واحد فعلاً لكل 5. المثال =( Ox‏ /غير قابل للعكس 
OY‏ للمعادلة 5-8 حلين إذا كان 5 موجباً ولايوجد لها حل إذا كان 
سالباً. أي التحويلات التالية (من الأعداد الحقيقية '8 إلى الأعداد 
الحقيقية (R‏ قابل للعكس ؟ ليس خطياً وليس أيضاً (a)‏ 

. f(x) - (د)ع وم‎ f(x) (ج)11 +ع‎ f (x)= e (e) f(x)=x* (Í) 
إلى‎ aa) ينقل‎ GU ماهو محور الدوران وزاوية الدوران للتحويل‎ 


$(x9.%3,%)) 


= 


05-١ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 5 


أوجد أساساً لكل من الفضاءات الحزئية من “۸ : 

٠× = 22, المتجهات التي يكون فيها‎ (Í) 

t X34X4= 0 د ++ ع و‎ (0 lg المتجهات العو يكون‎ (WH) 

(ج) الفضاء الحزئى المولد بالمتجهات )2,3,4,5( , )1,2,3,4( , (1,1,1,1)» 
بايجاد أساس» صف فضاء جزئياً ذا بعدين من R‏ لايحوي أي واحد 
من المتجهات الاحداثية : )0,0,1( , (0,1,0) , )1,0,0( . 

)1( كانت الحجهات ...تقولد فضاء جز SLs‏ » فان عدد أبعاد 
)1( لايمكن أن يكون تقاطع فضاءين جزئيين من فضاء متجهات . خالياً. 
(Y)‏ إذا كان Ax =Ay‏ فان x =y‏ 

)£( لفضاء أسطر 4 أساس واحد يكن الحصول عليه بجعل 4 ذات شكل 
مارج 

)0( إذا كان لمصفوفة مربعة أعمدة مستقلة هل يكون ذلك APS‏ 

ماهو الشكل المدرج U‏ للمصفوفة : 
L2 O 2 4‏ 


32 3 1 0 
(23 7 2 


A = ? 








ماهو عدد أبعاد كل من الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة ؟ 
أوجد الرتبة والفضاء الصفري لكل من المصفوفات : 








= الجبر الخطي وتطبيقاته 


1-۲ أوجد أساساً لكل من الفضاءات الأربعة الأساسية المرافقة لكل من : 
it B N 0 ÎI 1 6 8‏ 
B =|‘ 1 ce|! TE‏ ا a=}‏ 
Y-Y‏ ماهو الحل الأكثر عمو مية للنظام 2 = u+v+w=l, u -w‏ ؟ 
A-Y‏ )1( أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفرى )1,1,2( = × 


(ب) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفري اليساري )1,5( = y‏ 
(ج) أنشىء مصفوفة يولد فضاء أعمدتها بالمتجه )1,1,2( وفضاء أسطرها 
بالمتجه (1,5) 
(د) إذا اعطيت أي BH‏ متجهات من RO‏ وأي ثلاثة متجهات من 28 
هل توجد مصفوفة من النوع 5 × 6 يولد فضاء أعمدتها بالمتجهات الثلاثة 
الأوائل ويولد فضاء أسطرها بالثلاثة الأواخر . 

4-5 في فضاء متجهات المصفوفات من النوع 2 × 2. 
(أ) هل مجموعة المصفوفات من الرتبة )١(‏ تكون فضاء جز ئا ؟ 
(ب) ماهو الفضاء الحزئي المولد بمصفوفات المبادلة ؟ 
(ج) ماهو المضاء الجزئي المولد بالمصفوفات الموجبة (جميع 0< f Ca j‏ 
(د) ماهو الفضاء الجزئي المولد بالمصفوفات القابلة للعكس ؟ 

. 8" ابتكر فضاء متجهات يحوي جميع التحويلات الخطية من "8 إلى‎ ١١-5 
عليك أن تقرر عليها قاعدة جمع . ماهو عدد أبعاده ؟‎ 

: وأساساً لفضائها الصفرى‎ A (أ) أوجد رتبة المصفوفة‎ jAy 


OONO 

DSN= 
Doon 
ت سن‎ = 


\2-Y 
\o-—Y 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطة yoy‏ 


(ب) صح أم خطأ : الأسطر الثلاثة الأوائل من U‏ ساس لفضاء أسطر 
A‏ 

الأعمدة 1,3,6 من U‏ أساس لفضاء أعمدة A‏ 

أسطر 4 الأربعة أساس لفضاء أسطر 4. 

(ج) أوجد أكبر عدد Se‏ من المتجهات المستقلة b‏ بحيث يكون للنظام 
=b‏ عه حل . 

(د) فى الحذف (Ad‏ ماهو مضاعف السطر الثالث الذي يطرح ليعطل 
عمل السطر الرابع ؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع )1- (n‏ × ورتبتها  -2‏ ماهو ste‏ أبعاد 
فضاتها الصفرى؟ 

استخدم حذفاً لايجاد العاملين المثلثيين LU‏ = 4 إذا كان : 


aadd, 





_|abbb| 

a abeel 

abcd 
لتكون الأعمدة مستقلة‎ a,b,c ماهى الشروط التى تفرض على الأعداد‎ 
is 


هل تصلح المتجهات )14,3( , )23,6 , )1,3 اساسا ل3ع؟ 
أوجد أمثلة من المصفوفات بحيث يكون sde‏ حلول Ax =b‏ هو : 
sl0(\)‏ 1تتعلق دة 

8 غير متعلق ب‎ O(N) 

(۳) 0 أو © متعلق ب 5 

)£( 1 دون النظر في 6. 

فى التمرين السابق: كيف تر ترط یکل من Vm gn‏ 


س 


¥\-1 


= 


ey 


2 الخطي وتطبيقاته 


إذا كان × متجهاً من "8 و 72-0: لكل cy‏ برهن أن 0= ×. 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع 6#« بحيث يكون 2-4 4 ورتبة 4 تساوى 
cn‏ برهن أن ]= A‏ . 

ماهو الفضاء الجزئي من فضاء المصفوفات من النوع 33 المولد 
بالمصفوفات الأولية Ej‏ حيث عناصر häll‏ وحدان ومالايزيد عن عنصر 
واحد غير صفرى نحت القطر؟ 

ماهو ote‏ مصفوفات المبادلة من النوع 5 × 5 ؟ هل هي مستقلة خطياً ؟ 
هل تولد فضاء جميع المصفوفات من النوع 5 × 5 ؟ ليس من الضروري 
ما رتبة المصفوفة ذات النوع ” × التي جميع عناصرها وحدان ؟ BL:‏ 
تقول عن مصفوفة رقعة الداما حيث 0 a=‏ عندما يكون itj‏ شفعاً و a=‏ 
| عندما يكون ز+ : وا 


: تحت أى شروط ل5 يكون للنظام ط = ×4 حل إذا كان‎ (I) 














(ج) أوجد الحل العام للنظام Ax = b‏ عندما يوجد حل . 
deal )3(‏ اساسا lied‏ اخ 


كيف Shoe‏ تكوين مصموفه حول المنتجهات الاحداثية GEZA‏ 


المتجهات الثلاثة المعطاة v Vaya‏ ؟ متى تكون هذه المصفوفة ILU‏ 
pall‏ ؟ 


= 


Yo-Y 


۲-1 


۷-۴ 


YA-Y 


¥4-Y 


fe 


إذا كانت e pezes‏ واقعة فى فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 5 ×3 » هل 
لهذه المصفوفة معكوس يساري ؟ هل لها معكوس يميني ؟ 

افرض أن 7 هى التحويل الخطي على *# الذي ينقل كل نقطة )».٠,«(‏ إلى 
(uty +w,u +۷, (‏ صف ماذا تفعل المصفوفة ! 7 بالنقطة 2,نز,:) . 

[b~ al صح‎ 

(أ) كل فضاء جزئي من 84 هو فضاء صفري لمصفوفة ما . 

(ب) إذا كان للمصفوفة 4 فضاء 47 الصفري نفسه» فإنه يجب أن تكون 
4 مربعة . 

(ج) التحويل الذي ينقل × إلى 8+ تحويل خطي (من ' ۸ إلى CRE‏ 
ایی ااا کل ہی قارات eee‏ ی : 


(| 3 
2 
0 
4 


(أ) إذا كانت أسطر 4 مستقلة خطياً A)‏ من النوع (m xn‏ فان رتبتهاهي 
ءءء قا e‏ م . . . ee‏ الا سر هو .. 
(ب)إذا كانت A‏ من النوع 10 8 وكان الفضاء الصفري ذا بعدين › 
برهن أن ط = ×4 قابل للحل لكل 5. 

صف التحويل الخطي لمستوي -y‏ × المنسوب إلى الأساس المعتاد , (1,0) 
(0,1) والممثل بالمصفوفة : 


“lt $} ا‎ afea] 


(أ) إذا كانت ۸ مربعة» برهن أن الفضاء الصفري ل “4 يحوي الفضاء 
gial‏ ل A‏ 


YAA 


۳-۲ 
yy) 


لك 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
(ب) برهن أيضاً أن فضاء أعمدة A”‏ محتوى في فضاء أعمذة A‏ 
متى محقق المصفوفة A‏ ذات الرتبة المساوية للواحد. 42-0 ؟ 
)1( ايح اساسا لفضاء متجهات *8 التي تحقق 
مخ + xy + = XQ +X =X‏ 
(ب) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاءً صفرياً لها . 
(ج) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاء أعمدتها . 
نفرض أن المصفوفات الواقعة في 11 = ٨۸‏ هي : 


2 3- 1 0 85 18601ن 
3 2 4 4ه 60012[ 
4 1 9 2 00014 
gialle A 5 a+ 5|‏ 
1 2 4 1 56012 : 

1600/0 o 13 2 
“1411010 2 0 O 2 
2310110 0 0 0 0 


$A رتبة‎ ab (I) 

(ب) ماهو فضاء أسطر GA‏ 

(ج) صح آم خطأ : الأسطر 1,2,3 من 4 مستقلة خطياً. 
(د) ماهو أساس فضاء أعمدة CA‏ 

(ه) ماهو عدد أبعاد الفضاء الصفرى الأيسر ل 4 ؟ 
(د) ماهو JAI‏ العام للنظام 0 = م ؟ 


XD) gai) 





1-1 المتجهات المتعامدة والفضاءات الحزئية القائمة 

لقد تعرفنا في الفصل السابق على الأساس . جبرياً» إنه مجموعة من 
الملتجهات المستقلة التي تولد الفضاء . دسا di]‏ جم عة مره محاور LSID‏ 
HS‏ فضاء متجهات بصورة مستقلة عن المحاور . إلا أنني في كل مرة ألجأ إلى 
المستوى -y‏ × أو إلى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة R" a‏ حيث المحاور ظاهرة . علاوة 
غلى ذلك لقد استخدمت هذه المحاور متعامدة ! كما أن ا محاور الاحداثية الت ى أنشأها 
Sal‏ كلها »عملا » متعامدة . عندما نختار أساساً نحاول اختيار أساس متعامد . 

إذا كانت فكرة الأساس إحدى أسس الجبر الخطي» فان فكرة جعلها متعامدة 
ليست متخلفة كثيراً عنها . نحتاج إلى أساس لتحويل الهندسة إلى حسابات جبرية . 
ونحتاج إلى أساس متعامد لجعل هذه الحسابات سهلة . هناك » أيضاً » تخصيص 
اضافي» وهو الذي يجعل الأساس قريباً من الأمثل : سيكون للمتجهات طول يساوي 
الواحد. يمكن لذلك أن ينهي الموضوع ولكن لنكوّن الأساس» نحتاج إلى معرفة : 

)1( طول المتتجه 

)1( اختبار تعامد المتجهات 6 

«SUS فوق‎ bas كيف 0455 متجهات متعامدة من متجهات مستقلة‎ (Y) 
. يجب أن ندخل الفضاءات الجزئية فى الصورة. يمكنها أيضاً أن تكون متعامدة‎ 


۹۷ 


۱۹۸ 4 الخطي وتطبيقاته 

سنكتشف شيئاً جميلاً وبسيطاً ومن البهجة معرفته» وهو أن كل واحد من الفضاءات 
ا جزءية الأساسية متعامد مع فضاء آخر منها . إنها متعامدة مثنی » اثنان فى R”‏ واثنان 
في ”8 إن ذلك يتم النظرية الأساسية للجبر الخطى . 







(0, x5) ول‎ X = )*],1( 


(xp 0) 





(a) (b) 
. شكل( ۱-۳) . طول متجه من الفضاء الثنائي البعد والثلاثي‎ 


ا خطوة الأولى هي إيجاد طول متجه . يمثل بالرمز ||| وهو في الفضاء ذي 
البعدين طول وتر مثلث قائم (شكل VT‏ أ) . قد أعطي مربع الطول منذ زمن طويل 
من قبل فیثاغو رس Ilx] =×, +×” Pythagoras‏ 

فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثةء axill‏ ( ورد gh x= (X‏ قطر متوازي مستطبيلاات 
I“)‏ ب). ينتج طوله عن تطبيق نظرية فيثاغورس مرتين . فى المرة الأولى . أعطانا 
الفضاء ذا البعدين القطر =at)‏ 04 الذي يقع في القاعدة ويحقق 
=x +x‏ 04 . إنه يصنع زاوية قائمة مع الضلع الرأسي (الشاقولي)(,0,0): لذاء 
eS‏ تطبيق نظرية فيثاغورس من جديد cab)‏ مستوي 48 و 04). طول الوتر في المثلث 
8 هوالطول [fa]‏ الذي نريده وهو معطى بالعلاقة : 


el = OA? + AB? =x? biG HN 


یکن تعميم ذلك على متجه ذي haan‏ رہ( = x‏ مباشرة » . الطول | |x‏ 


VAN التعامد‎ 


متجه من R"‏ هو ا جذر التربيعي ا موجب للعدد : 





)\( 
يكافىء ذلك» هندسياً » تطبيق نظرية فيثاغورس 1-” مرة» يضاف في كل خطوة 
the:‏ جد يك Sey‏ مجموع المربعات مع الحداء cate‏ لذاء طول )1,2,3(= x‏ يساوي 


à paw »9V14 


i 1 
x'x=[1 2 3 2]/=14. 
3 


لنفترض أن لدينا متجهين xy‏ (شكل 7-7). كيف يمكننا أن نقرر ما إذا كانا 
متعامدين أو غير ذلك ؟ بقول آخر ماهو معيار التعامد ؟ يمكن الاجابة عن هذا السؤال 
في المستوي ذي البعدين» من قبل علم المثلثات . نحتاج إلى تعميم ذلك على RO‏ 
ومع ذلك» سنبقى في المستوي المولد ب «×. داخل هذا المستوي» يكون ‏ متعامدا مع y‏ 
إذا أمكنهما تكوين مثلث قائم ويمكننا استخدام قانون فیثاغورس معياراً : يكون ×« 
متعامدين إذا كان : 





"X 
X, y, X -Y المستوي بأضلاعه‎ CL. (T-T ( شكال‎ 
(Y) x l? + lly I]? =|] |. 


بتطبيق القانون »)١(‏ يأخذ هذا الشرط الصورة : 


y + ë‏ الخير الخطي وتطسقاته 


a + ...+ Xi (+ yi Haat y? ١ = EE Ft x yi }+| yi + ...+ Ye ' 
الا‎ 
د‎ +... tXq)-2 (xi) + os Eg ) + (î + a BE), 


تتحقق المساواة (7) عندما 0 مجموع الجداءات المتصالبة مساويأ الصفر : يكون × 
yo‏ متعامدين إذا كان : 


(Y) 


لاحظ أن هذا المقدار هو بالضبط 7د وهو حاصل ضرب مصفوفة من النوع 
[Xn‏ (مصفوفة السطر ad ptas (x‏ من النوع n xI‏ (مصفوفة العمود :)y‏ 





(£) 


Y] 
| . =X] |] + one ee Ae a 5 
i 


إذا استخدمنا رمز التجميع فان ماسبق يأخذ الصورة xy,‏ ر< . (وهو أيضاًء"ر). 
يظهر هذا التركيب في كل دراسة في كل هندسة ذات ١‏ بعداً . يدعى هذا المقدار» فى 
بعض الأحيان > الجداء العددي للمتجهين ويمثل بالرمز در أو(«.:) ولكننا نفضل تسميته 
الجداء الداخلي والمحافظة على الرمز راء : 


TE انه يساو‎ Rk للمتجه × فى المتجه من‎ Sell هو الجداء‎ X Ty المقدار‎ i- 
. متعامدين‎ yx الصفر إذا وإذا فقط كان‎ 


مفهوم الطول والحداء مرتبطان بالعلاقة ”||| = × + ... + 7 = xTy‏ المتجه 


الصفري هو المتجه الوحيد الذي طوله يساوي الصفر بقول آخر» اا 
المتعامد مع نفسه إنه صفر المتجهات . x = 0 asil‏ متعامد مع آي متجه من الفضاء R‏ 


aA التعاممد‎ 


مثال . (1-,2,2)= + متعامد مع )1,2,2-(= «. طول كل منهما يساوي 
3 - 4+4+1 /. 

يدرس البند التالي المتجهات غير المتعامدة ؛ سيعطي الجحداء y JON!‏ زاوية 
نحقق زاوية متجهين متعامدين 0 -6050© . سنبقى في |i‏ اليل مع الزوايا القائمة. 
وسيكون هدفنا فهم الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة والخاصة التي سئراها بعد 
ذلك هي التعامد . 

نلاحظ Vi‏ أن هناك ارتباطاً بسيطأ بين الاستقلال الخطي والتعامد . إذا كانت 
ا متجهات غير الصفرية ع «....... ٠١‏ متعامدة مغنى (كل متجه متعامد مع أي متجه احر) 
ils‏ مستقلة Les‏ 

البرهان لنفرض أن 0ح س»+.....+«ء. لكى نبرهن» أن على المعامل Wac cc,‏ 
أن يكون مساوياً الصفرء نكوّن الجداء الداخلى لطرفي هذه العلاقة بالمتجه Vi‏ 

(0) vi (civi +... + ek) =v10 =0 

لا كانت المتجهات v‏ متعامدة مثنى » فانه لايبقى في ال معادلة )0( سوى حد واحد. 
viv, =0.‏ رءوسبب فرضنا أن المتجهات غير صفريةء #008 vv,‏ وبذلك a‏ أن 
تر . هذا الأمر صحيح من أجل أي cei‏ لذاء فالتركيب الوحيد المساوي للصفر هو 
التركيب التافه حيث كل 0 c=‏ . أى أن المتجهات مستقلة خطياً . 

إل il‏ متجهات متعامدة مثنى هي pamo‏ عة المتجهات الاحداثية ,:۰۰۰ في 
"۸. إنها أعمدة مصفوفة الوحدة وهى OSS‏ أبسط أساس للفضاء "۸. إنها متجهات 
وحدة طول كل واحد منها 1 = le;‏ . إنها تشير إلى اتجاهات محاور الاحداثيات . إذا 
دار هذا النظام من المتجهات » فانه ينتج عن ذلك اشاس نظامي متعامد جديد وهو 
نظام جديد من متجهات الوحدة المتعامدة مثنى . فى المستوي. يعطى هذا الدوران ١‏ 


vı = (cos0, sin 8), və = (- sin, cos 0). 


يعطى ذلك مثالا آخر للطول (1 - vy‏ 7« و 1= vive‏ ) وللتعامد0 - رن vT‏ 


jot! 4 yot‏ وتطبيقاته 


الفضاءات الحز ثية المتعامدة 

نصل الآن إلى تعامد فضاءين جزئيين . يتطلب ذلك أن يكون كل متجه من 
فضاء جزئي متعامد مع أي متجه من الآخر . فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة المعتاد. 
تمثل الفضاءات الجزئية بمستقيمات أو بمستويات مارة من نقطة الأصل.ء وفى الحالتين 
القصويين » بنقطة الأصل نفسها أو بالفضاء الكلى . يمكن أن يكون عدد أبعاد الفضاءات 
الجزئية 0.1.2,3. الفضاء الجزئي }0{ متعامد مع كل فضاء جزئي . يمكن لمستقيم أن 
يكون متعامدأً مع مستقيم آخر أو مع مستو ولكن SEY‏ لستو أن يكون متعامداً مع 
مستوآخر '. الفضاء الكلي R°‏ متعامد مع }0{ فقط . فى فضاءات من السعة م 
التعريف الأساسي للتعامد هو مايلي : 


۳ب نقول عن فضاءين جزئيين VW‏ من R"‏ إنهما متعامدان إذا كان كل متجه v‏ 
من V‏ متعامد مع كل متجه v'w=0 : Wey W‏ لکل vw‏ , 


Slee‏ لنفرض أن ۷ هو المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0,0)=ر« و v;=(1,0,0,0)‏ وأن 
W‏ هو المستقيم المولد بالمتجه )0,0,4,5(= w‏ . بماآن «متعامد مع كل من viva‏ فان المستقيم 
W‏ متعامل مع المستوي V‏ كاملا . 
في هذه UU‏ حيث الفضاءان الجزئيان من بعد وبعدين في RY‏ سيكون 
هناك مكان لفضاء جزئي ثالث . إنه المستقيم 1 الذي يحمل المتجه )4-,0,0,5(= z‏ 
والمتعامد مع ۷و ۷. مجموع هذه الأبعاد2+1+1=4» ولايوجد متجه . سوى المتجه 
الصفري » متعامد مع كل من ۷,۷,1 


)١(‏ نقبل أن الحائط الأمامى والحائط الجانبى فى غرفة مستويان متعامدان من ۸3 . لكنهماء 
وفق تعريفناء غير متعامدين لأنه يمكن ايجاد مستقيمين vw‏ في هذين الحائطين» على 


Ta التعامد‎ 


لنبرر OYI‏ اهتمامنا بمفهوم التعامد. أهمية هذه الأشياء أنها لاتأتى عرضاً بل 
تأتي زوجاً فى كل مرة. في الحقيقة » الفضاءات الجزئية المتعامدة أمر لامفر منه . إنها 
الفضاءات ا جزئية الأساسية ! هناك أربع فضاءات جزئية وتظهر مثنى . 
الزوج الأول هو الفضاء الصفري وفضاء الأسطر . إنهما فضاءان من AR"‏ 
للأسطر « مركبة لذاء فهى متجهات Ax‏ علينا أن نبرهن» باستخدام المعادلة 0= Ax‏ 
فقط أن أسطر A‏ متعامدة مع ا متجه x‏ 
Y‏ فضاء الأسطر متعامد مع الفضاء الصفري (في (R"‏ وفضاء الأعمدة متعامد 
مع الفضاء الصفري الأيسر (في ”۸). 
البرهان الأول . لنفرض × متجهاً فى الفضاء الصغري . لذا 0 cAx=‏ ويمكن 
كتابة هذا النظام ذي ال m‏ معادلة بصورة أكثر وضوحا. 


(1) 
Ar =| = Y سطر‎ oes AY 3 0 


m سطر‎ ae Xn 0 


النقطة الأساسية واقعة مسبقاً فى المعادلة الأولى : السطر الأول متعامد مع x‏ 
إذ أن جداءهما الداخلى يساوي الصفر ؛ هذه هي المعادلة . تذكر المعادلة الثانية الشيء 
ذاته من أجل السطر الثاني . بسبب وجود الأصفار في الطرف الأيمن» يكون × متعامداً 
مع كل سطر . لذا » فانه متعامد مع كل تركيب للأسطر . كل × من الفضاء الصفرى 
متعامد مع كل متجه من فضاء الأسطر لذاء فان BAT‏ ل AA)‏ 

الفضاءان الحزئيان المتعامدان الآخران ينتجان عن 0= Ay‏ أو 0= yA‏ : 

(v) 


T 
y A= Yi --- Ym 


J E KOO‏ 53 سم 
م 6 مس ن خخ دام 


Yot‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 

المتجه ‏ متعامد مع كل عمود . تبين المعادلة ذلك بسبب أصفار الطرف الأيمن . 
لذاء فان y‏ متعامد مع كل تركيب للأعمدة. إنه متعامد مع فضاء الأعمدة وإنه متجه 
نموذجى من الفضاء الصفري اليساري: (A)‏ ۸(1 /.. إن ذلك PU‏ 
LL‏ الأول من النظرية وذلك بتعويض 4 ب AT‏ 

البرهان الثاني نريد أن نحقق النتيجة ذاتها بطريقة خالية من الاحداثيات . سيفيد 
التباين بين هذين البرهانين القارىء Lace‏ فيعطيه مثالاً خاصاً لبرهان مجرد مقابل 
برهان مشخص . إننى متأكد أن هذا البرهان سيكون أشد وضوحاً وأشد رسو خا . 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري و v‏ متجه من فضاء الأسطر . لذا0 = ×4 
و47 - «من أجل متجه محدد2. (المتجه OS Sv‏ للأسطر لأنه واقع في فضاء 
الأسطر). سطر واحد يكفي لبرهان كونهما متعامدين : 


(A) yx =(A'z)'x =z Ax =z'0=0. 


مال لنفرض أن A‏ مصفوفة رتبتها تساوي الواحد. لذاء فإن فضاء أسطرها وفضاء 








الأسطر مضاعفات )1,3( . يحوي الفضاء الصفري المتجه (3,1-) وهو متعامد مع 
الأسطر . فعلآ الفضاء الصفري هو» LUE‏ المستقيم العمودي على eR?‏ وهو يحقق : 


E 5 ,]2 6 =0, [3 5[| lsa 














x | 
1 





X4 


ق 


X ? 


بالمقابل » يقع الزوج SV‏ من الفضاءات الجزئية فى 87 وهما : فضاء الأعمدة 
وهو مستقيم يحمل المتجه (1,2,3) والفضاء الصفري اليساري مستوي . يجب أن يكون 
المستوي العمودي 0 = yA=0(6 gies LU c aa lia . y +2y,43y,‏ . 


Y.O التعامد‎ 


نلاحظ أن مجموع أبعاد الزوج الأول هو 1+1=2 في الفضاء R?‏ ومجموع 
أبعاد الزوج الثاني (مستقيم ومستو) هو 1+2-3 في الفضاء ۸. بصورة ale‏ مجموع 
عدد أبعاد فضاء الأسطر وعدد abel‏ الفضاء الصفري هو -r Hn -r)En‏ يحقق الزوج 
الثاني العلاقة -r ) =m‏ :)+ . هناك شيء آخر أكثر من التعامد قد ظهر وأطلب منك 
الصبر من أجل نقطة اضافية . 

من المؤكد أن الفضاء الصفري متعامد مع فضاء الأسطر_لكن ذلك ليس الحقيقة 
كاملة . (A)‏ لايحوى فقط بعض المتجهات العمودية على فضاء الأسطر بل يحوي 
كل هذه ا متجهات . يتكون الفضاء الصفري من جميع حلول 0= ×۸. 


تعريف إذا أعطينا فضاء جزئياً ۷ maki‏ فضاء جميع متجهات "۸ المتعامدة 
مع ۷» يدعى ا متمم المتعامد ل ۷ ويمثل bal) VO yo JL‏ متعامد (V‏ 


إذا استخدمنا هذا المصطلح فان الفضاء الصفري A (A)‏ متمم متعامد لفضاء 
الأسطر MA =. BAN:‏ والعكس صحيح : يحوي فضاء الأسطر جميع متجهات 
"۴ المتعامدة مع الفضاء الصفري . إن هذا الأمر لايتضح بصورة كافية من طريق الانشاء 
لأنه عند حل المعادلة 0 = cAr‏ ننطلق من فضاء الأسطر لنجد كل x‏ متعامد مع هذا 
الفضياء؟ لذا Lede‏ أن goed‏ ل إلى yo aS. SLM LE‏ أن goers‏ و "ماد 
مع الفضاء الصفري ولكنه لايقع في فضاء الأسطر . إذا ما أضفناء كسطر اضافي 
للمصفوفة 4 فان ذلك قد يوسع في فضاء الأسطر دون أن يغير شيئاً في الفضاء 
الصفري . لكننا نعلم أنه يوجد قانون ثابت . "= (۸-۴)+” أو : 
عدد أبعاد (فضاء الأسطر)+ عدد أبعاد (الفضاءالصفري)- عدد الأعمدة 
ofle‏ هذين العددين الأخيرين لم يتغيرا عندما أضفنا السطر الجديد: فانه من 
المستحيل أن يتغير الأول . نستنتج أن كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري واقع مسبقاً 
فون فضاء الأسطرء  PADANA‏ . 


5.1" الجبر الخطى وتطبيقاته 

إذا Lib‏ هذه المحاكمة ذاتها على /4 فاننا نحصل على النتيجة المرافقة : 
الفضاء الصفري الأيسر MA")‏ وفضاء الأعمدة [SF (A)‏ منهما متمم متعامد للآخر 
في ”۴ . وهذا ينهي النصف الثاني من النظرية الأساسية في الجبر الخطي . يعطى النصف 
الأول عدد أبعاد كل من الفضاءات الحزئية الأربعة» متضمناً الحقيقة التي تقول إن )45 
الأسطر = رتبة الأعمدة. لقد أصبحنا OV‏ نعلم أن هذه الفضاءات ليس كل اثنين م 
متعامدين» فقط » بل إنهما متتامان متعامدان . 


۳ د النظرية الأساسية في الجبر الخطي» الجزء ۲ 
الفضاء الصفري هو المتمم المتعامد لفضاء الأسطر فى JR"‏ 
الفضاء الصفري الأيسر هو المتمم المتعامد لفضاء الأعمدة في "۸. 


نعيد» هاتان القضيتان قابلتان للعكس . يحوي فضاء الأسطر كل متجه متعامد 
مع الفضاء الصفري . ويحوي فضاء الأعمدة كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري 
الأيسر . إن ذلك حكم صحيح محتوى في وسط الكتاب» لكنه يقرر» bL‏ أي نظام 
معادلات قابل للحل ! بالنظر مباشرة» نلاحظ أن Ar=b‏ يتطلب أن يقع b‏ في فضاء 
dee YI‏ وإذا نظرنا بصورة قير عاش نجد أن ذلك يتطلب أن يكون b‏ متعامداً مع 
الفضاء الصفرى الأيسر. 


له تكون المعادلة =b‏ مه قابلة للحل إذا وإذاء فقط. كان 0-= «آط متى 


„Ay -0 كان‎ 


العرض المباشر هو يجب أن يكون طت ر كيبا للأعمدة» .. العرضن غير المباشر 83 
متعامد مع كل متجه متعامد مع الأعمدة». لايمكن اعتبار ذلك تحسيناً (ليوضع في 
وسط السطر).. لكمء إذا وعد كثير من اللأعمدة ومتجة أو متجهان فقط متعامدان 


Y.V التعامد‎ 


معهاء فمن السهل جداً التحقق من الشرط أو الشرطين 0 - by‏ هناك مثال سهل فى 
البند )0-1( هو قانون كريتشوف في التوتر . يعد اختبارالصفر حول عروة أسهل بكثير 


من التعرف على تراكيب الأعمدة. 
كال : مجموع الأطراف اليمنى في المعادلات التالية يساوي الصمر : 
-X2 =b]‏ رع olx] [è‏ 1 1 
=b;‏ وعر- X3‏ أو و6 |= | x2‏ || 1 1[ 0 
U EJ b3 X3 “X - 53‏ + 

















تكون هذه المعادلات قابلة للحل إذا وفقط إذا كان مجموع الأطراف اليمنى 
يساوي الصفر . كما أن التحقق من كون 0 b tbb‏ الأمر الذي يجعل b‏ متعامداً 
مع (1,1,1) = «الواقع في الفضاء الصفري الأيسر أسهل من SN‏ شق هن کو ن LS Fb‏ 
خطياً في الأعمدة. وفق النظرية الأساسية» إنها الشيء ذاته . 





المصفوفة والفضاء الجزئي 

نريد أن نؤكد أنه يکن VI‏ و ۷ أن يکونا متعامدين دون أن يكونا متتامين. 
عندما يكونا صغيري السعة . المستقيم ۷ المولد بالمتجه (1,0,0) متعامد مع المستقيم 
المولد بالمتجه )6(0.0,1 ولكن في» فضاء ذي ثلاثة أبعاد» ۷ ليس W‏ كما أن المتمم 
العمودي WI‏ ذو بعدين . إنه مستو والمستقيم ۷ ماهو إلا جزء منه. إذا كانت الأبعاد 
متالائمة t‏ فإن الفضاء الحزئى العمودي هوء بالضرورة› متمم عمودي . كان هذا حال 
فضاء الأسطر مع الفضاء الصفري» ويمكن البرهان بصورة عامة : 


V=W™ ob =۷ إذا كان‎ 





troia‏ أبعاد V‏ و W‏ متلائمة t‏ و ينقسم الفضاء إلى > UN‏ متعامدين 
شكل (Y-Y)‏ 

عندما يقسم الفضاء إلى جزأين متعامدين » فان ذلك يعني أن ذلك يجري على 
كل متجه : ««+ اح . المتجه :هو المسقط على الفضاء الحزئى ۷. المركبة العمودية 


Tek‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 
«هي مسقط × على 17. البند SES‏ يبين كيف نجد هذين المسقطين ؛ نريد هنا 
استخدامهما . إن ذلك يؤدي إلى شكل» من المحتمل › أن يكون أكثر أشكال الكتاب 
أهمية (شكل ”5-7 ) . 

يلخص الشكل CET)‏ النظرية الأساسية في احبر الخطي . إنه يوضح التأثير 





شکل( ۳-۳). المتممان العموديان فى R?‏ . 

النظرية يعين ste‏ أبعاد الفضاءات الجزئية . النقطة الأساسية هي أن لفضاء 
الأسطر ولفضاء الأعمدة السعة gil‏ (الرتبة). نعرف OV‏ » أيضاً » توجيه كل من 
الفضاءات الأربعة | فضاءان جزئيان متتامان ومتعامدان في "۸ والآخران فى -R™‏ 
الفضاء الصفري ينقل إلى صفر المتجهات . و لايوجد شيء ينقل إلى الفضاء الصفري 
الأيسر . التأثير الحقيقى هو بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدةء ويمكنك أن ترى ذلك 
بالنظر في متجه تموذجي ×. إن له pol‏ كبة من فضاء الأسطر »> و«مركبة من الفضاء 
eral‏ 66 ,×+ - ×. عندما نضريه ب 4 خد Ax =Ax, +Ax,‏ 

مركبة الفضاء الصفري نفضى إلى الصفر 0 = Ax,‏ 


التعامد 5 


مر is‏ فضاء الأسطر تفضى إلى فضاء الأعمدة Ax, Ax‏ 


طبعاً » كل شىء ينتهى إلى فضاء الأعمدة ‏ لايمكن للمصفوفةأن تعمل أي شىء غير 
الك ريون N isli JRA‏ 


x, ج‎ Ax, = ax Ax R” 
column 
space 
RA) 

x AY 







left 
nullspace 


؛١‎ NAS) 





شكل (E-1)‏ تأثير المصفوفة ۸ . 


۳ و التطبيق من فضاء الأسطر إلى فضاء الأعمدة هو» فعلاً » قابل للعكس . كل 
متجه b‏ من فضاء الأعمدة يأتى من متجه واحد وواحد فقط ,»من فضاء الأسطر . 

البرهان إذا كان ط من فضاء الأعمدة» فإنه التركيب ×4 للأعمدة . فعلاً» إنه (Ax,‏ 
حيث ,× واقع في فضاء الأسطرء OY‏ مركبة الفضاء الصفري تعطي 0 = Ax,‏ إذا 
أعطى متجه آخر ox",‏ من فضاء الأسطرء = Ax,‏ فسيكون 0= 5- طح A (x,-X',)‏ 
يضع ذلك xr",‏ الفضاء الصفري وفضاء الأسطر معاًء الأمر الذي يجعله متعامداً 
مع نفسه . لذا » فإنه الصفر وبالتالى ,×= x,‏ بالضبط . انتقل متجه واحد من الفضاء 
الصفري إلى b‏ 


)1( ماكنت أعرف حقاً كيف يمكن رسم فضائین جزئيين متعامدين عدد ابعادهما: و: -2 . إذا 


عرفت هذه الأبعاد والتعامد» فلا نتابع الشكل (EY)‏ كي لايختلط عليك الأمر . 


Y\.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كل مصفوفة تحول فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتها . 

على هذين الفضاءين اللذين عدد أبعادهما»: تكون المصفوفة 4 قابلة 
للعكس . وعلى فضائها الصفري» تقوم المصفوفة 4 بدور المصفوفة الصفرية . يكن 
رؤية ذلك بسهولة عندما تكون A‏ قطرية ! فالمصفوفة الجزئية التى يتكون 
قطرها من العناصرغير الصفرية (عددهاء) قابلة للعكس . نعلم الآن أن 
هذه الفكرة صحيحة دوماً. إضافة إلى ذلك op‏ 4 تعمل فى الاتجاه المعاكس 6 من R‏ 
Sle ge”‏ "۸ ومن PUA)‏ رجوعاً إلى(47)#. . طبعاً » النقل ليس عكساً ! 47 
بحرك الفضاءات بشكل مضبوط ولكن ليس ذلك بصورة فردية بالنسبة للمتجهات . 
هذا الفخر يخص 4 إذا كانت موجودة وهي تكون موجودة فقط إذا كان ram =n‏ 
وإلا فانني أطلب إليها أن تعيد فضاء صفرياً كاملاً خالياً من المتجه الصفري » الأمر 
الذي لاتوجد مصفوفة قادرة على عمله. 

عندما يتعثر وجود ELS (A!‏ أن تجد بديلاً طبيعياً . إنه يدعى ال معكوس الكاذب 

الذي يقل بالرمز A‏ ينكس Lalo A‏ يكون ذلك مكنا : ممه" حي ف دهن فقا 
الأسطر . لايوجد شىء يكن عمله على الفضاء الصفري الأيسر : 0= ر 4. لذاء 
فان ” 4 تعكس A‏ عندما تكون ALG‏ للعكس » وستحسب في الملحق . يتعلق هذا 
الحساب بواحد من أهم تحاليل المصفوفات -تحليل القيمة الشاذة ‏ نحتاج من أجل ذلك 
أن نتعرف على القيم الذاتية . 


تمارين 


۱-۱-۳ أوجد طول كل من (1,4,0,2) = ×و (2,1,3-,2) = :روجداءهما الداخلى . 

۲-١-۳‏ أوجد مثالا من “#لمتجهات مستقلة خطياً وغير متعامدة فيما بينها . أعط 
أيضاً مثالا Olea‏ متعامدة فيما بينها ولكنها غير مستقلة . 

۳-١-۳‏ انسجاماً مع الهندسة التحليلية» يكون مستقيمان من المستوى متعامدين 


٤-۴ 


Ss 


YYA التحامد‎ 


إذا كان clue‏ ميليهما يساوى .١-‏ طبق ذلك على المتجهين 
SOY) × = (X)‏ نر Le‏ أن ميليهما هما /:د, ر« لنحصل من 
جديل على شرط التعامد 0= ر : 

كيف تعرف أن السطر : من gives‏ فة قابلة للعكس B‏ متعامد مع العمود ز 
من eB!‏ إذا كان $i xj‏ 


عبن المتجهين المتعامدين بين المتجهات : 


| 1 

"kd.‏ اح ونا 
j‏ ]= د oo 0 V3‏ 3 
P‏ 


في 83 » أوجد جميع المتجهات العمودية على )1,1,1( و (1,0-,1). 
استنتج من هذه المتجهات نظام متجهات وحدة متعامدة فيما 
بينها (مجموعة متعامدة ‏ نظامية) فى RY‏ 

أو io‏ متجهاً x‏ متعامداً مع قضاء الأسطر ومتجها y‏ متعامداً مع فضاء 
الأعمدة للمصفوفة 


V i = 


N N=‏ هم 
غ co‏ هد ت 








إذا WOLS‏ و ۷ فضائين جزئيين متعامدين » برهن أن المتجه الوحيد المشترك 
Lge‏ هو المتجه الصفرى : [0! W=‏ ۷۸ . 

أوجد المتمم المتعامد للمستوي المولد بالمتجهين (1,2,3) و )1,1,2( » وذلك 
ob‏ تعتبر هذين المتجهين سطرى مصفوفة 4 وتحل النظام 0= Ax‏ . تذكر 
أن المتمم مستقيم كامل . 

كون نظام معادلات متجانسة بثلاثة مجاهيل بحيث يكون حلها تراكيب 
عطية للمتجهين الواردين في التمرين السايق.. إن هذا التمرين عكس 


3 


۱۱-1-۲ 


۲-1-۳ 


NY 


١5١ 5 
\o-\-Y 


iiif 
\v-\-¥ 


Ait 


| الخطي وتطبيقاته 

السابق ولكن هذين التمريئين هما في الحقيقة شيء واحد . 
كثيراً ماتعرض النظرية الأساسية في الجبر الخطى بصورة بديلة تنسب 
Fredholm d}‏ : لكل 4 و e b‏ واحد وواحد فقط من النظامين التاليين 
يقبل حلا : 

(DAx طح‎ (2A ly =0,y b#0. 
بقول آخرء سواء أكان ط من فضاء الأعمدة (4) #. أو وجد متجه :رمن‎ 
و(؟)‎ )١( بحيث يكو ن 750 بر برهن أن وجود حل لكل من‎ MA‘) 
. في أن واحد يوقع في التناقض‎ 
: أوجد أساساً للفضاء الصفري للمصفوفة‎ 


11 0 2 
a =| E 


ثم حقق من العم CA‏ مع فضاء الأستطر. فرق المخجة MEERE‏ 
مركبة bx,‏ فضاء الأسطر ومركبة ,× فى الفضاء الصفري . 

وضح عمل A‏ برسم مشابه لذلك الظاهر في الشكل )٤-۲(‏ وذلك 
بارجاع (4)#. إلى فضاء الأسطر والفضاء الصفري اليسارى إلى الصفر . 
برهن أن x ty g x-y‏ متعامدان إذا وإذا فقط كان || < || = ]| x‏ ||. 

أوجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها المتجه )1,2,1( ويحوي فضاؤها 
الصفري المتجه (2,1-.1). أو برهن أنه لاتوجد مثل هذه المصفوفة . 
أوجد جميع المتجهات المتعامدة مع )1,4,4,1( و )2,9,8.2( . 

إذا Vols‏ المتمم العمودي WS‏ فى oR”‏ هل توجد مصفوفة فضاء أسطرها 
۷وفضاؤها الصفري W‏ ؟ انطلق من أساس ل۷ وبين كيف يمكن انشاء 
مثل هذه المصفوفة . 

إذا كان s = JO}‏ الفضاء الصفري من * ۸ الذي يحوي نقطة الأصل › 


e 


a 


ت 


اداه | 


FIY التعامد‎ 


فقط . ماهو St‏ ؟ إذا كان S‏ مولدا بالمتجه )0,0,0,1( فما هد +5 F‏ 

صح أو خطأ ; 

(أ) إذا كان ۷ متعامداً مع W‏ » فان "8 متعامد مع "۷ . 

(ب) إذا كان V‏ متعامداً مع W‏ و W‏ متعامداً مع 2 » فان ۷ متعامد مع Z‏ 
نفرض أن 5 فضاء جزئى من R”‏ . فسر ماذا يعني SUL, (S~) =S‏ هو 
oo‏ 

نفرض أن م مستوي (ليس فضاء جزئياً) في الفضاء ذي الأبعاد Trp ts)‏ 
يحمق 6- X +2y -Z‏ . أو جد معادلة مستتو P’‏ يوازي م وير من نقطة 
الأضل. أوجدء Lad‏ » متجها متعامداً مع هذين المستويين : ماي 
المصفوفة التى فضاؤ ها الصفري هو المستوي م وماهي المصفوفة التي 
فضاء أسطرها Gp’‏ 

نفرض أن 5 الفضاء الجزئى من * # الذي يحوي كل متجه يحقق 
0ح رد ++ JX)‏ أو dom‏ هاما AAN‏ طم الذي يحوى كل متحه متعامد 


مع 5 


۲-٣‏ الجداء الداخلي والاسقاط على مستقيم 

لقد رأينا سابقاً أن الجداء الداخلي للمتجهين y‏ × هو العدد y‏ ×. حتى الآن لم 
نهتم إلا بكون الجداء الداخلي مساوياً الصفر أم لا بقول آخرء ما إذا كان المتجهان 
ام أم Vidas Y‏ أن ننظر فى إمكان أن لا يكون الجداء الداخلى صفرا أو 
لاتكون الزوايا قائمة ‏ ونستنتج العلاقة بين الجداء الداخلي والزاوية . والعلاقة بين 
الجداء الداخلي والمنقول . في الفصل الأول» أجري الانتقال بالمبادلة بين أسطر وأعمدة 
مصفوفة . سنعمل OVI‏ بصورة أفضل من هناك . 

إذا حاولنا تلخيص La‏ ذلك الفصل فلا يمكننا أن ننكر أن قضية التعامد كانت »؛ 


Vig‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
إلى حد كبير» الأكثر أهمية . لنفرض نقطة ط فى الفضاء ذي ال بعداً» نريد ايجاد 
بعدها عن مستقيم مفروض » لنقل مثلا» إنه المستقيم الذي له اتجاه ا متجه ۾ . نبحث 
على هذا المستقيم» عن النقطة م ASV‏ قربا من 5. يكمن الحل في الهندسة . سيكون 
ا مستقيم الواصل بين b‏ و م (المستقيم ا منقط في الشكل 0-7( gas‏ على المتجه الأصلي 
. ستسمح لنا هذه ا حقيقة بإيجاد النتقطة «الأكثر قرباً من b‏ وحساب بعدها عن هذه 
النقطة . رغم أن المتجهين » و ط غير متعامدين » فان حل هذه المسألة يقود إلى التعامد 
بصورة ألية . 

سيكون الوضع ذاته فيما إذا أعطيناء بدلاً من المستقيم ذي الاتجاه ۾ » مستوياً- 
أو بصورة أكثر عمومية فضاء S Li je‏ عن 8 . سعكون SLAM‏ من جديد: هي ايجاد 
النقطة م من هذا الفضاء الجزئى e‏ الأكثر قربآمن ط. وستكون (بالتعريف) النقطة م 
La‏ هي eb bine‏ الفضاء ا جزئى . عندما ننشىء عموداً من b‏ على 5 ستكون م 
نقطة تلاقي العمود مع الفضاء الجزئي . بتعبير هندسى » إن ذلك هو حل بسيط لمسألة 
عادية جداً تتعلق بالبعد بين نقطة b‏ وفضاء جزئى S‏ . لكن 6 هناك سؤلان يحتاجان 
إلى اجابة : 
)1( هل لهذه المسألة تطبيقات عملية حالياً ؟ 
CY)‏ إذا كان الفضاء الجزئي معرفا بأساس محدد» فهل هناك قانون يعين المسقط م؟ 

الاجابة؛ clase‏ نعم . مسألتنا التي وصفت حتى الآن بعبارات هندسية » هي 
بالضبط » مسألة ايجاد حل لنظام مفرط التعيين بطريقة ا مربعات الأصغرية . يمثل ا متجه 
b‏ المعطيات الناتجة عن سلسلة من التجارب أو البيانات وهى تحوي العديد من الأخطاء . 
بقول آخر عندما نحاول كتابة م كتركيب في متجهات أساس الفضاء الجزئي» قد لانجد 
ذلك مكناً. المعادلات التي نواجهها غير متسقة وليس لها حل . لذلك» فان طريقة 
ole‏ الأصغرية تتتقي م كأفضل وضع ممكن . لايمكن أن يكون هناك شك بأهمية 
هذا التطبيق. 


Y\o التعامد‎ 





شكل oy)‏ الإسقاط فى فضاء ذي n‏ ) 


المسألة الثانية» ايجاد قانون لتعيين م » هي مسألة سهلة الحل إذا كان الفضاء 
الجزئى مستقيماً. فى هذا البند والذى يليه» سنسقط متجهاً واحداً على آخر بطرائق 
نك day any‏ هذا lal bla‏ الذاعال «الزلية . لسن المظ» يقن lB‏ 
م بسيطاً بصورة واضحة» عندما نسقط على فضاء جزئي one‏ أبعاده كبير» شرط أن 
يكون لدينا أساس لهذا الفضاء . وهذه» إلى حد بعيد أكثر الحالات أهمية ؛ إنها تقابل 
مسألة مربعات أصغرية ذات وسطاء متعددة » سنحلها فى البند PHT)‏ عندئذ» 
يبقى علينا أن نجعل هذه القوانين أكثر بساطة وذلك بالعودة إلى اا 
الجداء الداخلي ومتراجحة شوارتز 

نعود OV‏ إلى دراسة الجداء الداخلى والزوايا. سنرى قريباً أنه ليست الزاوية 
بل جيب تمامها هو الذي يرتبط مع الجداء الداخلي مباشرة. سنعمد إلى المثلثات في 
الحالة ذات البعدين لايجاد هذه العلاقة . نفرض أن 0 قياس زاوية المتجه » مع محور 
× (شكل 1-1 sid‏ أن || »|| هو طول المتجه ۾ الذي يشغل الوتر فى المثلث © Oa‏ 
يعرف جيب وجيب نام » كما يلى : 





b= (b,,b5) 
= lb=a l 


مکل CIT),‏ .چیب als‏ الزاوية »- 8 =0. 


sin @ COS 0 


5 da = ay | 
lal lal 

الأمر ذاته صحيح من أجل b‏ والزاوية المقابلة WAI: B‏ هی || || مط 9 > 
التمام هو | ]|| 507 . لما کان © ھی » - 28 فان تمام جيبها ينتح عن مطابقة مثلثية 
Se‏ لأ قرد أن يساعا : 

ار كح ووو اربوا V cos 6 = cos Û enê‏ 
| ما اما 

البسط فى هذا القانون هو الحداء الداخلى Sat‏ م وهذا مايعطى العلاقة التى 
Eames‏ عنها : 
31 جيب تام أي متجهين ١‏ و ۾ هو : 


(Y) a'b 


cos 6 = 


dell lell 

لنلاحظ أن هذا القانون صحيح من ناحية تعادل الأبعاد ؛ إذا ضاعفنا طول b‏ 

فان AS‏ من البسط والمقام يتضاعف بالشكل ذاته» وجيب التمام لايتغير . إذا غيرنا 
إشارة ط فان إشارة 6 cos‏ في الطرف الثاني تتغير» أيضاً وتختلف الزاويةبمقدار "١16١‏ . 


YYY aiiai 


ملاحظة : هناك قانون مثلثي آخرء قانون جيب التمامء يؤدي» مباشرة» إلى 
النتيجة ذاتها وهو ليس مثل القانون الظاهر في المعادلة :)١(‏ غير قابل للنسيان» لكنه 
يربط بين أطوال أضلاع أي مثلث : 
|b-a |? = lo ||? + lla]? - 2llall ||| cos 6‏ 4 
عندما تصبح © زاوية قائمة» فإننا نعود إلى نظرية فيثاغورس . لكن» بغض 
النظر عن 60 Xe‏ نشر ١5-61‏ إلى Jeb (b-a) (b-a)‏ عندها المعادلة (Y)‏ الصورة : 
b"b - 2a" b + aba=b'b+a'a-2\|d| |lal cos 6.‏ 
يحذف b‏ ط و a‏ » من طرفي هذه المعادلة» نصل إلى قانون جيب plod‏ كما في 
المعادلة (Y)‏ . فعلاً يبرهن ذلك قانون جيب التمام فى فضاء ذي len‏ وقد ناضلنا 
كما في المعادلة للمثلث المستوي ab‏ 0 فقط . 
نريد الآن أن نجد ممسقط Jeb‏ ۾ . متجه هذه النقطة مضاعف للمتجه المفروض 
ه أيه د - م شأنها بذلك شأن كل نقطة من المستقيم ‏ وبذلك تؤول المسألة إلى حساب 
المعامل × . كل مانحتاجه من أجل هذا الحساب هوتطبيق الحقيقة الهندسية التي تقول 
: المستقيم الواصل من النقطة ١‏ إلى أقرب نقطة إليها من حامل a‏ × = م » متعامد مع 
اجه a‏ : 
» ل(ه+ -6م أو b-x0=0,‏ "۾ أو i x=‏ 
يعطى ذلك قانون × وم : 
۴ح مسقط b‏ على مستقيم مار من o‏ يحمل ۾ هو : 
gf‏ = )0( 


Ê x,‏ سوير حم 
1 


ad al 


هذا مايجيز LI‏ إعادة رسم الشكل )0-0( حاوياً القانون الصحيح للنقطة p‏ 
لهذا القانون نتيجة مهمة قد تكون أهم متراجحة في الرياضيات . إنها 


51 ا لجبر الخطي وتطبيقاته 

تعمم حالة خاصة هي كون الوسط الحسابي (<+)- أكبر من الوسط الهندسي xy‏ 
(وهي تكافىء أيضاً ‏ انظر التمرين ١-1-١‏ متراجحة المثلث فى المتجهات) . تظهر 
النتيجة وكأنها جاءت عرضاًء تقريباً» من القضية التي تقول إن مربع بعد ”| م - lb‏ 
لايمكن أن يكون سالباً. إنظر الشكل (۷-۳) : 


| 1 | Tax? 1 a Mcg T Tes? 
b- A : 2 - pp, 6 b) 5 عد 2 د‎ (b b)a 9 -a b) > 0 
ad a aa aa (a a) 











(aa) < (ab or:‏ ( )ثم بأخذ الجذر التربيعي 


: Schwarz يحقق كل متجهين المتراجحة التالية وهي تدعى متراجحة شوارتز‎ bY 
(1) 
la"b| < |lal| lloll]. 

ملاحظة: استناداً إلى (7)» النسبة بين طرفي متراجحة شوارتز تساوي 
تماماً| 6 |cos‏ 

ما أن جيب التمام يقع في الفترة 1 >6 ءه» > 1- » فان هذا يعطي برهاناً آخر 
للمعادلة )1( : متراجحة شوارتز [cos 0 |> 15 Le‏ الذي هوء. فى بعض ال حالات». 
أكثر سهولة فى الفهم OV‏ جيب التمام مفهوم مألوف جداً. كل من البرهانين صحيح 
في ”۸ ولكن » يجب أن نذكر أن برهاننا هذا يكافىء القيام بالحسابات الميكانيكية 
?|| م - 5|]. إنه غير سالب ويجب أن يبقى غير سالب حتى عندما ندخل » led‏ بعد. 
بعض الإمكانات الجديدة فيما يتعلق بالأطوال والجداء الداخلى للمتجهات . لذاء 
فان مثر اجحة شوارتز قد برهنت دون اللجوء إلى SAL‏ 


(0)يرتبط اسم كوشي أيضاً بهذه المتراجحة وينسبها الروس » Lal‏ إلى- Couchy - Schwarz‏ 
Buniakowsky‏ . يظهر أن مؤرخى الرياضيات يقرون OL‏ زعم بونياكوسكى حقيقى . 


YAA 





التعامد 
Xa‏ 
,م 5 ,>( b=‏ 
4 
ور -6 ١‏ 
i‏ 
a= (ajs a)‏ \ 
a'a ee‏ 
4 
1 


08 _ a'b 


allel‏ م 


شكل (۷-۳). مسقط deb‏ ۾ حي 
ملاحظة أخيرة gles‏ ب || || | »||ء>| طه| . تتحقق ا مساواة إذا وإذا فقط كان 
ا مضاعفاً ل a‏ الزاوية هى إما 6-09 أو 180° وجيب التمام هو إما 1 أو 1-. فى هذه 


الحالة» تتطابق b‏ مع مسقطها م ويصبح البعد بين النقطة والمستقيم صفراً. 
مئال b = )1,2,3( hisi‏ على المستقيم الحامل ل(1,1,1)=ه : 





المسقط هو (2,2,2) = 24 - م. تام اليب هو : 
Os _ lel = VI 1‏ 
lall 4‏ 


متراجحة شوارتز هی || 5|| | silah |< lla‏ ۷/14 65۷3 . نكتب العدد 6)( 
بالصورة V36‏ وبذلك يكون 14/: > t VTI‏ جيب التمام أصغر من الواحد . المتراجحة 


.» لايوازي‎ b OY صحيحة‎ 


i a ie‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المساقط من الرتبة واحد 

مسقط b‏ على المستقيم الحامل ل » يقع في r =a (ablaa)‏ ذلك هو قانوننا 
ه ×=م» لكنه مكتوب بالتواء طفيف : وضع المتجه a‏ قبل العدد =a" /a"a‏ × . هناك 
سبب خلف هذا التغيير التافه ظاهرياً. ينفذ الاسقاط على مستقيم بوساطة Ü pian)‏ 
اسقاط) P‏ . وبكتابة ذلك بهذا التر تيب الحديدء يمكننا أن ندرك ale‏ هذه المصفوفة . 
إنها مصفوفة تضرب b‏ وتنتج م : 





(v) a a 
k جد‎ 
. إن ذلك جداء عمود بسطر (مصفوفة مربعة) مقسوماً على العدد »7ه‎ 
: هى‎ a -)1,1,1( مثال . المصفوفة التي تسقط على المستقيم الحامل ل‎ 





| 1 1 1 

j l 3 3 5 
pule ella 1 i jE ف‎ 
a'a 2 Ji et 1 
Lk 


لهذه المصفوفة خاصتان سنرى فيها إسقاطا Led gf‏ 
)١(‏ م مصفوفة متناظرة . 
(Y)‏ مربعها يساويها : م = ۶۳ , 
إنه مثال مهم لفهم الفضاءات الحزئية الأربعة : 
الرتبية 21 . 
يتكون فضاء الأعمدة من المستقيم الحامل ل (1,1,1) a=‏ 
يتكون الفضاء الصفري من المستوي العمودي على a‏ 
كل عمود مضاعف cat‏ لذاء يقع Ph‏ على المستقيم الحامل „aJ‏ للمتجهات التى 
مسقطها 0 - م أهمية خاصة . إنها المتجهات التي تحقق 0= a'b‏ ~ إنها متعامدة مع a‏ 


ومركباتها على هذا المستقيم تساوي الصفر . إنها تقع في المستوي العمودي الذي هو 


YYA اق‎ 

فعلاً» إن هذا المثال بالغ حد الكمال» فيه الفضاء الصفري متعامد مع فضاء 

الأعمدة» الأمر الذي يبدو غريباً. من المفروض أن يكون الفضاء الصفري متعامداً مع 

فضاء الأسطر . لكن» سبب كون P‏ متناظرة» فان فضاء أسطرها وفضاء أعمدتها 
متطابقان . 

ملاحظة تتعلق بتدريج المقياس . تبقى مصفوفة الاسقاط aa /a a‏ نفسها إذا ضاعفنا a‏ : 


2 2 2= 


a= |‏ تعطى 
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12|2 
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2 
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عه | نيا مم | ثرا =| فنا 
ب ] نما ب | fe‏ 


المستقيم الحامل له بقى نفسه وهذا يعني أن اهتمام مصفوفات الإسقاط منصب 
حوله . إذا كان طول a‏ يساوي وحدة الأطوال op‏ المقام 4-1 أه وتصبح المصفوفة التي 
رتبتها تساوى الواحد هى P=aa‏ 

مثال ۲ اسقاط على ١‏ اتجاه 06 فى مستوي «- x‏ المستقيم يحمل المتجه 
a= (cos ð, sin 0)‏ والمصفوفة هى 


;|le sl 








P= => =. 
T 
da 














e s|! 


هناء رمز ل © scos‏ 5 رمز sin OS‏ 1=“ 5+ “ وهو الواقع في المقام . لفك اكتشمضت 
المصفوفة م هذه من قريب فى البند (7-7) فى التحويلات الخطية . يمكننا الآن أن 
الأبعاد. نؤكد أن ذلك سينتج المسقط م : 
لاسقاط ا على a‏ > صرت ب p =Pb : P‏ 


NYS‏ 51 الخطي وتطبيقاته 


منقول مصفوفة 

نعود الآن إلى المنقول . حتى الآن 47 معرف» فقطء بانعكاس 4 على قطرها 
الرئيسي (في حالة مصفوفة مربعة)؛ أسطر A‏ تصبح أعمدة 4 والعكس بالعكس . 
بقول آخرالعنصر الواقع في السطر ¡ والعمود زفى 47 هو العنصر Gi)‏ من 4 : 

A) = ها‎ ji. 

هناك تفسير آخرء أكثر عمقاً للمنقول وهو الذي ينتج عن علاقته القريبة بالجداء 
الداخلي . في الحقيقة » يمكن استخدام هذه العلاقة لإعطاء تعريف جديد وأكثر «تجريداً) 
للمنقول : 


۴ ي يكن تعريف المنقول 4 بالخاصة التالية : الجداء الداخلى ل+4 فى زيساوى 
الجداء الداخلى ل+ فى A y‏ بصورة شكلية يعنى ذلك : 


(A) (Ax)'y=x'Aly=x' (A'y). 


لهذا التعريف هدفان : 

)١(‏ يريناء عندما نغير طريقة القياس في الجداء الداخلى» كيف يؤثر هذا التغيير 
على المنقول. يصبح ذلك مهما فى حالة الأعداد المركبة . سنرى الجداء الداخلي الجديد 
في البند )0,0( 

: يعطينا طريقة أخرى لتحقيق القانون الأساسي لمنقول جداء‎ (Y) 

(4) (AB)' =B'A'. 
: 8 مرتينء المرة الأولى من أجل 4والثانية من أجل‎ (A) يتأكد ذلك باستخدام المعادلة‎ 
(ABx )'y = Bx) (Ay) =x! (BA 'y). 
يظهر المنقول بتر تيب معاكس في الطرف الأيمن كما يجري في حالة العكس بقانون‎ 
نذكر من جديدأن هذين القانونين يجتمعان لإعطاء التر كيب‎ (AB (5-8 UAT مشابه‎ 
RE ATY | امهم‎ 


=a .لاا‎ 


TTT ee 
cpt 


x (1)‏ و y‏ عددان موجبان» اختر المتجهط مساوياً( (Vx VY‏ والمتجه 
a= Vy VX)‏ . طبق متراجحة شوارتز لتقارن الوسط الحسابي 
ty) >‏ مع الوسط الهندسي Vxy‏ 
(ب) افرض أن لدينا متجهاً ينطلق من نقطة الأصل إلى النقطة Lily x‏ 
أضفنا إلى ذلك متجهاً طوله || «|| يربط ب ty‏ × . يبدأ الضلع الثالث 
للمثلث من نقطة الأصل وينتهى عند «+ *؛ تقرر متراجحة مثلث أنه 
لامكن لهذا البعد أن يكون أكبر من مجموع البعدين الآخرين : 

ااا + ااا ك yl]‏ + ما 
بعد تربيع الطرفين أرجع هذه المتراجحة إلى متراجحة شوارتز . 
ast‏ من أن المسقط يحقق ]0 «lp || = llb || [cos‏ باستخدام الصيغة 
6" 
ماهو مضاعف (1,1,1) = ه الأكثر قربا من النقطة (2,4,4) -5؟ أوجد 
«Lal‏ النقطة الواقعة على المستقيم الحامل ل والأكثر قربا من 4 
فسرلماذا تصبح متراجحة شوارتز مساواة في ا حالة التي تقع فيها النقطتان 
و معاً على مستقيم مار من نقطة الأصل . وفي هذه الحالة» فقط . 
ماذا يحصل إذا وقعتا في موضعين متعاكسين بالنسبة لنقطة الأصل ؟ 
فى الفضاء ذي n‏ يعدا ماهي الزاوية التي يصنعها المتجه (1.1......1) مع 
محاور الاحداثيات ت ؟ ale‏ مصفوفة الاسقاط على هذا المتجه ؟ 
لتر اجحة شوارتز برهان بسطر واحد» عندما يكون المتجهان ط, ۾ متجهي 


و al‏ ومتعامدين : : 


24 _ ا ۾ > إا اما < > |رفره|- انتم 


2 


58 
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YY 


ry 


yan, 


Te 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


أي تمرين سابق يبرر الخطوة المتوسطة ؟ 
باختيار المتجه «المناسب في متراجحة شوارتز» برهن أن : 

atti) توك‎ +... +a). 
متى تكون المساواة محققة ؟‎ 
مرتبة كما لو كان عنصر الفحم واقعاً في مركز رباعي‎ CH, ذرة الميتان‎ 
وجوه منتظم وتقع العناصر الأربعة من الهيدروجين في رؤوسه . إدا‎ 
وفعت الرؤوس فى النقاط (0,0,0(,)1,1,0(,)1,0,1(,)0.1,1) — لاحظ أن‎ 
الطول المشترك للأضلاع يساوي 2/لأن رباعي الوجوه منتظم فماهى‎ 
جيوب تمام زوايا الأشعة الذاهبة من المركز (1/2,1/2.1/2) إلى الرؤوس ؟‎ 
,)05 +8 (زاوية شعاعين تساوى تقريباً ة,‎ 
م التي تسقط على مستقيم وبرهن أن م -2م‎ =a a'la a ربع المصفوفة‎ 
)! "هه‎ aa’ يقع في وسط المصفوفة‎ a'a أن العدد‎ bY) 
GY نعم ولماذا‎ SUL هل مصفوفة الاسقاط قابلة للعكس‎ 
! | (أ) أوجد مصفوفة الاسقاط ,على المستقيم ال حامل للمتجه‎ 
التي تسقط على المستقيم العمودي على ۾.‎ P, وكذلك المصفوفة‎ 
. وفسر النتائج‎ P P, (ب) احسب بص +۶ و‎ 
أوجد المصفوفة التي تسقط كل نقطة من المستوي على المستقيم»‎ 


.+ 2y =0 


a= 





برهن أن Jf‏ »67/7 -م_ الذي هو مجموع عناصر قطرها يساوي 
leg‏ الواحد. 

ماهي المصفوفة ۲ التي تسقط كل نقطة من R?‏ على مستقيم تقاطع 
المستويين 0= ++ «+ + و 0= Gxt‏ 


بر هن أن طول Ax‏ يساوى طول A‏ ادا AA ATAOE‏ 


التعامد 0 


aS مصفوفة الاسقاط على المستقيم الحامل‎ P نفرض‎ ٠١-۲-۴ 
في ر ؟‎ Pad يساوي الجداء الداخلي‎ Py لماذا الحداء الداخلي ل × في‎ (1) 
y = (ب) هل الزاويتان متساویتان ؟ أوجد جيب تام كل منهما إذا كان‎ 
. 2,1,2); x= )2,0,1(: 2-2 (1;1,-1) 
زاوية هذين‎ Ale f مطابق لماسبق‎ Py مع‎ Px) (ج) لماذا الجداء الداخلى‎ 
المتجهيت؟‎ 


۳-۳ الاسقاط على فضاء جزئي وتقريبات المربعات الأصغرية 
حتى OV‏ » كل نظام Le Ax =b‏ أن يكون له حل أو لايكون ذلك . إذا لم يكن b‏ 
في فضاء الأعمدة o AA)‏ فان النظام غير متسق وتكون طريقة الحذف» حينئذ. 
فاشلة . إن هذا الأمر مؤكد تقريباً عندما يكون النظام بمعادلات متعددة وبمجهول واحد. 
مثال ذلك المعادلات الانية : 
2x =b;‏ 
3x =b;‏ 
4x =b;‏ 
قابلة للحل إذا كانت الأطراف اليمنى متناسبة مع 3:4 :2. يكون الحل Late‏ 
وحيداً إذا وجد» ويكون efa ga ge‏ فقطء إذا كان b‏ واقعاً على مستقيم المتجه : 


i= 








2 
.| 3 
| 4 
رغم عدم إمكان حل المعادلات غير المتسقة» فانه يرتفع شأنها في التطبيقات 
وإهمال SL‏ ¢ من الصعب سرير ذلك إدا كا جميع المعادلإاات Af;‏ عن مصدر 


واحد. في الواقع» كماهومتوقع› قدلاتوجدأخطاء فى بعضص 
المعادلات بيئما تحوى بقية المعادلات أخطاء كبيرة . من الأفضل اختيار × بحيث يجعل 


۲۲١‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


معدل ال Lbs‏ في ال :”معادلة في نهايته الصغرى . يوجد العديد من الطرائق لتعيين مثل 
هذا المعدل ولكن أفضلها هو استخدام مجموع ا مربعات ' 
tb‏ #(وظ لعزم + E = (x -b,)*‏ 
إذا وجد حل صحيح للنظام ax =b‏ فإن الخطاً الأصغري 5-0. في أرجح 
الحالات» قد لايكون ط متناسباً مع ca‏ وتمثل الدالة “8 قطعاً مكافئاً تقع نهايته الصغرى 
في النقطة التي يكون فيها : 


ak? 
= 2[(2x -b, )2+ (3x -b2)3 + (4x -b3)4] = 0 


— 


بالحل بالنسبة ل ×ء نجد حل المربعات الأصغرية للنظام ax =b‏ وهو : 


20 + 3b, + 4b, 
32 4 3? 4a? | 


x = 

يمكنك التعرف على 75 في البسط Jes‏ هه في المقام . 

الحالة العامة مشابهة ذلك LE‏ «نحل» =b‏ مه بالنهاية الصغرى ل 
E? =|lax - b ||? = ax- b1)? + ... + gx = bm)’ -‏ 
تكون مشتقة ˆ ع مساوية الصفر فى النقطة التى يكون فيها 


(a x - 61 (6( =... + مها‎ X - bah > 


لقد جعلنا البعد بين b‏ والمستق لستقيم الحامل للمتجه ه. في نهايته الصغرى ويعطي 
الحساب الجواب نفسه الذي أعطته الهندسة منذ قليل : 


Ta a b 
x =— 
a 





۳ ك حل المربعات الأصغرية لمسألة ax =b‏ ذات مجهول واحد هو : 


يلاحظ أننا عدنا إلى التفسير الهندسى لمسألة المربعات الأصغرية - تصغير البعد 


إلى الحد الأدنى . في الحقيقة. عندما نشتق * £ ونجعل المشتقة مساوية الصفرء نكون 


YYY التعامد‎ 


قل تخد ا cladd‏ لتعزيز الهندسة الواردة فى الف الان جلي المستقيم 
الواصل oy‏ إلى م أن يكون poe‏ > على المستقيم الحامل لج : 


a'b 
a'a 
كملاحظة جانبية» ننظر في ا حالة المتردية 6-0. كل مضاعف له يساوي الصفر‎ 
على‎ bJ Urāns ويصبح المستقيم نقطة . لذاء فإن 0= مهي المرشحة الوحيدة لتكون‎ 
يصبح غير معين 0/0» وهذا يعني أن المضروب‎ × daw لكن القانون الذي‎ „a المتجه‎ 
ويصبح‎ E =llox يصبح غير معين بصورة كاملة . تعطي أي قيمة ل + الخطأ ذاته | م‎ × 
مستقيماً أفقياً عوضاً عن القطع المكافىء . سيكون أحد أغراض المعكوس‎ E? عندئذ‎ 
+= 0 الكاذب» فى الملحق هو تعيين قيمة محددة ل × ؛ في هذه الحالة» يجب اتخاذ‎ 
. وكأنه الاختيار الأكثر تناظراً من بقية الأعداد‎ ٠ الذى يظهرء على الأقل‎ 


a حاف‎ x a) =a'b- ab =0. 


مسائل المربعات الأصغرية بمتغيرات متعددة 

أصبحنا OYI‏ مهيئين للخطوة المهمة» اسقاط على فضاء جزئي . يفضل أن 
لايكون مستقيماً . تظهر هذه المسألة بالصورة التالية : نفرض أننا انطلقنا من النظام Ax‏ 
cad‏ ولنفرض» في هذه ا حالة» أن 4 مصفوفة من mxng ll‏ بدلا عن ا حالة السابقة 
التي يسمح فيها J pers‏ واحد ومتجه عمود فريد OP ca‏ للصفوفة lin‏ «عمودا . 
سنتصورء مع ذلك» أن عدد الأرصاد أكبر من : الذي هو عدد المجاهيل» أي علينا أن 
نتوقع كون هذا النظام غير متسق . من ا محتمل أن يكون من غير ا ممكن اختيار قيمة ل 
«موافقة » بصورة صحيحة» للمعطيات eb‏ أو بقول آخر» من المحتمل أن لايكون 
المتجه b‏ تر Ls‏ لأعمدة $4 من الممكن أن يكون خارج فضاء الأعمدة . 

المسألة» من جديد» هى اختيار × بحيث يكون الخطأ أصغرياً» وسنجري. 
Lal‏ هذا العمل بطريقة المربعات الأصغرية . الخطأهنا|| E=|[Ax-b‏ وهوء 
بالضبط » » البعد بين b‏ والنقطة dail Ax‏ في فضاء أعمدة SiS) A‏ أن ×ھ تركيب 


YYA 


الخير الخطي وتطبيقاته 


خطي لأعمدة 4 با معاملات Cyt‏ لذلك» فان البحث عن حل المربعات الأصغرية 
الذى يجعل الخطأ E‏ أصغرياً يشبه تعين موضع النقطة ip =Ax‏ هى أقرب نقطة من 


فضاء الأعمدة gl‏ 0 


يمكننا أن نستخدم أي الطريقين. الهندسي أو الحسابي. ex Gud!‏ ومع ذلك . 
فإننا نفضل عندما يكون عدد الأبعاد on‏ أن نعمد إلى الهندسة ؛ على النقطة م أن 
تكون اامسقط b‏ على فضاء الأعمدة" gle y‏ متجه | خطأ AX‏ 7 أن يكون متعامداً 


مع هذا الفضاء (شكل ۸-۳). 


24 5 
_ column | > | 4,, 
a0) سور‎ 


h= 
| 
Í 
| 
| 
i 
ib- AF 
ت‎ 
| 
i 
l 
ل مچ‎ 
ouma 0 22م دم‎ Ph ظ‎ 
« space cul 
: ظ‎ qd» 7 
column 2 = د‎ 
و‎ 


شكل CAT)‏ الاسقاط على فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 2 ×3 
x Clie‏ وام bad‏ × 4= م أساسي بحيث علينا أن نجرى ذلك بطريقتين ; 
١‏ تقع المتجهات المتعامدة مع فضاء الأعمدة فى الفضاء الصفري الأيسر . لذاء 
فان على متجه الخطأ أن يقع في الفضاء الصفري ATJ‏ : 


T 75‏ 5 9 عد 
A (b-A x) =C‏ أو =A'b‏ صما م 


YTA Jalali 








8 
ay T E 

, ¢ q (b-A x)=0 
: || b-A x | =0 او‎ 5 
at ; | a, (b-A x) =0 


تلك من جديد المعادلة 0=( × 47)84 أو 4= Ax‏ طريق ثالث هو أخذ 
المشتقات الجزئية ل ( ط-×0(")4-×4) =£ . يعطي ذلك 0= 245-×244. إذا اعطينا 
معادلة غير قابلة للحل Ax =o‏ » فإن الطريق الأكثر امكاناً هو الضرب با مصفوفة 4 . 
تنتج كل هذه الطرائق المتكافئة مصفوفة معاملات مربعة ATA‏ إنها متناظرة (منقولها 
ليس447! ) وهى المصفوفة الأساسية في هذا الباب . 

تعرف هذه المعادلة» في الاحصاء» باسم "ا معادلة النظامية : 
۳ ل حل المربعات الأصغرية لنظام غير متسق Ax =b‏ ذي m‏ معادلة فى « مجهو Y‏ 

A'Ax 476‏ )01 
إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً » فان المصفوفة 44 قابلة للعكس» ويكون 
x = AA)" Ah‏ ۳( 

سيكون + عندثذ t‏ مسقط ف على فضاء الأعمدة : 


(Y) p=Ax =A (AAJA. 


ستخفار مقالاً يكوق فية Lede‏ يدا فقل القانوتين : 














4 
5 
6 


من || Je‏ تصور فضاء أ عملة OY tA‏ كلا من العمودين ينتهى بصفر . إنه 
المستوى « - × فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة . مسقط )4,5,6( = b‏ سيكون (4,5,0) = P‏ 


Wi‏ 4 الخطي وتطبيقاته 


تبقى المركبتان × و كما كانتا سابقاً لكن 6 z=‏ سيختفى . يتأكد ذلك بالقوانين : 




















في هذه الحالة الخاصة» أفضل مايمكننا عمله هو حل المعادلتين الأوليين : 


x, +2x, - 4 
x 1 + د32‎ =s 
Ox, + Ox, = 6. 


نجد عندها 2 - , × و 1= ر × . الخطأ في المعادلة الثالثة هو 6 . 
ملاحظة ١‏ لنفرض bol‏ واقع » er‏ في فضاء الأعمدة ل ۸4-إنه تركيب b=Ax‏ في 
الأعمدة. لذافان مسقط b aa b‏ : 
p=A ATA) A'Ax =Ax =b.‏ 

النقطة م الأكثر قربا هي ط ذاتها وهو واضح تماماً . 
ملاحظة Y‏ في الحالة القصوى الأخرى. نفرض أن « متعامد مع فضاء الأعمدة. إنه 
متعامد مع كل عمود» لذا475-0.. في هذه الحالة» يكون المسقط هو صفر المتجهات : 

p=A(A'A)' A b=A(A'A) 02 0,‏ 
ملاحظة Y‏ عندما تكون A‏ مربعة وقابلة للعكس » فان فضاء الأعمدة سيكون الفضاء 
كله . مسقط كل متجه هو هذا المتجه نفسه ويكون م مساوياً م : 

=A A A A BSAA (A')' A B=. 
جانباً بمفرده وكتابة ذلك بالصورة‎ (ATA)! هذه هي الحالة الو حيدة التي يمكننا فيها وضع‎ 
. مستطيلة فان ذلك غير مکن‎ A عندما تكون‎ . ATA 


ملاحظة ٤‏ (الاسقاط على مستقيم) نفرض أن للمصفوفة A‏ عموداً واحداً يحمل المتجه 
OU IU. a‏ الصفوفة stall DATA‏ هه وسكرن x‏ هر USO). 287 Qa‏ هو 
ا حالة التى يمكننا فيها التقسيم على LA'A‏ بدلا من التوقف عند (A'A Y‏ ¢ ونحصل من 
جديد على القوانين التي رأيناها من قريب . 


مصفوفة الجداء_المتصالب ATA‏ 

النقطة التقنية الباقية هي تحقيق خواص ATA‏ إنها بالتأكيد متناظرة ! منقولها 
هو lA AT ATAT‏ هي 44 نفسها . العنصر ن¿ الذي هو الجداء الداخلي للعمود: 
من 4 » بالعمود :رمن A‏ أيضا . إن ذلك متفق مع العنصر نا الذي هو جداء العمود ز 
بالعمود: من A‏ . السؤال الأساسي هو قابلية ATA‏ للعكس ولحسن الحظ 

. و 4 الفضاء الصفري ذاته‎ 44 J 

من المؤكد أنه إذا كان Ax=0‏ فان 0= ×44. المتجهات × من الفضاء الصفري AS‏ 
تقع» أيضاً » في الفضاء الصفري 474. للذهاب في الاتجاه المعاكس » ننطلق بفرض 
AAr=0‏ ولنأخذ الجداء الداخلى ب« : 


| 1 
Ax =0 أو‎ | Ax |? = 0. أو‎ x A'Ax =0. 


لذاء فإن × واقع في الفضاء الصفري ل 4 ؛ الفضاءان الصفريان متطابقان. بصورة 
خاصة» إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة (وكان 0= × وحده فى فضائها الصفري) فإن ذلك 
ذاته سيكون صحيحاً من أجل 474 : 


لام إذا كانت أعمدة 4 مستقلة Les‏ فإن المصفوفة مربعة ومتناظرة وقابلة للعكس . 


سنرى فيما بعد أن 474 معرفة إيجابياً “أيضاً . (جميع المحاور والقيم الذاتية 


موجبة) . 


في هذه الحالة التى هى» إلى حد بعيد» الأكثر عمومية والأكثر أهمية» يكن 
حل المعادلة النظامية من أجل × . كما ظهر فى المثال العددى» للمصفوفة 459A‏ 
أعمدة كاملة» . أعمدتها ال مستقلة ‏ ليس الأمر صعباً فى الفضاء ذى ال بعداً إذا 


كان cmon‏ كو ذلك لين KE‏ نفترض ذلك فى كل مايلى . 


مصفوفات الاسقاط 
لقد بينت حساباتنا أن النقطة الأكثر قربا من b‏ هى 474(!475) 4-م . يعبر هذا 


القانون» بلغة المصفوفات » عن الانشاء الهندسى لستقیم يمر من ويكون عموداً على 
فضاء أعمدة 4. تذعى مصفوفة هذا الانشاء:مصفوفة اسقاظ وسيرف لها دم : 





تسقط هذه المصفوفة أي متجه b‏ على فضاء أعمدة 4 . بقول آخر » ۴= مرهي 
مركبة bb‏ فضاء الأعمدة . أما الخطأ 5-20 فهوالمركبة على المتمم العمودي . (ويظهر 
من الطبيعي أن نقول : إن 1-۲ هى» أيضاً. مصفوفة اسقاط ؛ إنها تسقط كل متجه م 
على المتمم العمودي والمسقط هو (U-Pb =b-Pb‏ . باختصار» لدينا OV‏ قانون 
مصفوفي لتفريق متجه إلى مركبتين متعامدتين : Ph‏ واقعة في فضاء الأعمدة 4) P‏ 
( والمركبة الثانية U-Pb‏ واقعة في الفضاء الصفري الأيسر AN‏ 7 الذي هو المتمم 
العمودى clad‏ الأعمدة : 

يكن إدراك مصفوفات الإسقاط هذه سواء من الوجهة الهندسية أو من وجهة 
نظر جبرية . إنها جماعة من المصفوفات ذوات صفات خاصة . تماماً» ستستخدم فيما 
بعد ككتل أساسية في ely‏ المصفوفات المتناظرة . لذاء سنتوقف لبعض الوقت قبل 
متابعة تطبيقات المربعات الأصغرية وذلك لعرض هذه الخواص . 


O)‏ يمكن أن يؤدي ذلك إلى خطر التباس مع مصفوفة المبادلة التى رمزنا لهاء أيضاً: 006 لكن هذا 
الخطر ضئيل لأننا سنحاول أن لانظهر هذين الرمزين فى الصفحة ذاتها . 


التعامد YTY‏ 
Y‏ ن لمصفوفة الاسقاط 474(!47) P =A‏ خاصتان أساسيتان : 
)1( إنها تساوى مربعها P‏ -5 5 (متساوية القوى) 
(Y)‏ إنها تساوي منقولها / = P‏ (متناظرة) 
وعلى | لعكس t‏ فإن أي مصفوفة متناظرة تحقق =P‏ ”۶ » تمثل اسقاطأً . 


البرهان : من السهل أن نرى ل اذام -7م e‏ لأنه إذا انطلقنا من أي متجه b‏ فان المتجه Ph‏ 
يقع في الفضاء الجزئي الذي اسقطنا عليه . لذاء عندما نسقط من جديد لا يتغي ر أي 
شيء . يقع Pb amil‏ مسبقاً في الفضاءالجزئي و P (Pb)‏ هو أيضاً Pb‏ . بقول آخرم 
P=‏ اسقاطان أو ثلاثة أو خمسون اسقاطأً تعطى النقطة ذاتها ممثل الاسقاط الأول : 
P* =A (A'A)' ATA AA) A! =A AAJ A" =P.‏ 
لكي نبرهن أن ٣متناظرة»‏ نأخذ منقولها. نضرب هذين المنقولين بترتيب 
معاكس» ثم نستخدم المتطابقة '(87) =(" 8) حيث هنا B A'A‏ : 


P' =')' WA AYAT =A (AA JA =A ATASAT =P 


من أجل العكس › علينا أن نستنتج من ۴= ”۲ و P" =P‏ أن م مصفوفة إسقاط . 
مثل أي مصفوفة إسقاط أخرى» على المصفوفة ۲ أن تنقل أى متجه ط إلى فضاء 
أعمدتها . Ph‏ تر كيب للأعمدة . لبرهان كونه مسقطاً على هذا الفضاءء فإن ما علينا 
برهانه هو أن الجزء الباقى من amiab‏ الخطأ olaia bh -Ph‏ مع الفضاء . لكل متجه 
Pe‏ من هذا الفضاء» الحداء الداخلي لهذا المتجه بمتجه الخطأ يساوي الصفر . 

(£) (b - Pb)" Pc =b" دن‎ P)" Pe =p" (P - P*\c=0. 
. على فضاء الأعمدة‎ b هو مسقط‎ Ph متعامد مع الفضاء و‎ b -Pb لذاء فإن‎ 


مثال. نفرض أنقابلة للعكس ad é,‏ إدا كانت من النوع 4x4‏ فان أعمدتها الأربعة 
مستقلة وفضاء أعمدتها هو * # كاملا . ماهى المصفوفة المسقطة على الفضاء كاملا ؟ 
إنها مصفوفة الوحلة : 


We‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
PA AV AT =AA”™ AT A’ =I.‏ )0( 
مصفوفة الوحدة متناظرة و تحقق 12-1 Wad lg‏ ط 1- b‏ صفر . 
النقطة الأساسية في الأمثلة الأخرى هي أن ماحدث في المعادلة )0( غير 
ضروري-نعيد : لايمكننا أن نعكس بين موضعي 17و 6A‏ عندما تكون هاتان المصفوفتان 
مستطيلتين e‏ فإن المصفوفة المربعة AL ATA‏ للعكس . 


المربعات الأصغرية الملائمة للمعلومات 

لنفرض أننا قمنا بسلسلة من التجارب وتوقعنا أن يكون الحاصل Tob‏ خطية 
في المتغير 1. نبحث عن مستقيم + HD‏ 5-0. مثال ذلك : 

(1) في نهايات عدد من الفترات الزمنية» قسنا بعد قمر صناعي يأخذ طريقه 
نحو المريخ . في هذه الحالة» te‏ الزمن y‏ المسافة . إذا لم يترك المحرك شغالاً وله 
يكن تأثير الجاذبية كبيراً» فان القمر الصناعى يتحرك» تقريباً» بسرعة ثابتة v‏ ويكون. 
عندئذ» «جرط- م . 

| )1( يمكننا أن نغير الأحمال المطبقة على بناء وقياس التوتر الناج عن ذلك . في 
هذه الحالة r‏ يمثل الحمل و ط يمثل قراءة مقياس التوتر . إذا لم يكن الحمل كبيراً بحيث 
تصبح مادة البناء قابلة للالتواء» فمن الطبيعى » حسب نظرية المرونة» أن تتحقق علاقة 
خطية مثل y =C+Dt‏ . 
(YF)‏ تكلفة إنتاج ؛ Lbs‏ مشابهاً لواحد منها خطي تقريباً :8+©-( حيث التحرير 
والتنضيد يقعان في © والطبع والتجليد يقعان في D‏ (تكلفة أي US‏ إضافي) . 

المسألة هناء هي كيف نحسب المعاملين D‏ و © انطلاقاً من نتائج التجارب ؟ . 
إذا كانت العلاقة» فعلاً e‏ خطية ولا توجد أخطاء في التجارب» فليس هناك أي 
مشكلة ؛ يكن ١‏ بقياسين مختلفين ل 5(من أجل قيمتين hades‏ 
تعين المستقيم ؛ 2+ b =C‏ وسيقع أي قياس لاحق على هذا المستقيم. لكن . إذا 
كان هناك أخطاء ولم تقع النقاط الإضافية على المستقيم» فإن علينا أن نقوم بإعداد 


| 


i 





olr ne‏ يتم 


التعامد 0 


عملية توسيط لجميع التجارب وإيجاد المستقيم المفضل . يجب عدم الخلط بين هذا 
المستقيم والمستقيم الذي أسقطنا عليه المتجه ط في البند السابق ‏ في الواقع لما كان هناك 
مجهولان D‏ و © يجب تعينهماء» فان علينا أن نستخدم اسقاطا على فضاء جزئي ذي 
بعدين . تنتج مسألة المربعات الأصغرية» مباشرة» من نتائج التجارب : 


(4) C + Dt, =b, 
C + Dt = bh» 


C+Di., =b 


مركبتين هما © و7 : 





(v) E j b, 
0 l t || 0| |ù: 

Ax =b أو‎ ْ 4 = 7 
1 En 5 


إن أفضل حل 2 , © هو ذلك الحل الذي يجعل الدالة التالية فى نهايتها 
الصغرى : 


E? =||b- Ax ||? ره ع‎ -C-Dt,)? ...ع‎ + O_ -C- Dt)’. 


بالتعبير المصفوفي» نختار × بحيث تكون النقطة p=Ax‏ أقرب مايمكن من ط. 
من بين جميع المستقيمات y=C+D1‏ » نختار الأكثر موافقة للمعطيات (شكل ۹-۳). 
الأخطاء الموجودة على الشكل » هى الأبعاد الرأسية ؛ 5-0-2 عن نقاط المستقيم (ليست 
الأبعاد العمودية عليه). إنها الأبعاد الرأسية التي تربع وتجمع وتنهى إلى نهايتها 
Ean‏ 


4 ] 
02-3 h 10 
¬ A|- 
3 i A ! | 
جل = رم‎ “a a 
h l ا‎ ٤ر‎ ix i O€ column 
ig b,=1 = _ [13] space 
"i ot 2 طن ' ظ‎ i p- 
Py F 12 
= - - f 7 
—| l 2 


مثال الوب ويس فى الشكا | pers.‏ : 


t=2 عند‎ b=3 >» t=1 xe b=1 6 عند 1-دع‎ b=] 

لاحظ أنه ليس من الضروري أن تكون قيم : على مسافات متساوية فيما بينها . 
يختار المجرب LS‏ مناسبة (وقد تكون سالبة) دون أي تأثير على الرياضيات . النطوة 
الأولى هي كتابة ا معادلات التي تكون صحيحة إذا أمكن إمرار مستقيم من النقاط 
الغلاث : 

1 -1| 
L 3 
L 2. 


لو أمكن حل هذه المعادلات فلن يكون هناك أخطاء . إنها غير ممكنة الحل ؛ النقاط 
لا تقع على os‏ واحد . IU‏ نحلها بواسطة المريعات الأصغرية : 




















الس صم 


2 + ۲ هو : = 2 , < = © وأفضل مستقيم هو‎ JH 
لاحظ الارتباط الجميل ؛ بين الشكلين . المسألة هي نفسها ولكن الفن أظهرها‎ 


مختلفة . فى الشكل الأيمن» ط ليس تركيباً فى الأعمدة» وليس (1.1.3) تركيباً ل(1,1.1) 
واب . في الجانب الأيسرء النقاط الثلاث ليست على مستقيم واحد . تستعيض 
طريقة المربعات الأصغرية عن ط بم وتستعيض عن النقاط غير الواقعة على مستقيم 
بنقاط واقعة عليه . ode‏ عمء P‏ نحل =p‏ ×4 . 

التي ان lela‏ ,مك ,لك كقياسات في الأزمنة 1,1,2- . 
تقع هذه النقاط على مستقيم لذايقع التجه(3. حش ) - مرفي فضاء 
الأعمدة وو بوسر سيم ھل ی ہد يعم 
متجه . إنه ball‏ . الشكل الأيمن واقع في فضاء ذي BG‏ أبعاد sl)‏ :”بعد إذا وجدت 
نقطة) والشكل الأيسر فى فضاء ذي بعدين sl)‏ ۸ بعداً إذا وجل اوس 

بطرح م من c b‏ تحد الأخطاء .كد . إنها الأخطاء الرأسية في الشكل 
الأيسر» وهى مركبات المتجه المنقط في الشكل الأيمن . متجه الخطأ هذا متعامد مع 
العمود الأول (1,1,1) o a. = —=0 OV‏ إنه متعامد مع العمود الثاني (1.1,2-) 


6 ظ 1 E‏ | | 
t- 7*‏ لذا ¢ فانه متعامد مع فضاء الاعمدة وهو واقع في الفضاء 


الصفرى اليساري 
سؤال : لوكانت القياسات الأصلية 4 ,2,2( a h‏ الماذا سيكرين أفضل 
ستقيم وأفضل 3 ؟ اواب ؛ المستقيم الصفري_الذي هو احور BM‏ و0- x E‏ 
يكننا أن نلخص بسرعة معادلات الملائمة مع مستقيم . العمود الأول من A‏ 
يحوي وحداناًء ويحوي العمود الثانى الأزمنة :: . لذا 4/4 يحوي مجموع ”من 
الوحدان ومجموع الأزمنة ؛ ومجموع ١‏ 1: 


۳ ي إذا اعطينا القياسات ,,ز..... ,8 فى النقاط المختلفة ,,/.....,» فان المستقيم Di‏ + ©/ 
الذى يج 2ه ly duel‏ ينتج عن المربعات الأصغرية ١‏ 


| 2fi ic بے‎ bi 
Aa Yt || 2 2, tb; 


3) ATA - م‎ 
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VTA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ملاحظة الملائمة بين المعطيات والمستقيم لم تسبب اختلافاً خاصاً في رياضيات المربعات 
الأصغرية . في كثير من التجارب» لايوجد مبرر لتوقع علاقة خطية وليس من المعقول 
البحث عن مثل ذلك . لنفرض lil‏ نتعامل مع مادة مشعة . الناتج م هنا هو قراءات عداد 
جيجر باختلاف الزمن . نفرض أننا أمام خليط من مادتين كيماويتين مشعتين نعرف 
مدة نصف حياتهما (أو معدل انحلالهما) ولكننا لانعرف مقدار مايقع تحت أيدينا من 
كل منهما. إذا كان هذان المقداران المجهو لان هما © و 2 فان قراءة عداد جيجر سوف 
تتصرف كمجموع قوتين (وليس كمستقيم) : 
(A) b=Ce™ + De".‏ 
عملياً » هذا القانون ليس منعكساً من قبل العداد. بدلاً من ذلك» إذا قمنا 


تسميسلة من القراءات قدي کون اللحظات المختلمة ,,؛.....,: » فإن العلاقة (A)‏ تتحقق 





بصورة تقريسية ةط * 


إذا كان هناك أكثر من قراءتين 2 > m‏ فانه» على الأرجح »لن يمكننا حل مثل 
هذه المعادلات بالنسبة ل© و2 . لكن» يمكن بدأ المربعات الأصغرية أن يعطى قيمتين 
gd‏ € :23 . 
سيكون الوضع مختلفاً LU‏ فيما لو عرفنا المقدارين© و2 وحاولنا إيجاد معدلي 
u aA JAY‏ هذه مسألة oly‏ أصغرية غير خطية وهى مسألة صعبة جداً. 3 Jy‏ 
أيضاًء تكوين E?‏ ؛ وهر جرع مربعات ele YI‏ ثم نبحث عن نهايتها الصغرى . 
ولكن» عندما fat‏ مشتقاتها مساوية الصفرء فقد لانحصل على معادلات خطية في 
القيمتين المفضلتين :2 و غا فى التمارين «ستبقى مع المريعات الأضيغرية ا لخطية . 





= ey 


y=- 


رعرع 


ازج ا 


f‏ اا فا 


التعامد ۳۹4 
تمارين 


أوجد أفضل حل مربعات أصغرية x‏ للمعادلتين 10 -+3 » 5= ×4 . 
ماهو الخطأ 572 الذي جعل في نهايته الصغرى ؟ تحقق من أن 
متجه x ,10-3x) La dt‏ 5-4( متعامد مع العمود (3,4) . 

نفرض أنه جرت ملائمة القيمتين ybl‏ 7-,5 اللتين تقابلان الزمنين 
t= 2 51 =l‏ مع ا مستقيم ٠-2:‏ ا مار من نقطة الأصل . حل المعادلتين 
op LU‏ ل 1= هو 7= 2D‏ بطريقة المربعات الأضغرية وتحقق من 
المستقيم المفضل . 

حل 5 = Ar‏ بطريقة المربعات الأصغرية وأوجد ×4=م» إذا كان : 
l‏ 
l‏ 


A = y b= 


0 
1 
1 


Û | 














تحقق من أن متجه الخطأ متعامد مع أعمدة 4 . 
اكتب 2 || Ax-b‏ || = ع واجعل مشتقتى ذلك بالنسبة ل » و« مساويتين 
الضفرء إذا كان : 


|", b= 














1 
3 
4 








قارن المعادلة الناتجة مع sATA x =A‏ تأكيداً لكون CLA‏ جيداً مثل 
الهندسة التى تعطى المعادلة النظامية . أوجد الحل × والمسقط p=Ax‏ 
. لماذا مم ؟ 











N Gis‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
ارسم وجد مستقيما ملائما يؤدي إلى جعل التركيب التربيعي في نهايته 
الصغرى : *(9 (C-D-4)°+(C- 5) HC +D-‏ . ماهو مسقط b‏ على فضاء 
TA sacl‏ 

1-1-1 أوجد مسقط b‏ على فضاء أعمدة ۸ : 

1 | 


FEN 
2 4 


b= 














1 

2 

| T 
. فرق ط إلى ۾ + م حيث م في فضاء الأعمدة و ۾ متعامد مع هذا الفضاء‎ 
أي واحد من الفضاءات الجزئية الأربعة يحوي ۾ ؟‎ 

۷-۳-۳ أوجد مصفوفة الاسقاط p‏ على الفضاء المولد بالمتجهين (1,0,1) = » و 
age (11-1)‏ : 

AE‏ إذا كانت P‏ مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 عدد أبعاده»» من الفضاء 
الكلي c R”‏ ماهو فضاء أعمدة P‏ وماهي رتبتها ؟ 

۹۳۴ ()إذاكان oP = PUP‏ برهن أن 2 db give‏ اسقاط : 
(ب) ماهو الفضاء الجزئى الذي يكن للمصفوفة 5-0 أن تسقط عليه ؟ 

٠٠-۳-۳‏ إذا كانت المتجهات a,b‏ 4 متعامدة . فماهما 474و 4715 $ ماهو مسقط م 
على مستوي المتجهين ,4 و ره f‏ 

١١-۳-۳‏ نفرض أن م مصفوفة اسقاط على فضاء جزئى 5 و © مصفوفة الاسقاط 
على Salad! pail‏ ماهما 28و26 ؟ يرهن أن معكرسن APR‏ 
ذاتها . 

: إذا كان ۷ الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين (1,1,0,1) و )0,0,1,0( » أوجد‎ ٠۲-۳-۳ 
5 p اساسا للمتمم العمودي‎ )[( 
CV (ب) مصفوفة الاسقاط م على‎ 
قربا من المج (01,0-1 دوم عير‎ SVL ۷ اجه المنتتمى إلى‎ (>) 


عو عدم 


Jall‏ ع 


t=-2 Je b=4, r=-l عند‎ b=3, 


t=2 عند‎ b= 0, +0 علد‎ be 1 


E 


0-۳-۳ 


E 


سب 


\A-1-¥ 


= أو dm‏ مسقط )4,3,1,0(= ot b‏ فضاء أعمدة المصفوفة 





المتجهات )1,1,0( =ره و )1,1,1( a=‏ يولدان مستوياً فى R?‏ أوجد 
مصفو فة الاسقاط P‏ على هذا المستوى وأوجد pb gre‏ صفري ١‏ يكون 
مسقطه فى الصفر . 

إذا كانت P‏ مصفوفة اسقاط على مستقيم فى مستوي «- ×» ارسم شكلا 
يضف SG‏ مقر فة الاتعكاس ۲2-1-2۶ فس ر غتدسياً arg‏ اسب 
کون „H =I‏ 

برهن أنه إذا كان للمتجه » طول يساوي الواحد» فان المصفوفة P= uu‏ 
ذات البعد الواحد هي مصفوفة اسقاط : إنها تتمتع بالخاصتين )١(‏ و 
(؟). باختيار cu =a/ lall‏ تصبح P‏ مصفوفة إسقاط على مستقيم يحمل 
» وتصبح Pb‏ النقطة » ×=« . مصفوفات الاسقاط من الرتبة واحد» 
تقابل LE‏ مسائل المربعات الأصغرية ذات المجهول الواحد . 

ماهي المصفوفة ذات النوع 2 × 2 التى تسقط المستوي <- × على المستقيم 
"5 - حيث 0= x+y‏ 

نريد ملائمة المستوى ج + ؛ 4D‏ ©- «مع النقاط الأربع : 


t=] ~=1 عند‎ y=3,:=0,z7=3 عند‎ y=6 


Le y=0‏ 0 =0 5ک zeal Se‏ ادمع 


E 


E 


و 


o 


yy- 


mary 


2 الخطي وتطبيقاته 


(١)أوجد؛‏ معاد لات في ١‏ مجاهيل لكي يمر مستو من النقاط المذكورة 
(إذا وجد مثل هذا المستوى) . l‏ 

)1( أوجد ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل لأفضل حل مربعات 
oie)‏ 

إذا كان A (AA Y'A‏ -.م مصفوفة الاسقاط على فضاء أعمدة 4 , 
فماهي مصفوفة الاسقاط Py‏ على فضاء الاسطر ؟ (إنها ليست OPT‏ 
إذا كانت Pp‏ مصفوفة الاسقاط على فضاء أسطر cA‏ فماهى مصفوفة 
الاسقاط Py‏ على الفضاء الصفري ؟ (هذان الفضاءان الجزئيان 
متعامدان) . 

نفرض ,1 المستقيم المار من نقطة الأصل في اتجاه ره و رى المستقيم المار 
من في اتجاه يه . لايجاد النقطتين الأكثر قرباً ,»× و b +a‏ من 
المستقيمين. اكتب معادلتين لكي يجعل × و ty‏ التركيب 
b|‏ = و2290 - | في نهايته الصغرق: خَل بالتسبة ل راذا 
کان(1,1,0) حره و )0,1,0( = a‏ و )2,1,4( = b‏ . 

أوجد أفضل مستقيم 1 € يلائم b=4,2,-1,0,0‏ في الأزمنة ,2-- , 
(i J E‏ : 

برهن أن أفضل ملائمة مربعات أصغرية لمجموعة القياسات yin y,‏ 
هي بمستقيم أفقى ‏ بقول آخر. بدالة ثابتة = رهي متوسط هذه القيم : 


mM 
بلغة الاحصاءء تدعى القيمة المختتارة ر التى تجعل‎ 
Lal أصغرياً هو متو سط العينة»‎ E*= (YY E yy i Lb | 
i فهو التباين *ى‎ E الناتم‎ 


gs التعامد‎ 


: JAN أوجد أفضل مستقيم يوافق القياسات التالية وارسم‎ ۲٤-۳-۳ 
f=-l عند‎ y=2,1=0 عند‎ y= 0, 


f= 1 Me y=- جم‎ Ae ysi 


۲۵-۳-۴ أفرض أنتاء Le ge‏ عن المستقيم . لاءمنا المعطيات الواردة فى التمرين 
السابق» بالقطع المكافىء CADIE‏ =« » في النظام غير المتسق Ax‏ 
Zul - 6‏ عن القياسات الأربعة» ماهي عناصر المصفوفة 4 والمتجه 
المجهول × ومتجه المعطيات Tb‏ ليس من المطلوب حساب × . 

با جا مط رجل كهل UL‏ تعذيب بالمط حتى أصبح طوله 5,6,7 =1 أقدام وذلك 
بتأثير القوى 1,2,4- F‏ طناً. بفرض صحة قانون Hook‏ , ”اط + (L=a‏ 
أوجد طوله المعتاد ۾ بطريقة المربعات الأصغرية . 


E - ٠7‏ الأسس القائمة» المصفوفات القائمة وتقويم غرام شميدت 

في أساس قائم » يكون كل متجه منه متعامد مع آي متجه آخر . المحاور الاحداثية 
متعامدة فيما بينها . إن ذلك» فعلاًء قريب من المفضل e‏ وهناك تحسين ممكن آخر من 
السهل اجراؤه : نقسم كل متجه على طوله لجعله متجه وحدة. تحول هذه الخطوة 
أساساً قائماً إلى أساس متعامد نظامي . سنمثل متجهات هذا الأساس بالرمز و الذي 
يعني التعامد النظامى . 

: تكون المتجهات ,و...... ,۾ متعامدة نظامية إذا كان‎ eY 


izj olsi 0 _ 7.‏ وهذايعنى التعامد 
ن“ “ |1 إذاكان ز=: وهذايعني الانتظام 


عندما توضع متجهات متعامدة نظامية في أعمدة مصفوفة › تمثل عندئد ب 0 . 
المثال الاکن ios‏ قو VI‏ ساس gw lil‏ من أجل المستوي Old oxy‏ أفضل 


e= )0,1(‏ (1,0) حر ». © هي مصفوفة الوحدة . فى فضاء ذي Magn‏ الأساس القياسي 
OK‏ من أغمدة =I]‏ 0 : 


l 0 0 

0 1 | 0 
aall وم‎ =0 2. =| 0, 

0 0 l 


من المؤكد أن ذلك ليس هو الأساس المتعامد النظامي الوحيد؛ بل يمكننا أن ندور 
المحاور كاملة دون أن تتغير الزوايا القوائم التي تلتقي بها هذه المحاور . مصفوفة الدوران 
هذه ستقدم فيما بعد كمثال لمصفوفة 0 . من جهة أخرىء إذا لم نكن نتعامل مع RP‏ 
بل مع واحد من فضاءاته الجزئية» فان المتجهات القياسية e;‏ قد لاتكون واقعة في هذا 
الفضاء الجزئي . في هذه الحالة » إمكان إيجاد أساس متعامد نظامي أمر غير واضح . 
cp ew LSS‏ أن مثل هذا الأساس موجود دائماً وأنه من الممكن إنشاؤه بطريقة 
سهلة » انطلاقاً من أي أساس مهما كان نوعه. يدعى هذا الانشاء الذى يحول 
جملة مائلة من المحاور إلى جملة متعامدة :تقوم غرام شميدت Gram _Schmidt‏ 

تلخص النقاط الأساسية الثلاث لهذا البند كما يلى : 

. 0 تعريف وذكر خواص المصفوفات القائمة‎ )١( 

. حل النظام م = × © عاديا أو بطريقة المربعات الأصغرية‎ (Y) 

.۸ = 0۸ طريقة غرام  شميدت وتفسيرها كتفريق مصفوفي جديد‎ OY) 


المصفوفات القائمة 
امضفوفة العائمةهى مجرد مسقوفة مربعة las sales alae‏ ؟, 


(1) لقد كان من الممكن أن يكون من الأفضل تسميتها مصفوفة متعامدة نظامية» ولكن قد اصبح 
التغيير Lele‏ جداً. يوجد» كذلك» تسمية غير مقيولة للمصفوفة المستطيلة ذات الأعمدة 
المتعامدة النظامة . سلكتب مع ذلك » Q‏ وتعتبر بذلك مصفوفة قائمة› مالم تكن مربعة . 


التعامد 55 


نستعمل © رمزاً لهذه المصفوفة و ,4......,» رموزاً لاعمدتها. خاصتا الاعمدة هما 
0 -, 44 و ٩‏ :14- ويمكن جعل ذلك ضمن خواص . في هذا الدمج» السهل 
جداً» يمكنك أن ترى لاذا يكون الرمز المصفوفى حسن الاستخدام . 

۳ ف إذا كانت أعمدة A‏ متعامدة نظامية » فإن : 


T 
a اد‎ 10.0 
Hys Ele ےا سے‎ 019| 
1 A 
55 ا‎ 00.1 


لذا 0070-7 و "© -01. فى المصفوفات القائمة يكون ال منقول هو ال معكوس نفسه . 


عندما يضرب السطر : من "0 بالعمود رمن © فان .٩ ٩ ,- 0 ELI‏ هذه هي 
الأصفار غير القطرية . عندما يكون ز=¡ نجد على القطر AT‏ إن ذلك هو التنظيم 
وهو جعل المتجهات من طول يساوي الواحد . 

لاحظ أن 0270-7 حتى عندما تكون 0 مستطيلة . إلا أن © تكون عندئذ 
معكوساً يسارياً » فقط . | 
مثال ١‏ 


cos O -sin@ 
sin 6 cos Û | 


_ o-1 _| cos sin @ 
Q Q =g | -sin@ cos@ 


= 














تدور © كل متجه بزاوية قدرها6 وتدور O‏ (إلى الخلف) بزاوية قدرها 6 - . 
من الواضح أن الأعمدة متعامدة وهي متعامدة_نظامية sin*O+cos*O=1 OY‏ . المصفوفة 
O"‏ هي LE‏ مثل © مصفوفة قائمة . 
مثال ۲ 

كل مصفوفة مبادلة م مصفوفةقائمة» أعمدتها Lace‏ متجهات وحدة وهى. 
حتماًء متعامدة فيما بينها- OY‏ العدد )1( يظهر في مواقع مختلفة من الاعمدة : 














يلاحظ بصورة مباشرة أن ]= PP‏ المنقول هو المعكوس . هناك مصفوفة أخرى م 
تحقق عناصرها 1 = ۴= روح برض تنقل المحاور عر إلى الوضع A.‏ من نظام 
دوراناً. الانعكاس ممكن e‏ أيضاً ; الصفوفة | l‏ °|- #اليسك دورانا كل مصفوقة 
المثال )١(‏ . لاتوجد قيمة ل 8 تنتح ۲. تعكس ۶ أي نقطة ( «») إلى صورتها 0x)‏ عبر 
al ya‏ واقعة على المستقيم ×= الذي ميله 54" . هندسياً» تمثل مصفوفة قائمة 0 

يبقى هناك خاصة مشتركة بين الدوران والانعكاس وتتمتع بها »فعلاً »كل 
مصفوفة قائمة . لاتتمتع بهذه الخاصة مصفوفات الاسقاط التي هي ليست قوائم 
ALLY y‏ للعكس . الاسقاط يصغر طول call‏ بينما للمصفوفة القائمة خاصة تعد 


الأكثر أهمية والأكثر Toat‏ 


s ص الضرب بمصفوفة قائمة © يحافظ على الأطوال‎ ٣ 
ane لكل‎ lell 


(Ox رم)"(‎ ( =x" "م‎ Oy = xy : OY على الجداء الداخلي‎ . Lal ويحافظء‎ 


تنتج المحافظة على الطول من 1= 0*0 : 
(Ox )"(Qx) =x"Q" Ox = x"x OY |]Ox l= [lx |?‏ 
يحتفظ كل جداء dele‏ وكل طول» عندما يدور الفضاء أو يعكس . طبعاً 
يأتي الطول من الضرب الداخلي لمتجه بنفسه . وتأتي الزاوية عن الضرب الداخلى ل» 
ولوك لذن 0 cos‏ يعطى بالكسر || [lx || lly‏ /<'+ ولا يتغير هذا الكسر عند pall‏ ب0 . 


Viv التعامد‎ 


نصل الآن إلى الحساب الذي يستخدم الخاصة الأساسية 07-07 . من حيث 
المبدأء يمكن إجراء هذا الحساب تحت أي أساس . Lee‏ سيكون العمل بسيطأً جداً 
عندما يكون الأساس متعامداً ‏ نظامياً - سنبرهن فيما بعد أن ذلك يؤدي إلى الفكرة 
الأساسية لمتسلسلة فوريه . إذا كان LU‏ أساسر» فان كل متجه تركيب لهذا الأساس» 
والمسألة هنا هى معرفة المعاملات في هذا التركيب : 

اكتب ١‏ كتركيب من الشكل ,4 ,*+......+رو ×+ و ×= b‏ 

لحساب , × توجد حيلة بارعة . نضرب طرفي ا معادلة با منجه 45 » في الطرف 
الا cg‏ شيل b‏ ب وفى الطرف الأيمن تختفي جميع الحدود (لأن 0= 4 (qi‏ سوى الحد 
الأول . سنبقى مع : 

qib - + 9 q1- 

لما كان 1 = ,ي و فاننا نجد gi bal x‏ . بصورة مشابهة نجد المعامل الثاني = ر× 
ي إنه الحد الوحيد الذى يبقى على قيد الحياة عندما نضرب ب 45 . تموت بقية الحدود 
بسبب التعامد. لكل جزء من 5 O pÜ‏ بسيط e‏ بتركيب هذه الأجزاء» AÈ‏ : 

أي متجه b‏ يساوي vie Hq’ bq,‏ دو (345) (Gib) q+‏ 010 
من أجل ذلك» نحتاج إلى أساس وكذلك © مربعة . 
لايمكننا أن نقاوم كتابة هذا الحساب بلغة المصفوفات . لقد بحثنا عن 
المعاملات في المعادلة المتجهة =b‏ ,ربخ + ...... + xa,‏ . إنها مطابقة للمعادلة 
المضفوفية Ox =b‏ (تضرس أعمدة © مركبات») . 1b pe‏ 0-+ . إلا أن-0-1 
07_ذلك عندما يتدخل االتعامد النظامي -لذا » يكون JH‏ أيضاً x=0"b‏ : 
(Y)‏ 











تظهر جميع مركبات × للعيان» إنها الجداءات الداخلية 978 كما رأينا سابقاً. 


ven‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

يبين الشكل La e aall‏ ماذا يحدث عندما لاتكون الأعمدة متعامدة 
نظامية pel x‏ عن Sb‏ كيب من الصورة ...+× مطابق | النظام Ax =b‏ 
تذهب متجهات الأساس إلى مواقع أعمدة المصفوفة . في هذه الحالة» نحتاج إلى 4 
” التي تأخذ عملهاء ولكن في حالة التعامد النظامي نحتاج hä‏ إلى "0 . 


ملاحظة ١‏ لقد ظهرت النسبة ,4 415/47 منذ قريب عندما اسقطناطعلى مستقيم . لقد 
گان حاملا doer‏ م 9 OS‏ المسقط Gbro aja‏ هنا سيكون المستقيم حاملا 3 ي 
وسيكوق +١ pla‏ والمسقط + (GT)‏ لذا LO Kee‏ تفسيرجديد SLA‏ 3 
(Gi 4‏ ,< = ط كل متجه b‏ يساوي مجموع مساقطه old‏ البعد الواحد على 
المستقيمات الحاملة q; J‏ 

هناك شيء إضافي آخر . لما كانت هذه الاسقاطات قائمة» فان نظرية 
فيثاغورس تبقى صحيحة . مربع الوتر يبقى مساوياً لمجموع مربعات المركبات : 

lo ||? = qb)” + grb)” +... + Gnd). 

إن ذلك ماثل للعلاقة “|| =O7‏ ?| ط|| التي برهنت من قريب . 
ملاحظة UY‏ كان ' 2-0 فان لدينا أيضاً ‏ -07 © . عندما تقع © قبل cQ”‏ فان الجداء 
يأخذ الجداءات الداخلية لأسطر ©. (بالنسبة ل 070 هى الأعمدة). لما كانت النتيجة 
هي» Lal‏ مصفوفة الوحدة» فاننا نصل إلى نتيجة مفاجئة : تكون أسطر مصفوفة 
مربعة متعامدة نظامية عندما تكون أعمدتها كذلك . تتجه الأسطر فى اتجاهات مختلفة 
Lk‏ عن اتجاهات الأعمدة كما في المصفوفة الواردة أدناه» وإننى لاأرى» هندسياً ‏ لماذا 
يكون على هذه الأسطر أن تكون متعامدة ‏ لكنها WIS‏ . 
مثال : 


IN2 1/1/6‏ 3/م1ا 
1N3 0 -2N6‏ 
IN3 IN2 1N6‏ 


0= 








التعامد 2۹ 


المصفوفات المستطيلة ذوات الأعمدة المتعامدة ‏ النظامية 

يتعلق هذا الباب بالنظام =b‏ ×4 إلا أن 4 ليست بالضرورة مربعة . يدور هذا 
البند حول النظام Or =b‏ ونقبل هنا الامكان نفسه- يكن أن توجد أسطر بعدد يزيد على 
عدد الأعمدة . nn Lud‏ متجهاً متعامدة-نظامية qi‏ وهي أعمدة 0 » ولكن» لهذه الأعمدة 
« < « مركبة . بقول آخر 0 مصفوفة من النوع xn‏ :7 ولن نتوقع حل = Or‏ بصورة 
صحيحة . لذا» نحلها بطريقة ا مربعات الأصغرية . 

إذا كان هناك أي انصاف» فان الأعمدة المتعامدةتجعل المسألة سهلة . لقد عملنا 
على المصفوفات المربعة وسنعمل الآن على مصفوفات مستطيلة . النقطة الأساسية 
هی أن نلاحظ أنه لايزال لدينا 1 - 0*0 : 

















يها 





لم يعد صحيحا كون '© معكوس © ولكنها تبقى ا معكوس اليساري . بالنسبة 
للمربعات الأصغرية» هذا كل مانحتاجه . تنتج المعادلة النظامية عن ضرب المعادلة 
= ×4 بمنقول المصفوفة لنحصل على 474-475 . هنا 4 هى © » والمعادلة النظامية 
هي =O"‏ :0 07 . لكن O‏ "0 هي مصفو فة الوحدة !لذا فان ا حل هو "0 » سواء أكانت 
0 مربعة و 075 الحل الصحيح › أو كانت © مستطيلة وعندهانكون أمام حل مربعات 
أصغرية . 

Y‏ إذا كانت للمصفوفة © أعمدة متعامدة_نظامية فان مسألة المربعات الأصغرية 
تصبح سهلة جداً : 


YO,‏ ال حبر الخطى وتطبيقاته 


= :0 (نظام مستطيل لايوجد حل مقابل أكثر قيم (b‏ 

!0 = :079 (معادلة نظامية للحل المفضل »د حيث يكون =I‏ 070) 

(q/b هو‎ x4) x = 

0 = م (مسقط b‏ على فضاء الأعمدة هو ره (gb) qyto-H(G 1b)‏ 

05 0 = م (لذا تكو ن مصفو فة الاسقاط هي “00 = (p‏ 

يشبه القانونان الأخيران القانونين» ×4-= مو 5-4)474(147ء اللذين يعطيان 
bat‏ ومصفوفة الاسقاط من أجل أي مصفوفة 4. عندما تكون الأعمدة متعامدة و 
4 هي © فان «مصفوفة الضرب المتصالب» A A‏ تصبح مصفوفة الوحدة 1= 0"0 . 


> Jy Axis 





q axis 


شكل ۱۰-۳ المسقط على مستو = مجموع المسقطين على ,4 و ره المتعامدين 
النظامين 

يختفي الجزء الأصعب من المربعات الأصغرية عندما تكون المتجهات متعامدة 
- نظامية . تكون المساقط على المحاور منفصلة» و مهو مجموع هذه المساقط 


Yo \ التغامد‎ 


نؤكد أن هذه المساقط لاتنشىء 5. إنها تنجز ذلك فى حالة المصفوفة المربعة 
.m =n‏ ولكنها فى الحالة المستطيلة cmon‏ لايمكنها أن تحقق ذلك . إنها تعطى المسقط 
م ولكنها لاتعطي المتجه الأصلي ط هذا كل مانقدر على توقعه عندما يوجد عدد من 
المعادلاات يزيد على عدد المجاهيل ولم تعد المتجهات © أساساً . مصفوفة الاسقاط 
هي» عادة» 4"( A (ATA‏ ويمكن هنا اختصارها لتصبح : 

(£) | p=o0" أو|‎ P=0(0'Q)'Q' 

لاحظ أن 070 هى مصفوفة الوحدة من النوع en Xn‏ بينما AQQ‏ مصفوفة 
اسقاط P‏ من النوع ×« . إنها تعمل عمل مصفوفة الوحدة على أعمدة 0 US SP)‏ 
وحدها) ولكنها تعمل كمصفوفة صفرية على المتمم المتعامد ( الفضاء الصفري 
KOJ‏ 
مثال ١‏ الحالة التالية بسيطة لكنها نموذجية : لنفرض أننا أسقطنا نقطة (xyz)‏ = ط على 
مستوى «-×. إن مسقطها هو (0,«») p=‏ وإنه يساوي مجموع المسقطين المختلفين على 


محوري * و7 . 


























. 0 0 5 X l 
(q2b)q2 = ¥ 3 q=|! 3 (4,8)q, =| 9}: 4 q = (0 
0 0 0 0 
: وبذاء تكون مصفوفة الاسقاط على العموم‎ 
x x | ' د‎ {100 
P|y|=|y| رو روم و‎ +4292 =| 0 1 0 
2 0 000 




















مثال Y‏ هناك حالة تؤدي فيها ملائمة مستقيم إلى أعمدة متعامدة . إذا أخذت القياسات 
V1 ¥o.¥3‏ 1 بحيث يكون متو den‏ ضفر ft Dit Oty, [al‏ 1 فان محاولة ملائمة 
المستقيم =C +D t‏ ار ادي . 


رع )88 + ) 
yə‏ = ] ([ + 0 أو 
=y;‏ وغ 712 + ) 


r 


Vo 
Y3 | 











| 


ad‏ ا لحبر الخطي وتطبيقاته 
العمودان هنا متعامدان. لذا ييكننا أن نسقط y‏ بصورة منفصلة على كل عمود. 
ويمكن إيجادالمعاملين المفضلين C‏ و D‏ كل منهما بمعزل عن SV‏ : 


"اده عت aby‏ 0 قارع "لس tp: ya‏ 1 1[ 


Pel atl La eG” 45" 


لنلاحظ أن 3 ++ (y‏ = € سيط بصورة خاصة ؛ إنه متو سط المعطيات . aj)‏ 
يعطي أفضل ملائمة بمستقيم أفقي » بينما Dr‏ هو أفضل ملائمة بمستقيم مار من نقطة 
الأصل . جما أن العمودين متعامدان» فان مجموع pile‏ القطعتين ا متمايزتين يث ل أفضل 
ملائمة بأي مستقيم على ا لإطلاق . لكن. با أن العمودين لايساوي كل منها الوحدة 
E‏ متعامدين نظاميين فإن قانون الاسقاط يحوي مربع الطول في المقام . الأعمدة 
المتعامدة ‏ النظامية مفضلة جداً بحيث يكون من المستحسن الانتقال إلى هذه 
الحالة في كل مرة . إذا لم يكن متوسط أزمنة الملاحظات صفرلً إنه م4+...+,) LE‏ 
Vm‏ فإنه يكن تحويل مبدأ الزمن بمقدار + . عوضاً عن,2+)- ر 
نتعامل مع ( y= ctd (r-T‏ . المستقيم المفضل يبقى كما هو : كما في هذا المثال نجد : 


| 1 
(0) = Alyy «oe Ym | B i Pira Fin 
e S r [ m 


pa [eD e الس‎ ra FL on 
(t= hie عي‎ ote +)? >t, -D 
d hd ota إلى قاثون‎ + Lal ay + هو المتوسط‎ paill c 
تصبح‎ e 4 وبسحب الزمن بمقدار‎ Dt, العناصر غير القطرية‎ 4 A نقد كان للمصفوفة‎ 
هذه العناصر أصفاراً . هذاا لسحب مثال لطريقة غرام - شميدت وهي تقو‎ 
. الأحوال مقدماً‎ 


yor Asalari 


تع المصفوفات القائمة حاسمة فى الجبر الخطي الحسابي لأنها لاتدخل عدم 
استقرار . بينما تبقى الأطوال كما هىء فان التدوير يبقى تحت المراقبة . لذلك أصبح 
تقويم الأعمدة تقنية أساسية . إنه cop‏ إلى التحليل 4-07 الذي هو قريب من القانون 


.A = LU المهم‎ 


Gram - Schmidt غرام - شميدت‎ iis 
إذا كانت متعامدة نظامية فالعمل‎ a,b,c نفرض أننا اعطينا ثلاثة متجهات مستقلة‎ 
لاسقاط المتجه ذاته على‎ (av ja سهل . لاسقاط متجه :على الأول منها » نحسب‎ 
للاسقاط على فضاء‎ . (aly Ja +(b'v مستوي المتجهين الأولين» يكفيك أن تجمع ط(‎ 
نضيف ثلاثة مساقط . تتطلب كل الحسابات الجداءات الداخلية‎ » a,b,c oy glowa جزئي‎ 
فقط . لكن لنجعل ذلك صحيحاً » يجب علينا أن ننطلق بقولنا«إذا كانت‎ anb 071 

متعامدة نظامية . ننوى OVI‏ ايجاد طريقة lad‏ متعامدة ‏ نظامية . 
الطريقة سهلة . لقد أعطينا X gabe‏ إيجاد ;91.479 لاتوجد أي مشكلة مع 
cg,‏ يمكن أخذه باتجاه ». نقسم على الطول لكي يكون || »|| q =a‏ متجه وحدة. 
المسألة الحقيقية تبدأ من وو الذي يجب أن يكون متعامداً مع ه. الفكرة هي الانطلاق 
cba‏ فإذاكان لهذا المتجه مركبة على اتجاه ره (الذي هو اتجاه (a‏ فاننا نطرح هذه ا مركبة 
من 7 5 
b' =b - (qi b)qy.‏ )3( 
أصبح الآن b’‏ متعامداً مع ,و . إنه الجزء من ط الذي يتجه في الاتجاه الجديد. 
ولیس فى al Al‏ في الشكل (۱۱-۳)» b’‏ متعامد مع ,4. إنه يهيىء اتجاهاً للمتجه 
ره . لما كان من المطلوب أن يكون ره متجه وحدة» فإننا نقسم b’‏ على طوله :/ '5درو 
-lle |l‏ 
حتى هذه النقطة . فقد عين كل من ,4 و ره . ينطلق الاتجاه الثالث المتعامد ب 


Yo$‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


“إنه لايقع في مستوي ,4 و ره الذي هو مستوي ه و ط. عندئذ » يكن أن يكون لع 
مركبة في هذا المستوي تطرح من ©« (إذا كان الناتح 0 = sabe’‏ يشير إلى أ abe‏ 
غير مستقلة من الأصل . ) مهما كان الامرء فإننا نريد C ASM‏ وهي جزء » الواقع في 
الاتجاه الجديد المتعامد مع المستوي : 


(v) د دم‎ F EE EA 


هذه هي الفكرة الأولى لطريقة غرام شميدت : يطرح من أي متجه جديد 
مركباته على الا نجاهات التي عينت من قبل . لشت ستحدم هذه الفكرة مرة ha ee‏ 


q2 





شكا .)١١-7(‏ مركبة b‏ على ۾ قد حذفت» ونظم كل من هو 'ط . 


عندما يكون هناك متجه رابع نسقط مركباته على +4,4,,؟ . طبعاً متجه الوحدة ږې 


فد کون من '© بعد فسمته على طوله | le’‏ و 


(1) إذا رأي غرام ذلك أولاً فماذا يبقى لشميت 


Yoo التعامد‎ 




















لايجاد ,و at‏ المتجه الأول مجه وحخدة 2 له- و : sen‏ د ‘ نطرح من 
المتجه الثانى مركبته فى الاتجاه الأول : 
“= 


1 
b' =b - (qi b)q, =| 0 
0 | 














| 

2 
=| Oh 

| 

2 


ره المنظم هو ط مقسوماً على طول 'ط» الذي هو 1⁄۷2 : 
2// 
ani |‏ 

لايجاد 6g,‏ نطرح من » مركبتيه على اتجاهي ٩‏ و 42 : 


' T 
Č =c-(q4;c)qi-(q3¢)q,; 


d2 = 








N2 
m- 


1/6/2 
0 
درل | 


0 


V2 2 





oOo — نع‎ 























: i 


أنه » سالا » متيجه وحلة لذاء فهو ر4 . النتيجة هي مجموعة من المتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية 4,4,4 ستوضع في أعمدة مصفو فة قائمة 0 : 








1۸2 IN2 0O 
Q=| q 42 4 | = فا‎ Lk 
Wa -1N2 0 








من الواضح أن هذه الأعمدة متعامدة _ نظامية ; 


نا الجبر الخطي وتطبيقاته 


۳ ر Glas‏ طريقة غرام - شميدت بمتجهات مستقلة TE a,‏ ره وتنتهى بالمتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية ,,4.......4. في ji gbh‏ يطرح من ره مركباته على الاتجهات التي 


: عينت قبل ذلك‎ 
| | T 
(A) a; =a qi j)4: کت‎ (qj - 1 2; Gj - ٠ 


لدا فإن qj;‏ هو المتجه | a’/||a‘‏ 


ملاحظة تتعلق با حسابات من السهل تقوي المتجهات Ess‏ جعل أطوالها مساوية 
للواحد. الجذر التربيعي يدخل» فقط » في النهاية عندما نقسم على أطوالها. dell‏ 
a’‏ پبقی نفسه : 

(مسقط ره على Ca),‏ . . . . . . -(مسقط ره على ر' ۾)-ږه = a’‏ 
إنه» فقطء قانون الاسقاط الذي يظهر مختلفاًء باستخدام المتجه غير المنظم '6 عوضاً 
عن متجه الو q bdo‏ : 


7 
ظ‎ (a4) a: 


(a',) ad |‏ 
يعطي المثال الوارد اعلاه الشىء ذاته دون جذر تربيعى : 


| 
| 0 
1 





=a, على‎ a, مسقط‎ 


| 2 
| 
0 


- ]1 |ع م 

















H| = س‎ bo] عب‎ 
ا‎ 
= 
II 





التحليل A=QR‏ 
ننطلق بمصفوفة A‏ أعمدتها abc‏ وننتهي ii pias‏ © أعمدتها وو.رو.,و. ماهى 
العلاقة بين هاتين المصفوفتين ؟وما هي هذه العلاقة فى الأبعاد الكثيرة» عندما ننطلق ب 
Aela‏ وننتهي "L‏ 0 المصفوفتان 4 و Q‏ من 5 Lelie om Xn‏ تكون المتجهات 


YoY التعامد‎ 


الفكرة هى كتابة المتجهات a,‏ كتراكيب في المتجهات ,4 . مثال ذلك المتجه b‏ فى 
الشكا ١-50‏ ١)تركيب‏ للمتجهين المتعامدين النظاميين ٩,‏ و ره ونحن نعرف lla palo‏ 
التركيب : 


b = و(ط أن‎ + (q2b)42. 


فركيتئية صخلي و اف Gy‏ بصورة مشابهة» »هو مجموع مركباته على 
ys FY} c=(Gic TARCE: larH(G3c )q3: 41:42:43‏ نا عن ذلك بشكل مصفوفي جد 
التحليل ا جديد R‏ 0= ۸: 

llqia qib qic 


Ti T 
02 qac 
z 
q3 €E 


لاحظ الاصفار في المصفوفة الأخيرة ! إنها مثلثية . لأنه قد أجريت عليها طريقة 
غرام شميدت . المتجهان الأولان » و ,و يقعان على مستقيم واحد . لذاء طبه و ر44 
تقع في مستو واحد . المتجه الثالث » والمتجه و g‏ لن يستخدما قبل الخطوة الثالثة . 

التحليل مشابه للتحليل A=LU‏ » ماعدا كون أعمدة العامل الأول © متعامدة- 
نظامية : العامل SUI‏ يدعى ۸ » لأن العناصر غير الصفرية تقع عن يمين القطر (الحرف 
U‏ قد استخدم من قبل). العناصر غير القطرية فى aR‏ الأعداد 1/0/2 - qib‏ 
و 1/2 - »41 - ١و‏ قد اوجدت من قبل . العناصر القطرية هي الأطوال ١‏ ا" 
2 التى قسمنا عليها. التفريق الكامل هو : 














)1 2| |1W2 eê GON Wa وله‎ 
A=|001/=| 0 0 | 1N2 2 | = OR. 
100| |12 -IN2 م‎ I 




















تلاحظ أطوال المتجهات abc’‏ على قطر ۸. . توجد خارج القطر مضاعفات 


TOA‏ الجر الخنطي وتطبيقاته 
ده و ره وهما اللذان طرحا وفق طريقة غرام ‏ شميدت . المتجهات المتعامدة النظامية 
التي هي :4.44 Sh‏ هي الغرض الكامل للتقويم » تقع في العامل الأول 0 . 
ربا يكون OR‏ أقل Ver‏ من LU‏ (بسبب الجذور التربيعية). كل من هذين 
التحليلين مهم لنظرية الجبر الخطي وهما » قطعاً » فى مركز الحسابات . 
الحالة العامة مشابهة LU‏ المصفوفة R‏ من النوع Xn‏ وعنصرها qj 4. rij‏ 
ail‏ يساوى الصفر عندما يكون : أكبر من gi) j‏ انشىء متعامداً مع (a;‏ لذا فان 8 مثلشة 
عليا تظهر عناصرها فى القانون (A)‏ بصورة خاصة» عندما يعوض 4 بالكسر / 
llela‏ 
زه la]‏ + 1 ز9(زة ١‏ زو) + ... + aj = qaj‏ 3 
الطرف الأيمن هو جداء © في ۸ مكتوباً بشكل كامل . 
۳ ش يمكن تفريق أي مصفوفة cA‏ أعمدتها مستقلة حطياًء إلى 4-0#. أعمدة 0 
متعامدة ‏ نظامية و R‏ مثلثية عليا قابلة للعكس . عندما يكون [Sigman‏ المصفوفات 
مربعه» تصبح 0مصفوفة قائمة . 
يجب علينا أن لاننسى النقطة الأساسية للتقوي . إنه يبسط مسألة المربعات 
الأصغر ية م-تمة.. تبقى المعادلة النظامية صحيحة» لكن 474 الذى يسهل إيجاد 
معكوسها تصبح : 
ATA =R'O'ORER'R.‏ 
لذا فإن المعادلة الأساسية ۸= × ATA‏ تبسط إلى الصورة : 
R Rx =R'Q"b‏ أو Rx =Q'b‏ )+\( 
عوضاًعن حل ١‏ = »© الذي لايمكن اجراؤه» نحل 070 = ×۸ الذى يكن 
عمله بسرعة تامة  ROY‏ مثلثية . التكلفة الحقيقية هي mn?‏ عملية لطريقة wel pė‏ 
شميدت» وهي التي نحتاجها لايجاد O‏ و ۸ في المرحلة الأولى . 


Yo التعامد‎ 


تطبق فكرة التقويم نفسها على الدوال. الحيب وجيب التمام متعامدان؛ القوى 
.1 ليست كذلك . عندما تكتب دالة f‏ كت ركيب في جيب وجيب تام نسمي ذلك 
متسلسلة فوريه Fourier Series‏ . كل حد فيها مسقط على مستقيم ‏ يحوي المستقيم في 
فضاء الدوالء مضاعفات cos nx‏ أو n sin nx‏ إنها موازية» DL LE‏ المتجهات ومن 
الأهمية نفسها بحيث تستحق النظر . وأخيراًء لدينا عمل مع شميدت ؛ تقويم قوى × 
لانتاج كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ 


الفضاءات الدالية ومتسلسلات فوريه 

هذا المقطع مختصر واختياري» لكن له أهداف مهمة : 

)1( ادخال فضاء المتجهات الشهير الذي له عدد غير منته من الأبعاد؛ 

(۲) توسيع مفهوم الطول والحداء الداخلي من المتجهات « إلى الدوال F(x)‏ 

(*) التعرف على متسلسلة فوريه f MW‏ كمجموع مساقط عدد أبعاد كل منها 
يساوي الواحد؛ الأعمدة المتعامدة التي تولد هذا الفضاء هي الجيوب وجيوب التمام . 

TEATE تطبيق تقوم غرام  شميدت على كثيرات‎ (E) 

)0( ايجاد frail‏ تقريب ل f(x)‏ بخط مستقيم . 

سنحاول متابعة هذا المخطط الذي يفتح أمامنا سلسلة من التطبيقات الجديدة 
للجبر الخطي بطريق نظامي . 

١‏ - بعد أن درسنا كل الفضاءات التى لها أعداد منتهية من RPL‏ فمن 
الطبيعي أن نفكر بالفضاء pee‏ الذي يحوي كل المتجهات (VEV 2 Vasen)‏ = ۷ 
التى لها متتالية لانهائية من المركبات . إن هذا الفضاء متسع ole‏ بيت Se‏ أن 
يكون مفيداً حقاً إن لم نوجد ضوابط لمركباته «١‏ . إن أفضل فكرة هنا هي المحافظة على 
تعريف الطول المعتاد وهو الجذر التربيعي لمجموع مربعات فيثاغورس Oly e‏ لايتضمن 
هذا الفضاء سوى المتجهات التي لها طول محدود : على المتسلسلات : 





TAs‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
...+ 03+ ورب ورد ?|| lv‏ )\\( 


أن تتقارب نحو مجموع منته . وهذا يبقى . مع ذلك e‏ مجموعة متجهات› 
عدد أبعادها مالانهاية »> تحوى مثلاً المتجه (L sinn)‏ ولكنها لاتحوى المتجه 
(.....111). یکن جمع sl‏ متجهين محدودىي +l) > lv [+i | J all‏ ا e)‏ كما 
يمكن ضرب أى dove‏ بعدد » لذاء إنها تكون فضاء متجهات . إنه فضاء هيلبرت 
1 الشهير . 

فضاء هيلبرت هو الطريق الطبيعي لجعل عدد الأبعاد مالانهاية مع المحافظة فى 
الوقت ذاته على هندسة الفضاء الإقليدى المعتاد . تصبح فيه القطوع الناقضة محسمات 
ناقصة ذوات أبعاد عددها مالانهاية وتصبح القطوع المكافئة مجسمات مكافئة» وتعرف 
المستقيمات المتعامدة بالطريقة السابقة : يكون المتجهان » و v‏ متعامدين عندما يكون 
جداؤهما الداخلى مساوياً الصفر : 


T | 
VW ع‎ 8 FI + ذا 1 + 14 جل[‎ + ...= 0. 


إن هذا المجموع مضمون التقارب وإن كل متجهين يحققان متراجحة شوارتز 
I || [bo |‏ <| ”ءا . كذلك لايمكن لجيب celal‏ فی فضاء هیلبرت» أن يكون 
أكبر من الواحد. 

هناك أمر آخر مهم يتعلق بهذا الفضاء : لقد ظهر هذا الفضاء بصورة غير صريحة 
في أبحاث متفرقة ومن الممكن أن تتحول متجهاته إلى دوال وهذا يحملنا إلى النقطة 
Pec‏ 

-١‏ لنفرض Lil‏ ننظر في الدالة ffx) =sinx‏ الفترة :2 > ola fol .O<x‏ تشه 
متجهاً له مستمر من المركبات هي قيم sin‏ على طول الفترة كاملة . ond‏ طول مثل 
هذا المتجه» من المستحيل تطبيق قاعدة الجمع المعتاد لمربعات المركبات . لقد استعيض 
عن التجميع بالتكامل وهو الطريقة الطبيعية والحتمية لذلك : 


FAN التعامد‎ 


آل 


(sin x)? dx = T. 


(\Y) 8 ,‏ 
fl” =| (ey)? de - |‏ 
0 5 
لقد اصبح فضاء هيلبرت فضاء دوال » متجهاته دوال ولدينا طريقة لقياس 
أطوالها. يحوي هذا الفضاء جميع الدوال التي لها طول منته كما هو في العلاقة (11) 
أعلاه. إنه لايحوى الدالة 1/2 = OY Fa)‏ تكامل ×1 مالانهاية . 
الفكرة ذاتها التى استبدلت» التكامل بالتجميع > أوجدت ا جداء الداخلي 
لدالتين i‏ إذا كان g(x) =cos x‏ و f(x) =sin x‏ فان ; | 
2n‏ 5 )1۳( 
tia) = fix)e(x) dx = | sin x cos xdx = 0.‏ 
)0 
إن ذلك مثل الحداء الداخلى لمتجهين ail fig‏ يرتبط بالطول وفق العلاقة 
Il?‏ | = وتتحقق من جديد متراجحة شوارتز ||| ||| > IED]‏ من الطبيعي أنه 
إذا كان الجداء الداخلى لدالتين مثل sin x g cos x‏ مساوياً الصفرء فانهما تدعيان 
Vr‏ 





لحساب معامل نمودجى jee‏ » نضرب الطرفين بالدالة المقابلة sin x‏ ثم كامل من 
aall‏ إلى 27 . بقول آخر ist‏ الحداء الداخلى للطرفين ب × Sin‏ : 


2r 2m Tt 


2 ظ‎ 
y(x) sin x dx = a | sin x dx + a, | cos x sin x dx +b, | (sin X) dx +... . 
| fi 0 


() 0 


كل تكامل» في الطرف الأيمن» يساوي الصفر سوى واحد منها وهو الذي 
يكون فيه * sin‏ مضر bg‏ بنفسه . الجيوب جيوب التمام متعامدة فيما بينها كما في 


VAN‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


: لذا يكون ,ث مساوياً الطرف الأيسر مقسوماً على تكامل لايساوي الصفر‎ OVP) 


on 
| y(x) sin xdx 
0 


___(y, sin x) 


b, = : z : 
(sin x, Sin x) 


= 
| (sin x) dx 


على معامل فوريه a‏ أن يحوي × cos‏ عوضاً عن × sin‏ وسيستخدم ره الدالة ,2 cos‏ . 
النقطة الأساسية فى هذا الحساب هى ادراك التوافق بين المساقط . وقد حسبت 
مركبة المتجه b‏ على المستقيم المولد ب © من قريب : 
b'a‏ 


X=. 
T 
a a 


لقد اسقطناء في متسلسلة فوريه. الدالة على الدالة sin x‏ فكانت مر كبتها p‏ على هذا 
col FY‏ هي بالضبط b sin xsd!‏ (كان في المتجهات (xa‏ المعامل ,هو حل المربعات 
الأصغرية للمعادلة غير المتسقة «= × «نىرط؛ بقول آخرء إن ذلك يجعل الدالة sin x‏ ط 
فريبة بقدر الإ مكان من «. ذلك صحيح لكل حد آخر من المتسلسلة ؛ كل حد منها يمثل 
مسقط على جيب أو جيب تام . لا كانت هذه الجيوب وجيوب التمام متعامدة» فان 
متسلسلة فوريه تعطي إحداثيات ا متجه على مجموعة غير منتهية من ا محاور 
المتعامدة . 

4- هناك كثير من الدوال المفيدة غير الجيوب وجيوب التمام والتي ليست دائماً 
متعامدة . أبسط ذلك كثيرات الحدود» وما يؤسف له» أنه لاتوجد فترة تكون عليها 
الاحداثيات الثلاثة الأوائل-الدوال “د,د,1 متعامدة . (الجداء الداخلى 1,7 موجب 
دوماً لأنه تكامل ). لذاء القطع المكافىء الأشد قرباً من الدالة ya)‏ ليس مجموع 
مساقطها على را ستجد هنا loge‏ مزاو dm‏ مشابهة تماما ل (ATAY!‏ في حالة 
المصفوفة . وبالفعل» فإن هذا التزاوج يعطى بواسطة مصفوفة هيلبرت سيئة الشروط . 
على الفترة 1 >> 0 ٠.‏ 





NAT hl alt 


5 i 3 

fan ay ax] |i" fe} FT 
4 4-| KD Wx) Oa |= |x fe fe |=l7 7 4 
ED FS WER 0 | E A g 

|a | x: ف‎ 3 4 5 


لهذه المصفوفة معكوس ضخم لأن × ,د,! بعيدة من أن تكون متعامدة . اضف إلى 
ذلك أن هذا الوضع يصبح مستحيلا بالنسبة لحاسوب حديث فيما لو أضفنا إلى ذلك 
بعض المحاور الأخرى . من ا مستحيل عملياًء حل ا معادلة النظامية ط4 = TAX‏ من 
أجل كثيرة ا حدود الشديدة القرب من الدرجة العاشرة . 

زيادة فى الدقة؛ نقول» إنه من المستحيل حل تلك المعادلة بواسطة الحذف 
الغاوسى ؛ كل خطأ في التدوير سيتضخم باكثر من (10). من ناحية أخرى» لايمكننا 
التخلى عن ذلك؛ لقد كان من الممكن التقريب بكثيرة حدود. الفكرة الصحيحة هي 
التحول إلى محاور متعامدة» وهذا يعني اجراء تقو غرام شميدت : نبحث عن 
1x, d Bolas CSI 53‏ 

من الملائم العمل ضمن فترة متناظرة مثل 1 5+ > 1- لأن ذلك يجعل كل قوة 
فردية ل × متعامدة مع كل قوة زوجية XS‏ 


l 
| 
(1, x) | xax =0, w, x7) =| x dx = 0, 
درا محورين‎ + V= ! لذلك. يكن لطريقة غرام  شميدت أن تبدأ بفرض‎ 


متعامدين أولين ويبقى علينا أن نصحح زاوية 1 مع -ax‏ بواسطة القانون (7)» نجد كثيرة 
الحدود الثالثة المتعامدة مع السابقتين : 





] 
2 
V 3 2 ex)» fax) ا‎ aint ee. 
(1:1) (x, x) 3 


| 14 


YU‏ ا لجبر الخطى وتطبيقاته 


كثيرة الحدود التى كوناها بهذه الطريقة هی كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ وهى 


نحقيق 
l‏ 


Bs & = 0 
3 Sly 





sls | G+ Dake 

3 3 

-1 

تصبح OVI‏ كثيرة الحدود ذات الدرجة العاشرة »الأشد قرباً » قابلة للحساب 
دون كارئة » بالاسقاط على كل من كثيرات حدود لوجاندر العشر gl)‏ الإحدى عشرة) 
الأول. 
0— نفرض أننا نريد تقريب ×= « بواسطة مستقيم C+DX‏ بين 0 -+ و 1=»×. هناك على 
الأقل؛ ثلاث طرائق لايجاد المستقيم المفضل وإذا قارنتها يصبح الفصل بكامله واضحاً! 
“ll S| =x" jo (CY)‏ 1 بالمربعات الاضصغرية. المعادلة ATA x =A'b‏ هي : 























1] | l 
ko 4 5| 6} + (a. (x) c|- (1, x°) 
: = D z "ISD GOP |] 


(۲) لنبحث عن النهاية الصغرى ل 


l 
E 1 اضر دي‎ Ry d=. 2 عاق‎ 2D + C? #€D + p 
i i 


0 1 
تظهر المشتقتان بالنسبة ل © و D‏ بعد القسمة على e (Y)‏ المعادلة النظامية 
يقة :)١(‏ 
0-0 ع y al $C‏ 5-0 اعد هص 1+ 
3 2 7 2 6 


)1( نطبق طريقة غرام ‏ شميدت لاستبدال (1,(/)1,1) xax‏ . إن > x-‏ متعامد 


١-8-7 


= 


Yi 


ا a‏ ع 


التعامد 16 5 


5 (x° TE 
C+Dee Hp 2 gija 
(1, 1) (x - 2 


)1( اكتب المعادلات الأربعة لكي يتلاءم المستقيم 21+ €= رمع 
المعطيات : 


f=-l عند‎ y=-3 <-2 غند‎ y=-4 
t= 2 de y=O0 t=1 ae y=-l 
نين أن اللأعمدة اة‎ 
E? واكتب الخطأ‎ ASKE (ب) أوجد المستقيم المفضل و ارسم‎ 
(ج) فسر كون الخطاً مساوياً الصفر فى النظام الاصلى ذي المعادلات‎ 
بالنسبة لفضاء الأعمدة.‎ ٠ دجهولين . أين يقع الطرف الأيمن‎ 
ماهو مسقطه م؟‎ 
على كل من المتجهين النظاميين.‎ b -)0,3,0( اسقط‎ 
ثم أوجد مسقطه معلى‎ af = )2/3,2/3.-1/3( , 43 =(-1/3,2/3,2/3) 





الأربع 


ظ مستوى ج04 ,1 . 

أوجد» «Lal‏ مسقط (0,3,0)= "ظط على )1/3,2/3-,2/3(= ره ثم 
اجمع المساقط الثلاثة الأحادية البعد وفسر BU ELI‏ تساوي 
ad}‏ = م +a,05 +a,a}‏ مصفوفة الوحدة ؟ 

إذا كانت ,0,0 مصفو فتين قائمتين فهما تحققان 1 = 070. برهن أن 
,0,0 مصعمو 49 Lal eee‏ إذا كانت Jı‏ دوراناً بزاوية 0 و ¬ ورانا 


VV 


o—-£-¥ 


5-2-7 


sg" 


tt‏ المخطى وتطبيقاته 


بزاوية وفماذا تمثل 0,0 ؟ هل يمكنك أن تجد المطابقتين المثلثيتين 
المتعلقتين ب(6+0) cos‏ و )0+0( sin‏ من خلال الجداء 0.0 ؟ 

إذا كان u‏ متجه وحدة» برهن أن Ruu’‏ - 0-1 مصفوفة قائمة (يعرف ذلك 
باسم تحويل هاو a‏ لدر (Householder‏ احسب © بصورة صريحة عندما 


يكون(- - طم > ent,‏ 


x 2 3‏ 
أوجد عمودا LIL‏ للمصفو فة الخال 
IN3 14‏ 


=| 1/3 2 N4 

IN3 -3N4 
لتصبح مصفوفة قائمة . من الواجب أن يكون هذا العمود متجه وحدة‎ 
متعامداً مع العمودين الآخرين ؛ ماهي الاختيارات في ذلك . برهن أن‎ 
. الأسطر تصبح بصورة آلية متعامدة نظامية‎ 
مباشرة» أن قانون فيثاغورس صحيح لکل تركيب‎ DTD برهن بتشكيل‎ 
|b || =x T+. ط فى متجهات متعامدة نظامية : ˆ ع‎ = ×4 +...× 4, 
وهذا مايعطي برهاناً جديدا لحقيقة‎ b -0+ سيكون‎ e في التعبير المصفوفى‎ 
Ox ||2- ||» || : حفظ الأطوال‎ 
a= 94,=(1,0) على المتجهين غير المتعامدين‎ b = )1,2( amili اسقط‎ 
برهن» خلافاً للحالة المتعامدة» أن مجموع المسقطين اللذين لهما‎ .)1.1( 
b بعد واحد» لایساوی‎ 
متعامدة- نظامية ماهو تر كيب ,4 و ره الأكثر‎ gagag إذا كانت المتجهات‎ 
قرباً من وه ؟‎ 
إذا كان روو متعامدين  نظاميين» فماهو تركيبهما الأكثر قرباً من ظط ؟‎ 
4939) حقق كون متجه الخطأ متعامد مع‎ 


vA التعامد‎ 

















. برهن أن مصفوفة قائمة ومثلثية عليا يجب أن تكون قطرية‎ \\-2-Y 
ماهو مضاعف | | |= ه الذي يجب طرحه من | |= ره ليكون‎ 17-7 
حيث أعمدة 0 متجهات‎ OR حلل | و ¦ | وفق‎ Sa, عموداً على‎ ëL 
. نظامية‎  ةدماعتم‎ 
: طبق طريقة غرام  شميدت على‎ 01١١-4-5 
0 0 1 
a=| Û |, b= ] 5 اعدم‎ | 
l | | | 
A -0/ على الصورة‎ ELI واكتب‎ 
: نفرض أننا اعطينا المتجهات‎ ٠٤-٤-۳ 
1 E 0 
siih BERE Belt 
() | 


\o-4-¥ 


س 

















فضاء أعمدة المصفوفة : 


i 
A=| 2 -l |. 
-2 


4 








ماهو الفضاء الجزئى الأساسي الذي يحوي ta‏ ماهو حل المربعات 
الأصغرية ل Arb‏ حيث *[7 2 1 |-م؟ 


| E 
d] = 2 8 d3 = | 3 
2 1 














TVA 


¥= 


A 7 
i: aa الدج‎ 


۲-6-۳ 


١ 1١-2-5 


5-8-5 ؟ 


نك شين 


_ (y, cos x) ع‎ (y, Sin x) 


ا حبر الخطي وتطبيقاته 


بالصورة 0۸= 4.. إذا أعطيت n‏ متجهاً a,‏ لكل منها m‏ مركبة» ماهو نوع 
كل من المصعوفات -A,O,R‏ 
بمصفوفة التمرين السابق 4 نفسها و '[ 1 1 1 ]=ط» استخدم 4-07 
لحل مسألة المربعات الأصغرية ,Ax=b‏ 
إذاكان 24-08 أوجد قانوناً بسيطا لمصفوفة الإسقاط م على فضاء أعمدةة . 
برهن أن خطوات غرام -شميدت المطورة : 
=c- 10 ©‏ "6 و ("d‏ - "م د م 

تنتج المتجه c’‏ كما في (7). إن ذلك أكثر oya GL‏ طرح مسقط واحد في 
TAS‏ 
أوجد طول المتجه (..... 1/1/8, 1/1/4, v =0/V2‏ وطول الدالة f(x)=e*‏ 
(على الفترة 1> :> 0) . ماهو الحداء الداخلى على هذه الفترة للدالتين 
و Gel‏ 
ماهي الدالة a cos x +b sin x‏ الأكثر قربا من الدالة p (x) =sin 2x‏ على 
الفترة +n)‏ -) . ماهو المستقيم +da‏ » الأكثر قربا . 
بوضع المشتقة مساوية الصفرء أوجد قيمة Nd,‏ تجعل مايلي أصغرياً : 

b sin x - y ||? = [o sin x - y(x))? dx. 
Lady (x) = cosx قارن ذلك مع معامل متسلسلة فوريه ,ط. إذا كان‎ 
هي ط؟‎ 
»,ره للدالة المدرجة التى تساوي الواحد على‎ pb, أو جد معاملات فوريه‎ 


الفترة 5 > ×> 0 والصفر على بقية الفترة 27 > ×> ^ : 


ad = Ys 1) 1) a) 


(1, 1) (cos x, COS x) (sin x, sin x) 


|, أوجد كثيرة حدود لوجاندر التالية-رباعي حدود متعامد مع ”,د‎ ti-i 
-1 >+ > | على الفترة‎ 

۲٠-٤-۳‏ ماهو المستقيم الأشد قربا من القطع المكافىء = رعلى الفترة 
|>ع>1-. 

2377-4-1 في قانون غرام - شميدت (V)‏ تحقق من أن c’‏ متعامد مع ,4 و -d3‏ 

۲۷-٤-۳‏ أوجد أساساً متعامداً_نظاميا للفضاء الجزتى المولد بالمتجهات 
)1,0,0-,1(=,@¢ )1,0-,¢4,=(0,1 (1-,0,0,1)حبه . ۰ 

pb ۲۸-٤-۳‏ طريقة غرام شميدت على المتجهات (1-,1(,)1,0-,1,0(,)0,1-,1) وذلك 
لإيجاد أساس متعامد نظامي للمستوي 4x,4x,=0‏ + . ماهو ote‏ أبعاد 
هذا الفضاء الجزئي » وماهو ote‏ المتجهات غير الصفرية التى تظهر بعد 
تطبيق طريقة غرام ‏ شميدت . 

0-7 تحويل فوريه السريع 

في نهاية البند السابق ذكرنا متسلسلة فوريه. لقد كانت جبراً خطياً فى فضاء 
ذي مالانهاية من الأبعاد . كانت 'المتجهات  fa Vigo‏ ولقد اسقطت على الجيوب 
وجيوب التمام» فانتج ذلك معاملات فوريه» من هذه المتتالية اللانهائية من الجيوب 
وجيوب التمام مضروبة بمعاملات فوريه» USE‏ من تكوين fa)‏ من جديد. هذه هي 
الحالة التقليدية التى حلم بها فوريه . إلاأنه فى الحسابات الحالية» سيكون التحويل 

الذي سنحسبه هو حويل فوريه ا منقطع . لايزال فوريه حياً ولكن بعدد منته من الأبعاد . 

النظرية جبر خطى صرف قائمة على التعامد . الداخل متتالية أعداد ...رر 
عو ye Le‏ الدوال . الخارج متتالية أخرى من الطول ذاته-مجموعة مكونة من معاملات 

فوريه ,.,....ر» التي عددها en‏ عوضاً عن متتالية لانهائية . العلاقة بين و c‏ خطية. 

لذاء يجب تقديها بمصفوفة . إنها مصفوفة فوريه cF‏ تعتمد عليها تقنية طريقة الاشارات 

العددية كاملة . تحول الاشارات إلى أرقام» سواء Cal‏ من حديث أو صورة أو موجة 
صوتية أو اتصال سلكي (أو حتى عن البحث عن البترول). يمكن تحويلها بالملصفوفة 


YV.‏ 41 الخطى وتطبيقاته 


F‏ وبعد ذلك يكن اعادتهالتنشىء » من جديد » الصورة الأصلية . إضافة إلى كون 
هذين التحولين Crowle‏ فانهمكن اجراءهما تسرعة: 

)1( يجب أن تكون المصفوفة العكسية " ۴ بسيطة . 

Maw Fo نم أو‎ pall يجيه أن يكون‎ (Y) 
متناظرة وقائمة (بإهمال عامل » ولها نقيصة واحدة‎ F › فى الحقيقة‎ FILE 
F هى كول عناصرها أعداداً مركبة . يخفف هذه الصعوبات کون جميع عناص ر ۴و‎ 
المتميزة 1="«-التي تحوي جيوباً وجيوب تمام ودوال أسية وتقع في صميم تحليل فوريه‎ 
. المنقطع‎ 

يلاحظ أنه من السهل عكس ۴ . لوكان ذلك كل شيء (لقد كان كل شىء حتى 
0 فإن التحويل المنقطع سيأخذ مكانة مهمة . يوجد OV‏ ماهو أكثر من ذلك . 
يمكن إجراء الضرب فى ” أو فى F‏ بسرعة كبيرة وطريقة ذات مهارة شديدة . عوضاً 
عن ”۸ من عمليات pall‏ المنفصلة الناتجة عن pole‏ المصفوفة التى عددها on?‏ فإن 
جداء مصفوفة بمتجه مثل Fly‏ يحتاج» فقطء إلى “nn logn‏ خطوة. إنها عمليات 
الضرب ذاتها ولكنها مرتبة بطريقة جيدة. تدعى اعادة الترتيب coia‏ تحويل فوريه 
السريع . 

يبدأ البند بالعدد w‏ وخواصه ويتحرك نحو ۴ وينتهى ب Pre‏ = التحويل 





eel‏ يع وتطبيقا 45« the fast transform and its applications‏ . يدعى التط 
لذلك إلتفافاً وأساس نجاحه هو قاعدة الالتفاف . 


الجذور المركبة للوحدة 
يمك أن يكون illal‏ حقيقية جذور مر aS‏ . لقد أدت المعادلة 0 -1+*+ إلى na‏ 
؛(و إلى :- أيضا): ولقداعتبر ذلك حلا وانتهت المسألة . إذا تساءل أحدهم حول 
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i= 0‏ لقد وجد جواباً لذلك : إن الجذور التربيعية لعدد مركب هى » أيضاًء أعداد 
مركبة . عليك أن تسلم بالتركيب «ا +×» حيث × الجزء الحقيقى و رالجزء التخيلى 
وليس غناك ضرورة لأبتكار إضافي JS).‏ كثيرة حدود من الدرجة #مجموعة كاملة 
oy‏ جذراً (من الممكن أن تكون مركبة ومن الممكن أن تكون مكررة) . هذه هي النظرية 
الأساسية في الجبر» وكلمة مركبة تسمح باحتمال كون الجزء التخيلي 0= « ويصبح 
Liam sell Me‏ 

نعود DLL SW‏ 1 = من aT ag ay pall‏ 84% ھا ارہ جور وچب ST‏ 
يوجد أربعة جذور» «ا جذر الرابع للوحدة» . الحذران التربيعيان للواحد هما 1 و 1-. 
الجذور الأربعة هي ttl‏ التربيعية لهذه الجذور التربيعية» إنها | و -١‏ و :و :-. العدد 
؛ يحقق 1 -” لأنه يحقق 1- P=‏ بالنسبة للجذور الثمانية للوحدة» نحتاج إلى الجذر 
التربيعي للعدد iagi‏ يقودنا إلى العدد المركب -wa(1ti)/V2‏ تربيع « يعطي (142i‏ 
72+ وهذا هو: نفسه OY‏ *:+1 يساوى الصفر . Leg‏ أن المربع هو ow =i‏ لذا تكون 
القوة الثامنة 1 = w=‏ 

الأعداد المركبة في مصفوفة فوريه خاصة LU‏ . الأجزاء الحقيقية منها هى جيوب 
تام والأجزاء التخيلية منها هي جيوب : 
w =cos 0+ i sin 6‏ )\( 

لنفرض أن الجزء الحقيقي + قد حمل على محور » وحمل الجزء التخيلي على 
محور « (شكل .)١5-17‏ لذاء فان العدد ٠‏ يقع على دائرة الوحدة؛ بعده عن نقطة 
الأصل هو cos O+ sin “O=1‏ يصنع زاوية قدرها6 مع المحور الأفقي . يدعى المستوي 
الذي يقع فيه الشكل ا مستوي ا مركب » ولكل عدد مركب من الشكل tiy‏ ×= موضع 
فى هذا المستوي . يظهر المستوي كاملا فى الفصل الخامس» حيث تظهر الأعداد المركبة 
كقيم ذاتية (حتى للمصفوفات الحقيقية) . نحتاج هنا إلى ciol blä‏ فقط»ء (w)‏ 
تقع جميعها على دائرة الوحدة بسبب كونها تحل المعادلة w=]‏ 





alida ا خبر ا لخطي 8 د‎ TV’ 


imaginary axis 







7 75 cde 
w = cos 260 + i sin 28 


w= cos O + r sin Û‏ و 


real axis‏ عد 





dw وم = أ‎ - isin 0 


S--|-i 


شكل .CVY-Y)‏ المستوى المركب ودائرة الوعحدة . 

كيف Less‏ حساب القوة النونية Lice fw‏ يمكن إيجاد التربيع 

مباشرة: 
sin” 6 + 2i sin Qi cos 8.‏ - 6*ين = ”)6 w? = (cos6+isin‏ 

gts‏ ذلك سيا ال أن يوضح بالقانون المثلثي المتعلق بضعفي الزاوية. الجزء 
الحقيقي cos 0- sin”0‏ يساوي cos20‏ والجزء التخيلى 2510660560 » يساوي 
08 لاحظ أن + لو يدخل ؛ الجزء التخيلى عدد حقيقى ») WL.‏ 
يكون 

.w “=cos 20 +i sin 20‏ بقي مربع « على دائرة الوحدة» لكنه بضعفي الزاوية 
0. يحدث ذلك توقعاً Ob‏ للعدد w”‏ الزاوية on‏ وهذا صحيح . 

هناك طريق fail‏ لإيجاد قوى:. تركيب جيب التمام مع الجيب هو قوة مر ES‏ 

سعتها الواحد وزاويتها 6 : 





(Y) 


فاعدة ضرب وتقسيم القوى مثل gl(e"Me?) =e‏ و تبقی صحيحة عندما 


يكوت الاس تخيليأء لذاء فان قوی LE e awad‏ كما سبق : 


VT الايد‎ 






(v) a wae 

للقوة ۸ الزاوية ۸0 . عندما يكون 1--: فإن للمعكوس 1/١‏ الزاوية 0 -. 

6386 سيكون 1: ا کان‎ esl OLS cos (-O)+i sin (-0) ب‎ cos 8+ sin 0 إذا ضرينا‎ 

يساوي cos(-0)‏ (جيب التمام زوجی) و sin(-O)‏ يساوى OL 6 (535 HAI) -sin O‏ 
هذا الضرب يعطي : 

(cos6 + i sin 6)(cos 6 - i sin 6) = cs’ 8 + sin’ 0= 1.‏ - قا كدق 

ملاحظة أذكر ذلك اليوم حين ورد إلى MIT‏ رسالة من مسجون في نيويورك يسأل هل 

قانون أيولر(۲) صحيح . إنه lim‏ مذهل عندما تفكر فيه» حيث ثلاثة من الدوال 

الأساسية فى الرياضيات تلتقى معاً من هذا الطريق الجميل . أفضل جواب لتا هو أن 





eon e. 
(6) + (iO) C con ng 
2! 3! 


الجزء الحقيقي ....+ 1-9/2 هوجيب التمام . الجزء التخيلي ....+ 0-0/6 هو 
الجيب . القانون صحيح وأتنى أن نكون قد ارسلنا البرهان الأكثر جمالاً . 

بهذا القانون» يكن حل المعادلة 1="« . إنها تصبح من الشكل MT‏ لذاء Op‏ 
هذه الزاوية ۸0 ستنقلنا حول دائرة الوحدة» وتعود بنا ثانية إلى نقطة الانطلاق . JA‏ 
هو أن نختار «/6-27 : ا جذر النونى الاصلى هو : 


784+ 1 اذام 






(£) 7 





القوة النونية هى ”٠ء‏ وهى تساوى الواحد. فى حالة 4 -« و8-مء الحذران 
الأضلبان هما : 





Wa = co FÎ si = 

2 2 

7 og. Daten A l+: 
Wg = COS — + i SIN — = 

4 4 2 
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للجذر الرابع الزاوية "90= 6 joes‏ الثامن الزاوية 45°=€. Logi]‏ 
)360° و-”360)» إلا أنهما ليسا الجذرين الوحيدين من الدرجة الرابعة والدرجة 


الثامنة للوحدة . بقية الجذور من الدرجة الرابعة هى القوى 1--2 Pai,‏ , 1= :. بقية 


7 


n 


الجذور من الدرجة الثامنة هى القوى «٠,۷8 ,.., WS‏ . هذه الجذور موزعة. 
lec Lal‏ دائرة الوحدة بفواصل قدرها ”27 . هناك ملاحظة أخرى هي أن مربع و« 
هو ۾« الأمر الذي سيكون أساسياً في تحويل فوريه السريع . لاحظ» أيضاً» أن مجموع 
ا جذور يساوي الصف ر . بالنسبة ل wy =i‏ ذلك صحيح 0 Ii -1-i=‏ وبالنسبة Wet‏ هو : 


(0) l+wg Fw teot ون‎ =O. 


e. الذي لاني فيه‎ We البراهين صرب الطرف المع ب‎ il 


قد دارت زاوية قدرها 45° ولكنها بقيت ضمن النقاط الثمانى التى كانت فيها. SY‏ 
الصفر هو العدد الوحيد الذى لايتغير عندما يضرب ب cg‏ لذا فانه يجب أن يكون 


(Ya. 
مصفوفة فوريه وعكسها‎ 


في الحالة المتصلة» يمكن لمتسلسلة فوريه أن تعيد تكوين (×) على فترة كاملة . 
وهي تستخدم عددآ غير منته من الجيوب وجيوب التمام (أو دوال أسية). في ULH‏ 
المنقطعة» ب ” من المعاملات فقط. يكون ذلك كافياً من أجل التوقع . نطلب » فقط. 
المساواة عند ”من النقاط الأمر الذي يعطى ۸ معادلة . فى مسألة نموذجية ب4 -, 
المعادلات التي توجد ثانية القيم الأربع 2,4.6,8 هي : 


pb الحذور‎ Ob Laat عندما يكون*‎ .W°=-w سس‎ w سے‎ we - فى هذه الحالة "سے‎ (O) 
متزاوجة . ش مجموع الحذور التكعيبية الثلاثة للوحدة يساوي الصفر أيضاً دون اختصار بين‎ 


الأزواج . 


التعامد 510 


(1) 


Co tC) + وع + ومع‎ =2 
Co tic, - وعم‎ -ic, > 4 
Co- Cy + وه - وع‎ > 6 
Co - iC] -C + icy =8. 


المتتالية الداخحلة هى 2,4,6,8 المتتالية الخارجة das. Cor Cys Cos C3‏ المعادلاات 
عن الحدود الأربعة لمتسلسلة فورية المتلائمة مع الداخل في النقاط الموزعة بالتساوي 
على الفترة من 0 إلى 25 : 


x=0 


تول 

| ix 2i 3i x - 2 P 

Cy + ec + Cè 58 + 6 ے ا‎ T/ — 
: X= de 
عمل‎ 


X= 7/2 


bo‏ & خخ من 


تلك هى المعادلات الواردة في (1) . عند25 -:دتعود المتسلسلة إلى القيمة الأولى 
2- وتتابع بصورة دورية . 

لاحظ أن متسلسلة فوريه تكتب بالشكل المركب» كتركيب في دوال أسية من 
الشكل cel‏ وذلك مفضل على الجيب وجيب التمام . الأمران متكافئان بسبب 
التكافوؤٌ : 

(V) cpe +e e "=a, cos kx + by sin kx. 

من الممكن البقاء مع المتسلسلة الحقيقية» إلا أنه عندما تتوقف بعد أربعة حدود» 
نحتاج عندئذ عناية خاصة ويصبح القانون غير رائع . القرار المفضل هو استخدام 
الصورة المركبة وحل المعادلات )0( لإيجاد المعاملات Cos peat‏ . 

ليس من الصعب إيجاد ذلك . إذا Lace‏ هذه المعادلات الأربع» يحصل 
اختصار ضخم في الطرف الأيسر . ELI‏ هو 40-20 لذاء فإنْمء هو5 وهو متوسط 
المعطبات 2,4,6,8 . 

هناك طريقة: Leal‏ > لايجاد oc)‏ اضرب المغادلات على الترتيب بالأعداد 
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LiL‏ ثم اجمع النتائج . كل شىء يختصر فى الطرف الأيسر سوى ,+4 الذي يساوي 
2-4-681 . لذاء فان esli‏ (لاحظ أنه مركب) . هناك طريقة مشابهة لحساب ب و 
٠ C3‏ 

يتوضح النموذج بالمعادلات ذوات الشكل المصفوفي . نكتب المعادلات الأربع 
بالصورة Fo=y‏ والمصفوفة هى : 


| | | | 
La FF Fy] 
م‎ =| 2 sad 26 
L 4 1 1 
| 4 » 6 =$) 
1 [1 l 1 


هذه العناصر الستة عشر هي نفسها المعاملات في (6). عوضاً عن ”+ » كتبنا 
سابقاً ¡ و “يساوي 1- و ga?‏ . فى الشكل الحاضر سيكون من السهل التعرف على 
#امعول عب العام > لمعكوس المضفوقة الشكا ذاته ' 

بمعزل عن العامل 1 س المصفوفة الشكا ذاته 


| | L L 

a FIr ww er e 
i ae a E KA ; 

41 CG) Gy Gy 

| ww aw |, 


ضرب مباشر يعطي ۲ =" FF‏ مثلاً» جداء السطر الثاني من F‏ بالعمود الشاني 
من هو (1+1+|+|)-. تنجد بقية العناصر القطريةالتى يساوى كل منها الواحد 
بالطريقة ذاتها . بالنسبة للعناصر غير القطرية» ضرب تموذجى يعطينا 0= :+ ”1+ :+1 . 


(Ss)‏ أن مجموع الحذور الأربعة يساوي الصفر). بالنسبة للسطر الأخير من 
اليا د E,‏ الى كل Ci ow i e‏ | 
Cy Ol Lal « Be. c=F y‏ هو متو سط القيم الاربع ( لوالو Co=‏ . 


ملاحظة بالنسبة لمصفوفة فوريه» من الطبيعى أن نرقم الأسطر والأعمدة من 0 إلى n‏ 
[ ديدلا من 1 إلى on‏ 
النموذج الذي وجدناه أعلاه» ليس خاصاً ب4- . لكل en‏ يمكن كتابة المصفوفة 


ال der‏ دع جا وا ا Jet‏ ا calla igi Fly JS‏ متا 
منتهية ...+ عجن n)‏ حداً) لكى تتوافق مع ١‏ (في : نقطة) . 
التوافق الأول هو عند 0 x=‏ 
cGy EV:‏ £ من ëy‏ 
النقطة التالية عند 27/١‏ = × » التى تدخل العدد "7777م - مر : 
Cy FOW Puu ee SP‏ 


النقطة الثالثة عند 4/۸ = × تشما على 7 الذي هو : 


نا 


2 2in- 1) . 
Cy FEIW Fao, T Cy] W SY, 


تقدم بقية النقاط قوى عالية من w‏ والمسألة كاملة هى 





l 1 l ta Yo 
wW w? wr} G | yy 
2 اه سدم‎ 
W wt 7 1) Ca = د‎ 
"=l 2in1) in- 1}? re 
W wW W م 1 نر‎ 


هنا تبدو مصفوفة فوريه ۴ . 
فى حالة 4 -: »يكون الجذر ci paw‏ الجذر من الدرجة 4 للوحدة. بصورة 
عامة» gaw‏ ”757 وهو الجذر « الأصلي للوحدة . العنصر الواقع في السطر زوالعمود 
ممن F‏ هو wā‏ : 





wr k :‏ = ان بر 
عند السطر الأول يكون 0= روعند العمود الأول يكون 24-0 وتكون جميع 
0 
w =|‏ 
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قوی :-؛ بقول آخر ۴ قد بنيت انطلاقاً من ⁄1. تلك هى القاعدة العامة؛ ليصدر ۴ 
| عن العدد المر كب ارون فإنه يصنء زاوية قدرها -27/n‏ عندما بصم w‏ زاوية قدرها 


: +27/n 
= Vin انطلاقاً من‎ nx n ت تبنى المصفوفة المعكوسةمن النوع‎ ۳ 
1 1 ! | 
1 wi w`? yi 1) 
FO! = 1 w`? w4 
(4) / | 





| w1) wo 2ta 1) 1 yw (tir 


في حالة 2 = ena 3 gn‏ يعني ذلك أن : 














نحتاج إلى التحقق من أن " ۴۴ يساوي مصفوفة الوحدة . 
تعد الأمور على القطر الأساسي واضحة . جداء السطر :رمن ” بالعمود رمن 
۴ هو (1+....+1+1) Mn‏ وهذا يساوي الواحد . المبر» الأكثر صعوية عو ells‏ مارج 
القطر وذلك لبيان أن جداء السطر زمن F‏ بالعمود » من * يساوي الصفر : 
a gg igt E‏ اي اق it‏ بد + 1.1 إذاكان عع (Ve) fj‏ 


مفتاح ذلك هو أن نلاحظ أن هذه الحدود هى قوى الجذر الأصلى * سس = W‏ 
5 ظ )\\( 





العدد W‏ يبقى واحداً من جذور الوحدة : W= WWM‏ يساوي IST‏ با أن 
j‏ خداة عن ck‏ فان ۷ مختلف عن الواحد . إنه واحد من LS‏ الحذور الواقعة على 


YVA التعامد‎ 


دائرة الوحدة بأبعاد متساوية فيما بينها. جميع هذه ا جذور تحقتى 14W +. +W!‏ 
0الطريقة مطابقة تماماً لما فى )0( أعلاه : الضرب ب۷ لايغير الطرف الأيسر W OY)‏ 
الواقعة فى النهاية اليمنى تساوي 1 كما كان في النهاية اليسرى) . لم يتغير هذا المجموع 
عندما ضربنا ب ۷ . لذاء فان عليه أن يساوي الصفر . 

ملاحظة إليك برهاناً آخر tle‏ انطلاقاً من المتطابقة : 

(1Y) i -W° EUW باه‎ 177 EE WY, 

لا كان 1 Ww‏ فان الطرف الأيسر يساوي الصفر . لكن ‏ لاتساوي 1 » لذاء 
فإن العامل الأخير يساوي الصفر . أعمدة ۴ متعامدة-نظامية . باستثناء أخذ الأعداد 
المرافقة ( “7س )W“‏ والقسمة على cn‏ فان منقول F‏ هو ۴. 
تحويل فوريه السريع 

تحليل فوريه نظرية رائعة» إلا أن مايجعله مهماً كونه أيضاً عملياً جداً . وأفضل 
طريقة لتحليل شكل موجي إلى مركباته هو تفكيكه. والطريقة العكسية كفيلة بإعادته 
إلى أضلة . الدالة الأسية مميزة بالنسبة للفيزياء والرياضيات ويمكننا أن نيرهن (AUS‏ 
بدقة » بسبب جوهري : إذا اشتققت “أ أ وكاملتها أو نقلت × إلى ۸+ × فإن ELI‏ هو 
Lal‏ « مضاعف ل “أ . الدالة الأسية ملائمة» LLE‏ » لمعادلة Lola‏ أو معادلة تكاملية 
أو معادلة فروق . تأخذ كل مركبة للتواتر طريقها الخاص ثم تتركب ضمن الحل . لذاء 
فإن تحليل وتر كيب المعطيات ‏ حساب c‏ انطلاقاً من y‏ و y‏ انطلاقاً من » جزء أساسي 
LL‏ من الحسابات العلمية . 

نريد أن نبين آنه من الممكن إنجاز ذلك بسرعة . المفتاح هو في العلاقة بين ,۴ و 
ر#- والأفضل بين نسختين ل ر۴ يقعان فى المصفوفة 2 / : 


| | fa i | | 
e |1 -l Ê i, FE r) 
چ‎ 1 1 “It 7 FF r 
1 -l tr Pr 
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تحوي ۴ قوى 0٠0,‏ ا جذر الرابع للوحدة gys.‏ قوى ow=-1‏ الجذر 
التربيعي للوحدة. لاحظ بصورة iole‏ أن نصف عناصر > ۴ أصفار. يحتاج 
التحويل 2×2» حتى عندما يعمل مرتين ٠‏ إلى نصف مايحتاجه التحويل 4×4 من 
عمليات. بصورة eight‏ إذا أمكن تمريسى تمويل OO‏ تمويلين من التو 
2 : فإن العمل سينخفض إلى النصف (إضافة إلى تكلفة تجميع النتائجح). بقدر 
pmo yl‏ وفك al Le‏ يمثل صلة بسيطة بين بم و ر۷ : 


2ni/32 


(e 21/64 3 = أو 2ى‎ (Wes)? 5 Way 


يساوى البعد بين الحذرين من الدرجة be YY‏ الداترة ane‏ مايقابل ذلك من 
جذور الدرجة VE‏ . إذا كان w=‏ فان 1= (wW‏ بصورة dole‏ » الحذر من الدرجة m‏ 


هو مربع الحذر من الدرجة n‏ وذلك إذا كان m‏ نصف n‏ : 


CYT) 





سر عة ۴۴7 ( تحويل فوريه السريع) في الشكل القياسي الوارد هنا e‏ تتعلق بالعمل 
على الأعداد المر كبة العالية الأساس 4096 =2 . TA‏ فى مصفوفة فوريه ۸ من 
العناصر» لذا سنحتاج » بدون التحويل السريع إلى ”2= )4096( عملية ضرب لإيجاد 
جداء ۴ في × : يصبح تكرار الضرب بالمصفوفة ۴ كبير التكلفة . على العكس» يمكن 
لتحويل سريع أن ينفذ كل ضرب في 6x2!"‏ خطوة» فقط . إنه أسرع بأكثر من 680 مرة 
من المعتادء لأنه يستعيض عن العامل 4096 ب 6. بصورة عامة» يستعيض عن © من 
لیات لشو باس ید عر يريط الم فرق کون لوي رن ق 
باربع نسخ من ون* وأخيراً ب«نسكة من AID,‏ هی تافهة)» كذاء مشختزل العملیات 
التى عددها n”‏ إلى Aes <n logan‏ 

نحتاج إلى معرفة اذا یکن تكوين ۴= «(متجه ب ۸ مرکة) من متجهين 
لهماء فقط » نصف الطول . الخنطوة الأولى هي أن نقسم € نفسه . لقد قسم المتجه 
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loen)‏ إلى نصفين أقل Yab‏ وذلك بالتفريق بين المركبات الزوجية والمركبات 
الفردية : 


تتوزع المعاملات بالتناوب بين '»و”». عندئذ» انطلاقاًمن هنين 
المتجهين » نكون .y"=F,0” gy’ Fp‏ هاتان هما عمليتا الضرب با مصفوفة 
الصغرى Fy,‏ (تذكر أن <= . كما فى الحالة التى استبدلنا فيها ١‏ ۴ ب۴ فإن 
العمل قد edt‏ إلى النضقف.. IL‏ الأساسية هی تركيب زمشتجهين لهم نضف 
الطول ”رو cv”‏ ولقد ذكر Cooley‏ و Tukey‏ ماذا يجب أن نعمل : 
Y‏ المركبات ال الأول والمركبات mS‏ الأخر للمتجه ۴,٠‏ = رهي : 
)۱€( 


—— r r : | Š if + EE 
¥ ] r ¥ | + 11 n \ J 3 J =— 97 u واه‎ Ah = | 
f | T 0 
y jm = ¥ j - W 2 Y jo J 2 (0 EUA TH = | 5 


لذاء فان الخطوات التلدث ھی جز c äs‏ ا CE gE‏ ونحويلهما بواسطة F‏ إلى y‏ 
و y”‏ ثم اعادة y ely‏ انطلاقاً من المعادلات(5١).‏ 


سنتحقق بعد فترة ماإذا كان يعطى ذلك «الحقيقي . (يمكنك تفضيل Oly‏ جريان 
على الجبر) . إن ذلك يعنى أن حساب Fp‏ يحتاج إلى مثلي ماتحتاجه ,من الخطوات. 
بالإضافة إلى عملية ضرب بالأعداد 71 الواردة في .)١5(‏ يمكن تكرار هذه الفكرة . 
ننتقل من ہر۴ إلى د۴۶ إلى ۴ . تعداد الحساب النهائي هو 1 > وذلك عندما 
ننطلق بالقوة 2= ونتابع الطريق كله حتى anal‏ حي لأتكون هناك حاجة إلى غمليات 
ضرس . يتفق هذا العدد مع القاعدة التى أوردناها أغلاه Wa:‏ العدد التعلق holima‏ 
m‏ عملية ضرب إضافية » يعطي العدد ا متعلق ب : 


2) )/ - 1)) +m = <n. 
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كلفة أكثر قليلا من تكلفة الحالة الخطية» ويظهر لوغارتم | عمليات 
الضرب/”« i‏ « الواردة في .)١5(‏ مع ذلك» فان eel nl‏ كثيراً من olyn’‏ 
ble‏ فوريه المنقطع فد تحول بصورة ALAS‏ بواسطة FFT‏ 

نحقيق القانون Glad! )١5(‏ ب «: فرق كل مركبة ل ١۴=رإلى‏ جزء من *ح 
(المركبات الزوجية Coy‏ وجزء من ”0 (المركبات الفردية ley,‏ إن ذلك يجزئ 
قانون إلى جزأين : 


m-l m-l n- | 

| هد‎ (2k+1)j 5 Bi gn k 
3 Wa Cak T 2, Wn C2k+1 نطابق‎ y= 3. Wn Ck 
k=0 k= Û j k=O 


لكل مجموع في اليمين A> m=—n‏ ا أن SW‏ س فان المجموعين هما : 


(\0) mi = | m-l 
y= WE أيه‎ D wae 
- 0 k=0 
Fic” و‎ Fc? التحويلين‎ ae أتيا من‎ OWI 7”, هذان المجموعان هما بالضبط “او‎ 


الجزء الأول من (VO)‏ هو تماماً كما في .)٠١(‏ بالنسبة للجزء الثاني » نحتاج إلى jam‏ 
بدلا من زو هذا يؤدى إلى تغيير الاشارة : 
داخل المجموعين » WIT‏ يبقى ل oYw‏ اا ا ; 
في الخارج w‏ لس لأن 1 wi amin Ma‏ 
يعطي تغيير الاشارة للجزء الثانى من )١5(‏ وبذلك يتحقق قانون FFT‏ . لقد 
عدلت الفكرة لتضم عوامل أخرى أولية ل(ليس فقط قوى 2) . إذا كان ذاته أولياًء 
فان هناك ضرورة لطريقة مختلفة LE‏ 


مثال الخطوات من + - ۸ إلى 2= ۸ ھی S‏ 


Cû Co Foc" | 
C] C3 | 
Ce Il © |= الا‎ : 








اا" 
C3 C3 F5c‏ 


YAY aI 


تركب هذه الخطوات الثلاث بضرب » في Fy‏ ليعطي «. لما كانت كل خطوة 
خطية ؛ فإنها يحب أن نتج عن مصفو فه ع ومن الواجب أن يكون جداء هذه 
المصفوفات هو u H‏ 


| 1 l A j | | | ] 

L i C © il. 1 i || J 1 | 

1 a 5 a 4 I [1 l 

ir Ff FF | -i || L a I 


يمكنك أن تتعرف على نسختين ل ر۴ في الوسط . تظهر في الطرف الأيمن مصفوفة 
المبادلة التى تفرق »إلى 'ء و "0 في اليسار تظهر المصفوفة التي تضرب ب لآ 1. إذا 
انطلقنا ب eF,‏ فان على المصفوفة المتوسطة أن تحوى نسختين ل ,۴. كل واحدة منهما 
ستجزأ كما ورد أعلاه. لذا »تعا دل IË FFT‏ ضخماً لمصفوفة فوريه ! المصفوفة 
الوحيدة old F‏ العناصر غير الصفرية التى عددها “” قد نتجت عن I=logyn‏ مصفوفة 
تقريباً؛ بعناصر غير صفرية عددها ۸1 فقط . 
FFT‏ الكاملة و الفراشة 

الخطوة الأولى من FFT‏ تغير الضرب ب ,۴ بضربين ب Fry‏ = ۴. لقد حولت 
المركبات المرقمة (Cga) les;‏ بصورة منفصلة عن PAB . (C),03,...)‏ فيما يلي بیان 
جريان يتعلى ب 8= ۸ : 
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الفكرة الأساسية هي تعویض كل إطار ل Fy‏ بشكل مشابه يحوي إطارين ل Fy‏ 
العامل i stl‏ =« هو مربع العامل القديم 2/:/(+1)-ة ™ wwe e‏ يتغير النصف 


: إلى‎ Fy من البيان من‎ be 





Co FC 4 





بتركيب هذه البيانات » يمكنك أن ترى الصورة كاملة . إنها تبين الترتيب الذى تدخل 
بموجبه الأعداد» إلى FFT‏ وكذلك المراحل التي عددها « ب التي تدخل هذه الأعداد 
معها- وهي تبين» Lal‏ » بساطة المنطق : ۰ 

تحتاج كل مرحلة إلى من عمليات co pall‏ لذا ؛يكون التعداذ الأخير 
—nlogn yA‏ . توجد قاعدة Jou ae‏ الأعداد © قبل أن ندخل في FFT‏ أب 
الأدلة الدنيا 0.....7 بالتعداد الثنائى . اعكس ترتيب الأعداد الناتجة . تظهر الأدلة Lil‏ 
ابترتيب معكوس» فى الطرف الأيسر من البيان . الأعداد الزوجية تأتى قبل الأعداد 
الفردية (الأعداد التي تنتهي ب0 تأتي قبل الأعداد التي تنتهي ب 1) ويتكرر ذلك في كل 
مرحلة . 


التعامد 


YAO 


يوجد نظام جاهز بدون تكلفة فى مصلحة البريد الإلكترونى netlif‏ (تعليماته 
فى الملحق ج ). 


١-3-1 
5-8-7 
۳-0-۳ 


£-0-۳ 





` 1 
LILIA, 
PL SAKE 


تمارين 


ماهما F?‏ و F$‏ المتعلقان بمصفوفة فوريه ذات النوع 4×4 ؟ 


000 


ماهما ا لحز ole‏ الحقيقى والتخيلى للجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة ؟ 
إذا شكلت مصفوفة جز تيه من النوع 3x3‏ للمصفوفة FÀ‏ من النوع 66 
وذلك ob‏ 25 عتاضر الأسظر الأول CSL,‏ والخامس فى فكانها 


وكذلك Yl‏ من أجل الأعمدة. ماهى هله المصفوفة الحزئية c‏ 


ضع في اا توي الم ركب الجذور الستة للوحدة. ماهو الجذر الأصلى م 
Asal)‏ جز أيه | G wee‏ وال y (J „Sr‏ ماهي فوة el we Saw ey‏ 


2 3 : - «+ 
؟‎ l+w+w “+w “+w iw ماهى فلمك المجموع‎ 


أو جد i‏ حلول المعادلة عم و جمسم حلول المغادلة j‏ ای : 


۷-0-۳ 


A-0-Y 


\\-0-¥ 


١75١-6-7 


۳-0-۲ 


الحبر الخطي وتطبيقاته 
ماهو مربع العدد ودر وجذره التربيعي الذي هو الجذر الأصلي ذي 
الدرجة 128 للواحد؟ 
حل النظام (CT)‏ ذا النوع 44 إذا كانت الأطراف اليمنى 
2,y3= 0‏ = و0 درن,2 yE‏ بقول آخر حل ر - ۴٥‏ . 
حل النظام السابق ذاته إذا كان )2,0-,2,0(= F 3! 43 yas ey‏ 
وعحساب Fy‏ = ع. تحقق من أن "أذي ع بتاك ربكم isl cyte‏ القيم 
00 في النقاط RE‏ 200 × . 
)1( إذا كان )1,1,1,1(= ر برهن أن (1,0,0,0) = c‏ يحقق Fc =y‏ . 
(ب) لنفرض cy = (1,0,0,0) OY‏ أوجدء. 
إذا كان 2 = cn‏ اكتب و زانطلاقا من السطر الأول .من OVE)‏ و رمن 
السطر الثاني . إذا كان 4= e n‏ استخدم السطر الأول لإيجاد وزو رر 
والثاني لايجاد ,نز و ور» كل ذلك بدلالة Ly” gy’‏ 
احسب =Fyc‏ ربا لخطوات الشلاث لطريقة فوريه السريعة. إذا 
كان )1,0,1,0(=€ 
احسب ع7 = OW ol b shy‏ لطريقة فوريه السريعة:؛ إذا 
کان )1,0,1,0,1,0,1,0(= c‏ . اعد الحساب بفرض )0,1,0,1,0,1,0,1( = م . 
بالنسبة للمصفوفة 4 × 4 » اكتب القوانين المتعلقة Cpe Cig‏ وحقق أنه 
إذا كان OB Loss‏ ع فردي . يكون المتجه Lo BF‏ إذا كان fj =f‏ 
بالنسبة ل 5-4 . هذا يعني feh‏ /.0 -0/ . يستنتج ذلك 
قبل و ( = (sin 0,sin = sin Tsin‏ ويؤدي ذلك إلى نتحويل الجيب 
السريع . 


۳ - 1 مراجعة وعرض 


لقد انتهي 


#التضف الأول من احبر الخطى › وقد كان مركزاً على Ax=b‏ وهو 
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يغطي أكثر من نصف فصل (على الأقل» في صف المؤلف). لقد انطلق بالمصفوفة 
المربعة» واندفع متقدماً نحو المصفوفات المستطيلة وعاد إلى المصفوفة المربعة ATA‏ 
الفصل الأول حل النظام Ax=b‏ بمصفوفة مربعة (GILL) A‏ 
الفصل الثاني حل النظام arab‏ بأي مصفوفة (بالمصفوفات الجزئية الأربع) 
الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية (بالإسقاط و ب (ATAX =A"‏ 

إنني حزين بسبب اختصار هذا الموضوع بهذه القائمة القصيرة . إنك لاشك مدرك 
أن فى هذه الأسطر الثلاثة كمية كبيرة من الرياضيات - وأقوال كثيرة قيلت حول كل 
منها. بالعودة إلى ماقدم» ستكون لي فرصة لعمل روابط جديدة توضحت من جهه 
أخرى . إنها اختيارية لكنها متفاوتة بالأهمية_إن الفضاء الجزئي أساسي » Aad‏ ويمكن 
للأفكار التي جاءت خلفه أن تأتي ضمنه عندما نعالج الاتحاد والتقاطع . 

تنطلق هذه المراجعة» كما فعل الكتاب» بالحسابات . النقطة الأساسية هي أن 
كل حل ينتج عن JAE‏ مصفوفة : 

الفصلان الأول والثانى : A=LU‏ الفصل الثالث A=OR‏ 
وسواء أكانت المصفوفة مربعة آم مستطيلة » فإن النظام Arab‏ يرد إلى مرحلتين 
Vol‏ = عا Ux=ei:x=U'L'b 6a‏ 
أو لا Rx=c:x=R"0'b ot Oc=b‏ 

ثلاث من هذه المصفوفات ‏ 1,1,7 مثلثية . المخالفة منها هى © . إنها دات m‏ 
سطراً و« عموداً فقط» إنها ذات هيئة خاصة هي كون أعمدتها متعامدة. لذا فان 
0 هي مصغوفة الوحدة. حل المربعات الأصغرية لط -06 هو 075 -0 . هندسياًء 
ينتج © من المسقط gd‏ البعد الواحد على كل عمود بمفرده. x‏ النهائي مطابق لحل 
442-475 . 


وهكذا يؤدي بنا النظام Ax=b‏ (بصورة لا إرادية تقريباً) إلى LU‏ و 0۸ . ينتج 
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هذان التحليلان عن مراحل الحل . لقد كنا قريبين من التحليلات الثلاثة اللأخرى وجرينا 
بها Gag‏ جعل النص واضحاً. لقد ذكر الأول Ke‏ | وكان Lage‏ فى التطبيقات . إنه 
الشكل الخاص .4-5 أو الشكل الآخر 4-191 وذلك عندما 4 تكون متناظرة . 
الفصل الأول تحليل شولسكي Cholesky‏ للمصفوفة المتناظرة A‏ 


A =LDL" = LD? )iLD")* 


الفصل الثاني التحليل ال مختزل -<:« مضر وباب × لكل A=L U : A‏ 
الفصل الثالث ليل القيمة الشاذة لكل مصفوفة ۸ : 

A - 027‏ 
لننظر في كل واحد منها بمفرده . 

-١‏ عندما تكون 4 متناظرة» فان U‏ مطابقة ل 1. في هذه الحالة . يكون التحليل 
LDU‏ هو 4-101 ويكون الطرف الأيمن متناظراً LUE‏ يأخذ شولسكى مرحلة إضافية 
ويقسم المصفوفة القطرية D‏ بأخذ الجذور التربيعية للمحاور . (بفرض أنها موجبة ؛ 
تلك هى حالة «المعرفة إيجابياً) الواردة فى الباب السادس) . لذاء تظهر 4 بشكل جداء 
عاملين مثلشن ¢ (LD XLD "T‏ 

توجد هنا واقعة مثيرة : إذا انطلق شولسكي ب 4'4 (التى لها محاور موجبة) 
فان عامليه سيكونان» LE‏ » مصفوفتي غرام ‏ شميدت ۸ و ۸. بقول آخر : 


Q'Q=1 9 ATA=R'Q'OR OV A A=R'R 


Y‏ خ المضاريب ر1 الناتجة عن الحذف الغاوسي في ATA‏ مطابقة للمضاريب التى تقوم 
„AÀ eee‏ 


مثال (مصفوفتنا المفضلة لطريقة غرام - شميدت) 





i i 
u سم‎ 





mite BS 
لت وم‎ 


YA التعامد‎ 


أنظر أولاً فى 474 . يضيف add ane‏ ثم E‏ السطر 
الثاني إلى السطر الثالث . المخاور هي = —,2 lobe.‏ يفعل غرام شميدت ب4؟ 

إذا كانت القضية (1-خ) صحيحة» فان العمود الأول من 4 قد أضيف إلى 
العمود الثاني النتيجة هي (1.0-.- —( ca'i‏ وهومتعامد مع العمود الأول . ثم 


k A ET‏ = العمود الثاني الجديد إلى العمود الثالث . النتيجة هي A. ar el)‏ ږا 


وهو متعامد مع العمودين الأولين ‘ هذه هي خطوات طريقة غرام ‏ شميدت وهي 
5253 إلى مصعو 43 اڭ اقم cS Lalas‏ 


] | ١ 
2 3 
]ك‎ 1 1 
"م‎ = 0 1 
0 +] A 
0 G 
ذلك نموذج لم أره أبداً من‎ . J DPT ra 2 فى مصفوفة أكبر سيبداً العمود الثانى ب‎ 


قبل 6 بأعمدة اة يله Adie‏ 

بقى علينا أن نقسم الأعمدة على أطوالها. الآمر الخاص هنا هو أن مربعات 
الأطوال مطابقة لمحاور A'A‏ : 

G+)? +0)? + 0 =‏ ,3ع ”1 + + +CD? =2, by‏ 
ليا الم ات س | فأعمدة A'=A(L)!‏ متعامدة فيما بينها وتظهر مربعات 
bi‏ الها فى 2 : 
إذا كان (A')'A' =L"A'A(L')' =D Ol ATA =D"‏ 
في المرحلة الأخيرة نقسم على الجذر التربيعى للمحاور وذلك لتنظيم الأعمدة : 
A=QD'’L"=OR d Q=AW'y' p”‏ 

يعيدنا ذلك إلى مصفوفة شولسكى DIL"‏ المطابقة لمصفوفة غرام ‏ شميدت ۸ . 

الشكل SAI‏ ل ۸ يعكس الترتيب : طرحت مضاعفات الأعمدة المتقدمة 


TA,‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

من الأعمدة المتأخرة. إن ذلك مشابه للحذف : طرحت مضاعفات الأسطر المتقدمة 
من الأسطر المتأخرة . 1 تسجل خطوات الحذف في ATA‏ و R‏ تسجل خطوات التقو 
Ais‏ 


1- «التحليل المختزل» هو A=LU‏ مثل التحليل المتناظر LDL‏ فإنه أكثر توازناً من 
التحليل القديم 4-10 ولكن من طريق آخر . عندما يكون ل 4 الرتبة cr‏ فاننا نحتاج . 
فعلاء إلى : عموداً في 1 و ٣‏ سطراً في LU‏ فالأسطر mr)‏ الأخيرة في يكن اهمالها 
(لإنها جميعها أصفار) . الأعمدة ال -r‏ الأخيرة من ا يكن » أيضاً » إهمالها LEY)‏ 
تضرب هذه الأسطر الصفرية الواقعة في U‏ ولن يكون لها أي CSE‏ بقينا مع U yL‏ 
وسيكون جداؤهما أيضاً هو المصفوفة 4 : 
يكن لصفوفة رتبتها r‏ أن تحلل إلى جداء مصفوفة من النوع m xr‏ في مصفوفة من 
النوع ۸× ١‏ . 

في الحالة التي تحتاج 4 إلى مبادلة أسطر مثل c PA=LU‏ سيكون هنا بعض التغيير 
L :‏ تتكون من الأعمدة ٣1J Au fird‏ عوضاعن L‏ . في كل حالة. ستكون أعمدة 
ا التي عددها ‏ أساساً لفضاء أعمدة 4 وأسطر SIU‏ عددها / أساساً لفضاء أسطر A‏ 
-Y‏ يعد تفريق القيمة SLU‏ أكثر أهمية بحيث قم في فقرة خاصة وسيكون موضوع 
الملحق (أ) . إنه يضع مصفوفة قطرية < بين مصفوفتين قائمتين» تعطيان أسساً للفضاءات 
ins) VI‏ وتؤديان إلى المعكوس الكاذب *4 وإلى «العدد الشرطي». لقد أصبح SVD‏ 
(تفريق القيمة الشاذة) أساسياً فى علم الحاسوب . 


فضاءات المتجهات والفضاءات الحزئية 
ننتقل من الحساب إلى AI‏ الذي يبدأ بمفهوم فضاءات المتجهات حيث هناك 
عمليتان نمكنتان : 
جمع ا متجهات «+ × وضرب متجه بعدد×ء 


هاتان العمليتان سهلتان فى فضاء عدد أبعاده الذي هو JEN‏ الواضح لفضاء 
المتجهات . إن ذلك ممكن داخل مجموعة أصغر مثل المستقيمات والمستويات المارة من 
نقطة الأصل في ۸. المجموعات الجزئية » التي هي فضاءات متجهات بحد ذاتها ؛ 
هى فضاءات جزئية والفضاءات الجزئية الأربعة هي مفتاح ١‏ - ×4 : 

وجود × : يجب أن يقع 5 في فضاء الأعمدة ١‏ 4 .: یجب أن يكون b‏ متعامدا 
مع المضاء الصفري A (AT) yams VI‏ 

وعحدانية x‏ : يجب أن لايحوي الفضاء الصفری ATA)‏ سوى asel]‏ الصفرى : 
يجب أن يقع فضاء الأسطر في "۸ 
عندما يكون هناك حل لكل 5» تكون الأسطر مستقلة وتكون الرتبة :-7. وعندما 
يكون الحل وحيداً» تكون الأعمدة مستقلة وتكون الرتبة ran‏ لكل مصوفة» الرتبة 
هى عدد أبعاد كل من فراغ الأعمدة وفراغ الأسطر . إذا كان r= m =n‏ فان A‏ مربعة 
وقابلة للعكس . 

من الواضح أن هذه الفصول قد تابعت هدفاً واحداً هو فهم النظام Arsh‏ فكل 
فكرة جديدة أو تعريف - با فى ذلك فضاء المتجهات والاستقلال الخطي؛ الأساس 
والسعة» الرتبة والفضاء الصفري . الجداء الداخلى والتعامد قدمت GY‏ ضرورية 
لهذا الغرض . COV! bx‏ من جديد؛ في الأفكار ذاتها لايجاد بعض العلاقات التى 


١‏ - تقاطع فضائي متجهات . الفكرة الأساسية هي العودة إلى تعريف فضاء المتجهات 
4 فريدة» بل تتعلق بالصلات بين فضاءين جزئيين أو مصفوفتين . النقطة الأولى هي 
الاك أهسة : 


۳ ذإذاكان/1 و W‏ فضاءين جزئيين من فضاء )ب متجهات معلوم . فان las‏ طعهما VAW‏ 


VAY‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


كذلك فضاء جزئي . المتجهات المنتمية إلى كل من الفضاءين الحزئيين» تكوئن فضاء 
meer‏ 

البرهان مباشر . نفرض + و« واقعين في AW‏ ۷ بقول آخر إنهما متجهان فى 
Lady V‏ فى ۷. لذ؛! لا كان كل من V‏ و clad‏ معجهات das‏ ذاتيما OU‏ يرو 
«عيقعان في het ir ieee V‏ هندسياً تقاطع 
مستويين يمران من نقطة الأصل (أو ی اندي + من oO"‏ ارادا fire‏ 
الأمر ذاته صحيح بالنسبة لتقاطع فضاءات جزئية متعددة أ أو اق ote‏ متها Lage‏ كان 
Tas‏ 
مثال ١‏ تقاطع فضاءين جزئيين متعامدين Lad‏ بينهما هو Ji‏ لفضاء الجزتي ذو النقطة 
الواحدة [0) dh dg dead‏ اناري ق 
مثال ۲ إذا كانت مجموعتا المصفوفات المثلثية العليا والسفلى من النوع nxn‏ على 
الترتيب ٠‏ الفضاءين الجزئيين ۷ c W a‏ فان تقاطعها هو مجموعة المصفوفات القطرية . 
إن ذلك حتماً » فضاء جزئي . جمع مصفوفتين قطريتين وضرب مصفوفة قطرية بعدد 
ينتجان مصفوفتين فطريتين . 
مثال VI g Y‏ فضاء A‏ الصفري و ۷ فضاء 8 الصفري. يكون عندئذ 
۷م لاأصغر فضاء صفرى للمصفوفة : 


c=[4| 


Cx =0‏ يتطلب 0= ×4 و Br=0‏ . لذاء OP‏ على × أن يقع في كل من الفضاءين 
Y‏ - مجموع فضائي متجهات جرت العادة بعد دراسة وتوضيح تقاطع مجموعتين أن 
يدرس اتحادهما . إلاأن الأمر غير طبيعي مع فضاء المتجهات . ليس من الضرورى 
بصورة عامة أن يكون اتحاد فضاءين جزئيين UW‏ لاء فضاء جزئياً . لننظر فى محور × 


ومحور « في المستوي . كل محور بمفرده فضاء جزئي + ولكن إذا أخذا Les‏ فان 
اتحادهما ليس كذلك . مجموع )1,0( مع (0,1) لاينتمى إلى أي منهما . يقع هذا الأمر 
دائماً مالم يكن أحد الفضائين ا لجزئيين حاوياً للأخر . لذاء يكون الاتحاد فضاء جزئياً 
»فقط» في هذه الحالة (الاتحاد يتطابق مع أكبرهما) . 

رغم ذلك» نريد أن نركب فضاءين جزئيين ولكن عوضاً عن اتحادهما . ننتقل 
إلى جمعهما . 


تعريف إذا كان V‏ و W‏ فضاءين جزئيين لفضاء معلوم. فان مجموعهما V+W‏ كذلك . 
يتكون هذا المجموع من جميع المتجهات التي من الشكل vt‏ حيث أي متجه اختياري 
من V‏ 3 و« أى متجه اختياري من LW‏ 

ليس ذلك سوى الفضاء المولد بالاتحاد UW‏ ۷. إنه أصغر فضاء متجهات يحوي 
AS‏ من One W aV‏ المحور مع المحور ga y‏ المستوي x -y‏ كاملا وهو مجموع أي 
مسق من مختافين are‏ (مارين م نقطة الأضل): سواء LIS‏ متعامدين آم لا . إذا كان 
۷هو محور 6و W‏ هو المنصف للربع الأول « -*» فانه يكن توزيع أي متجه مثل (5,3) 
vty = (2,0) + (3,3) 9‏ . لدا فان V +W‏ هو R?‏ كاملا . 
V+W R"‏ . كل × يساوي مجموع مسقطيه :ا على ۷ و Jew‏ ۷ . 
مثال © إذا كان ۷ فضاء المصفوفات المثلثية العليا و18 فضاء المصفوفات المثلثية الدنياء 
V+W TJE‏ هو فضاء : حوب المصفوفات. £ a‏ كتابة كل مصفوفة كمجموع 
مصفوفة مثلثية عليا مع مصفوفة مثلثية دنيا بطرق عديدة OY‏ الأقطار لاتتعين بصورة 
وحيدة  LI)‏ لصفو فات الم LAR‏ العليا والمتلشة الدنيا من نوع و أحد وي المصفوفات 
مربعة ومن نفس النوع . المترجم) . 
مثال 5 إذا VOLS‏ فضاء أعمدة 4 و W‏ فضاء أعمدة 8. فإن V+W‏ هو فضاء أعمدة 


TAE‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


المصفوفة الموسعة ] 8 .D=[A‏ عدد أبعاد ۷+۷ أقل من مجموع عددي Valai‏ و 
لأنه يكن لهذين الفضاءين أن يتداخلا)؛ لكن من السهل ايجاد : 


010) Dis) يساوى‎ (V+W) أبعاد‎ ote 
أساساً لتقاطع هدين الفضاءين الحزئيين . حتماً لایکفی‎ OV) نريد‎ E Wises Wi 9 P11 


أن نبحث عن المتجهات « المساوية لمتجهات  w‏ لهذين الفضاءين أن يكونا 
متساويين Oly v= w‏ يكون أساساهما see‏ 

إليك الطريقة الأكثر فعالية ون NDI yall‏ اسیا are a eee‏ 
ونبحث عن فضائها الصفري MD)‏ . نريد أن نبرهن أن أساساً للفضاء ere‏ يؤدي 
إلى أساس ل۷م ev‏ وأن لهذين الفضاءين عدد الأبعاد نفسه . يدعى عدد أبعاد الفضاء 


“Sa eal Ls pina‏ ندا 





عددآبعاد( ۷م (V‏ = صفرية م (Y)‏ 

يؤدى ذلك إلى فانون مهم بصفته الخاصة . لنجمع (1) و (2)» 
ste‏ أبعاد ) (V+W‏ + عدد أبعاد =(V AW)‏ رتبة +D‏ صفرية 7 . 

انطلاقاً من حساباتنا المتعلقة بالفضاءات as AI‏ الأربعة» نعلم أن الرتبة زائداً 
الصفرية يساوى عدد الأعمدة . في هذه IL‏ يكون عدد أعمدة 0 هو eo gl +k‏ أن 
يساوى عدد أبعاد V‏ و 1 عدد أبعاد w‏ فاننا نصل إلى النتيجة التألية : 

(Y) W عدو أبعاد‎ + Valul ote = V AW slul ste +(V+W) abul ote 
. إنه قانون غير سيء‎ 
و ۷ اللذين هما مجموعة المصفوفات المثلثية العليا ومجموعة‎ W مثال ۷ للفضاءين‎ 
المصفوفات المثلثية الدنيا (من نوع واحد) عدد الأبعاد المشترك 4+1(/2) . للفضاء‎ 
عدد أبعاد‎ oly الذي يمثل جميع مصفوفات هذا النوع عدد الأبعاد2”‎ V+W 


YAO التعامد‎ 


الفضاء/م ۷ الذى يمشل المصفوفات القطرية يساوي كمايو حو القانون(7) 
بذلك ntn=n(n+1)/2+n(n+1/2‏ 

سننظر الآن في برهان القانون (T)‏ . للمرة الوحيدة في هذا الكتاب» سيكون 
اهتمامنا بالحسابات الفعلية أقل من اهتمامنا بتقنية البرهان. إنها المرة الوحيدة التي 
علينا أن نستخدم فيها الحيلة من أجل التعرف على فضاء بمطابقته مع فضاء آخر . 
لنذكر Ys)‏ أن الفضاء الصفري للمصفوفة D‏ هو فضاء جزئى من *“۸ » بينما Aw‏ ۷ 
فضاء جزئى من الفضاء ANI‏ "۸ . سثبرهن أن لهذين الفضاءين عدد alu YI‏ ذاته . 
ALL‏ هنا أن نبين أن هذين الفضاءين الجزئيين هماء بالفعل» متكافئان وفق التقابل 
التالي ْ 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري للمصفوفة 2 ولنكتب المعادلة = Dx‏ 
0بد لالة الأعمدة كما يلي : 


($) XiF¥] a S t XkFk دق اا‎ Wt an +X ادع‎ W | = 0. 


ج 


أو 
Nyy Fas REVE = -Xa Wy ses AW‏ )0( 

الطرف الأيسر من هذه المعادلة واقع في ۷ إذهو تركيب خطي في المتجهات 
Lea,‏ الطرف الأيمن واقع في W‏ با أن هذين المتجهين متساويان فانهما يمثلان متجهاً y‏ 
من AW‏ ۷. إن ذلك يو جد تقابلاً بين MD)‏ و AW‏ ۷. من السهل أن نتتحقق أن هذا 
التقابل يحافظ على الجمع والضرب بعدد : إذا + قابل oly JU rgy‏ 
x!‏ +× يقابل 'ر + روعه يقابل cy‏ . علاوة على ذلك Ole,‏ كل رمن AW‏ ۷ ینتج عن 
متجه وحيد x‏ من AD)‏ (التمرين18-5-7١)‏ 

إن ماسيق توضيح جيد لمفهوم التشاكل التقابلي بين فضاءي متجهات . هذان 
الفضاءان مختلفان ولكن أى أثر جبري سيكون عليهما واحداً. Lagi]‏ متكافئان LU‏ 
كل مجموعة مستقلة خطياً من الأول تقابل مجموعة مستقلة خطياً من الثاني وأي 


vA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أساس للأول يقابل أساساً للثاني . لذاء فإن عددي أبعادهما متساويان وبذلك يتم 
Ob‏ )1( و (۳). هذا مثال من النتائج التي يسعى إليها علماء الجبر وهو المطابقة بين 
كائنين رياضيين مختلفين» كما لوكانا في الأصل شيئاً واحداً ' '. في الواقع أي فضاءين 
لهما مجموعة المؤثرات (الأعداد) ذاتها وعدد الأبعاد المنتهي ذاته» هما دوماً متشاكلان 
تقابلياً.. ولكن ذلك شديد العمومية بحيث يثير اغتماماً كبيراً. تظهر فافدة ذلك عند 
مطابقة فضاءين مختلفين ظاهر يأمثل „AN )12( a V AW‏ 





مثال ۸ لنفرض أن #7المستوي ey‏ و W‏ المستوى xz‏ 








السطران الأخيران أساس ل W‏ |1 0 0 0 


رتبة 0 تساوي (۳) و ۷+ ۷ هو ”۸ . يحوي الفضاء الصفرى (1.0-,1,0) - ×+وعدد 
cole!‏ يساوي الواحد. المتجه y‏ المقابل لذلك هو (العمود )١‏ + صفر( العمود (Y‏ 
ويتجه وفق محور ×-الذي هو التقاطع الام ۷ . يصبح القانون (T)‏ المتعلق بابعاد ۷ 
CV nW g+W‏ 2 +2 - | + 3 ., 


الفضاءات الأساسية للجداء AB‏ 

ننتقل من أز واج الفضاءات الحزئية إلى جداءات المصفوفات. كما SLA pw‏ 
دائماًء لن نهتم AB pole:‏ بصورة منفردة» إذ إنه من المحتمل أن لايكون هناك تشابه 
بين pole‏ 4 وعناصر 8. بل نهتم Le gee‏ عن ذلك . بمستوى المتجهات ‏ متجهات 
الأسطر و متجهات الأعمدة عوضاً عن العناصر- لأن بعض خواص ۸و 8 ستنقل إلى 
جدائهما AB‏ . وإن تأثير الأسطر والأعمدة منفردة لايكافىء تأثير الفضاءات التى 
تولدها هذه الأسطر أو تلك الأعمدة. تعكس هذه الفضاءات الجزئية خواص 


)1( هناك تشاكل تقابلي آخر بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدةء عدد أبعاد كل Pgs‏ 


YAY التعامد‎ 


المصفوفة كاملة دفعة واحدة. مسألتنا الأساسية هنا : ماهى العلاقة بين الفضاءات 
الجزئية الأساسية الأربعة المرافقة للمصفوفة 4 والأربعة المرافقة للمصفوفة B‏ مع الجداء 
8 ؟ يمكن لكل هذه المصفوفات أن تكون مستطيلة وإن هناك أربع علاقات رئيسية : 

B الفضاء الصفرى للمصفوفة 48 يحوي الفضاء الصفري للمصفوفة‎ )١( 

A فضاء أعمدة ا مصفوفة 418 محتوى في فضاء أعمدة‎ (Y) 

(۳) الفضاء الصفرى اليساري ل AB‏ يحوي الفضاء الصفري اليساري ل 4 

)£( فضاء أسطر AB‏ محتوى في فضاء أسطر B‏ . 
البرهان سهل للغاية 

)1( إذا كان 0= Br‏ فإن 0 -:48.. كل + من الفضاء الصفري BS‏ هوء أيضاً» في 
(AB)‏ کہ 

. 4 كل عمود فى 48 تركيب لأعمدة‎ (Y) 

. y AB =0 إذاكان 74-0رفان‎ (Y) 

Bylaw aS SAB کل سطر من‎ (£) 

معرفتنا لهذه الكمية الكبيرة من المعلومات حول الفضاءات الجزئية المرتبطة مع 
AB‏ نعرف Laf‏ حدوداً لأعداد أبعاد ثلاثة منها : 


نتيجة GAE‏ رتبة وصفرية 48 العلاقات : 
dim A (AB) < dim. (B).‏ (ظه)م ع رهم + (A)‏ > رقم , 
ليس هناك محاولة لبرهان كون الفضاء الصفري ABJ‏ أوسع من الفضاء الصفري 
ل4 الذي هو غير مؤكد. فى الحقيقة. يكن ل 4 و8 أن تكونا من النوع 2×3 و 3X2‏ 
وعناصرهما أصفار . إن ذلك يجعل R‏ أصغر فضاء صفري ABJ‏ في حين أن ۸ 


أكبرفضاءصفرى ل ۸ . أخيراً » لنذكر أنه إذا تكونت مصفوفة جزئية © بحذف بعض 


YAA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أسطر A‏ (أولاشیء) وبعض أعمدتها (أولاشيء) فليس من الصعب تخمين حدود 
rite‏ 
T‏ ض إذا فرضنا A‏ مصفوفة من النوع 0 * 20 رتبتها ” » فان : 

)١(‏ رتبة كل مصفوفة جزئية لها تصغر أو تساوي7. 

(Y)‏ توجد على الأقل » مصفوفة جزئية واحدة من النوع ١×‏ رتبتها تساوي7. 


البرهان : سنرد 4إلى ٤‏ على مرحلتين: الأولى تبقى عدد الأعمدة ثابتاً ونحذف 
الأسطر التي لانريدها فى © . فضاء أسطر هذه المصفوفة الوسيطة B‏ محتوى» كما 
سبق » فى فضاء أسطر A‏ لذا -(4) rank )8(- rank‏ في المرحلة الثانية» ترد 8 إلى 
© بحذف الأعمدة غير المرغوبة . لذاء فإن فضاء أعمدة © محتوى فى فضاء أعمدة 8 
وإن rr rank B rrankC‏ وهذا يحقق )١(‏ 

لبرهان الجزء CY)‏ نفرض أن 8 كونت من + سطراً مستقلة من أسطر A‏ . لذاء 
فان عدد أبعاد فضاء أسطر 8 يساوي tr‏ أي أن Oly rank (B)=r‏ على عدد أبعاد فضاء 
أعمدة 8 أن يكون مساوياء أيضاً. لنفرض بعد ذلك أن 2 مكونة من ld goer‏ من 
اعمدة 8 المستقلة» فيكوة علد أبعاد clad‏ اعدا مساوياً وتر ق crank (C)=1‏ 
وهذا مايتم برهان (Y)‏ : كل مصفوفة رتبتها r‏ تحوي مصفوفة جزئية غير شاذة من النوع 
r Xr‏ . 


مثال لننظر مرة أخرى في المصفوفة ذات النوع 3×4 


| 3 2 
2 6 5 
4 4 ( 


cull 3) seet 
cel! d بالمصفوفة الحزئية‎ A = 








كل مصفوفة جزئية من A‏ من النوع 3×3 شاذة Lal‏ © فليست كذلك . 
هذه النظرية لاتستحق المغالاة في الاهتمام . إنها تشبه» ظاهرياً» نظرية مهمة 


FAN التعامد‎ 


هى تلك النظرية التى تلى الشكل .)٤-۳(‏ لقد برهنا هناك أن كل مصفوفة PEA‏ 
تحويلاً قابلاً للعكس › من فضاء أسطرها الذي suc‏ أبعاده r‏ إلى فضاء أعمدتها الذى 
ote‏ أبعاده : olia ee. Lal‏ الفضاءان وهذا التحويل معلومات كاملة عن A‏ 
يكن اعادة تجميع المصفوفة الكلية عند معرفة هذا التحويل . القضية هنا هي ايجاد 
مصفوفة جزئية قابلة للعكس © هناك أمور خاصة تتعلق بتلك المصفوفة التى اخترناها . 
هذا الأمر تمكن ويوجد فى هذا المثال العديد من المصفوفات الحزئية القابلة للعكس 
ومن الرتبة”. الشيء الوحيد الذي حصلنا عليه هوتعريف مكافىء جديد للرتية . إنها 
رتبة أوسع مصفوفة جزئية غير شاذة . 


المربعات الأصغرية المحملة 

لنفرض أننا عدنا قليلاً إلى الحالة الأكثر سهولة من مسألة المربعات الأصغرية 
OX olen! as‏ وه تقدير O39‏ ريض + استنادا إلى علا x= by x= by oar‏ الم 
يكن هذان القياسان متساويين» فاننا نواجه نظاماً غير متسق بمعادلتين فى مجهولين : 


5 ]ل 
ظ 8 f‏ 
حتى الآن» كنا ننظر إلى هاتين الملاحظتين بدرجة واحدة من الثقة ونبحث عن القيمة 
د التي تجعل (by) Hb)”‏ = £ أصغرياً : 


b, + م6‎ PE iz 
2 ax 


القيمة المفضلة دهي هنا متوسط القياسين» وتأتي النتيجة ذاتها من 
المعادلة م7 4 - + ATA‏ بالفعل» 474 مصفوفة من النوع 1×1 وتأخذ المعادلة الصورة 
.=b +b, x 2‏ 

كملاحظة اضافية» انتبه إلى مسقط على المستقيم الحامل للمتجه a=‏ | | . 
هذا المسقط هو axp=‏ » حيث salb/alax‏ هذه النسبة هي » أيضاًء الوسط 


X = 


= 0 








mon‏ اخبر الخطي وتطبيقاته 
),40 ,6( . ذلك هو الجواب الطبيعي» باستثناء التحول التالى المهم من الناحية 
عوبر 

لنفرض أن ا ملاحظتين لاتتمتعان بالدرجة ذاتها من الثقة . يمكن . مثلاً» الحصول 
على القيمة by‏ = × بواسطة مقياس دقته el‏ أو في مسألة إحصائية من عينة أوسع = 
من دقة القيمة الثانية x = b,‏ . مع ذلك. إذا حوت الملاحظة الثانية معلومات مهمة 
AY‏ الأولى» فاننا لانستطيع أن نثق كلياً فى 0= ×. إن أبسط تسوية لذلك هو أن 
نربط هاتين الملاحظتين بحملين مختلفين Ol yw,‏ نختار × الذي يجعل مجموع المربعات 
المحملة أصغرياً : 

p Ww (x by) + we (x Bs. 

إذا كان cw) >w‏ فان الأهمية العظمى مرتبطة بالملاحظة الأولى وإن طريقة البحث 

عن القيمة الأصغرية تحاول ما أمكن جعل (0b)?‏ صغيراً. يمكننا أن نحسب بسهولة : 


Awi (x -b,) + w3 (x -b2)|,‏ _ عله 
dx‏ 


وبجعل هذا المقدار مساوياً الصفر نحصل على الحل ي × : 





CV) 


غوضا عن متوسط 9b,‏ رط الذى abisi‏ عندما کان 1 = رس = ew,‏ فان x,‏ هو 
المعدل المحمل للمعطيات . إنه أقرب إلى ,د منه إلى ,5 . 
من السهل ايجاد مسألة المربعات الأصغرية العادية التي تؤدي إلى ,, × . إنها 
تصدر عن تغيبر Arab‏ بالنظام الجديد Ware Wo‏ ذلك الحل من × إلى ,,, × في 
مثالنا : 


يظهر فى المعادلة النظامية للمسألة الجديدة» WA‏ عوضاً عن 4 و Wh‏ عوضاً عن 


التعامد : 


ط. ولايوجد خلاف ذلك أي جديد» وتظهر المصفوفة ۷۷ في كل من طرفي المعادلة 
النظامية المحملة : 

ينتج حل ال مربعات الأصغرية للمعادلة WAx = Wh‏ من : 

(A'W'WA)Xy =A'W' Wb. 

ماذا يحدث للشكل الهندسى حيث أسقط xA deb‏ ؟ يجب أن يتغير ذلك 
Lal‏ الق آنا Wl Lab dbs go‏ فة ا كز قربا عوط لک لكلمة PS‏ 
قربا" cee‏ جذيدعندما pots‏ الطول الحمل W‏ . لقد blas‏ بطول محمل ل #معادلا 
لطول Wr‏ المعتاد . لم يعد التعامد يعني أن 0= ty’‏ في النظام الجديد؛ يصبح المعيار 
هو 0= (Wy) Wr)‏ وتظهر المصفوفة WW‏ في الوسط . في المعنى الجديد» المسقط 
Ax,‏ والخطاً b - Ax,‏ متعامدان أيضاً . 

يصف هذا البند الأخير جميع ا جداءات الداخلية التي تنتج عن مصفوفة قابلة 
للعكس ۷ .إنها تشمل التركيب المتناظر c=w w‏ فقط ؛ الجداء الداخلى xt‏ في ر 
هو 6 ر لاحظ أنه بالسبة لمضفوفة قائمة ۵ = Sem ٥W‏ گیب 7= 0'0 =0 : لن 
يكون الجداء الداخلي جديداً أو مختلفاً . ليس لمضفوفة أحمال قائمة أي تأثيرء OY‏ 
ذوران الفضاء يترك الجداء الداخلى ثابتاً . أي مصقوفة أخرى 1# تغير الطول والجداء 
الداخلي . لكل مصفوفة قابلة للعكس eW‏ تعرف القاعدة التالية جداء داخلياً وطولا 
i geiir‏ 


(v) (x, Vv )y = Wy) (Wx) , || x lw د‎ | 


لا كانت 17 ALE‏ للعكس فإنه لايمكن أن يخصص الطول الصفرى SY‏ متجه 
(سوى المتجه الصفري) . يكن إيجاد أي جداء داخلى باعتباره تركيباً bee‏ فى × و y‏ 
وکو نه موجباً عندما يكون Dry‏ » من مصفوفة معينة ۷ . 

عملياً» السؤال المهم هو اختيار W‏ (أو©) . SL‏ أفضل جواب من الإحصائيين» 
وأصلاً من غاوس . يمكننا أن نعرف أن معدل الخطأ صفر . تلك هي "القيمة المتوقعة 


vY‏ ا خير الخطى وتطسقاته 


للخطأ في eh yb‏ أنه من غير المتوقع أن يكون الخطأ صفراً  !‏ يمكننا » أيضاً » أن نعرف 
معدل مربع الخطأ الذي هو التباين. إذا كانت الأخطاء في القياسات b;‏ مستقلة فيما 
بينها وكان تباينها OF‏ فإن الأحمال الصحيحة هي ,1/06- ,. الشيء الإضافي الذي 
نعلمه عن القياسات هوأنها تنعكس فى تباين صغير» والأمر الجدي أنها محملة . 

بالاضافة إلى اختلاف الثقة» يمكن للملاحظات أن لاتكون مستقلة . إذا ما 
دالت الأخطاء_التصويت للرئيس قير فسعقل عن العضويت مجلس الراب 
وحتماً» غير مستقل عن التصويت لنائب الرئيس - فان 17 تحوي pole‏ غير قطرية . 
[ail‏ مصفوفة غير متحيزة CEW W‏ هى معكوس مصفوفة التغاير ‏ عنصرها زهو 
القيمة المتوقعة clad‏ الخطأ فى .م الخطأ فى .م . يحوي قطرها الرئيسى الاين o;‏ 
gil‏ غومعدل اطا فی" | | 


مثال : نفرض أنه قد خمن كل من لاعبي البريدج (بعد المزايدة) العدد الكلى للبستونى 
واستمرا في اللعبة» يكن لاحتمالات الأخطاء 1 ,1,0- المتعلقة بكل تخمين أن تكون 
متساوية ويساوي كل منها ‏ لذا فإن توقع الخطأ صفر وإن التباين يساوي 2 : 


Ele = 1 (-1) + ل‎ (0) + — (1)=0 


pe0 +}‏ 
2 ے yé‏ 1 نمع | AS ~1 ei‏ 
ta (U) t3 (1) 5-5‏ (1-) م Ele‏ 
التخمينان مترابطان لأنهما يقومان على المزايدة نفسها - إلا أنهما غير متساويين» لأنهما 
ينظران إلى قبضتين مختلفتين. أي يحتمل أن يكون كل منهما الأعلى أو كل منهما 
الأدنى وهوا الصفر إلا أن احتمال نقيض الخطأ يساوي + إذنء (1-) }= E e٤2)‏ 
وإن معكوس مصفوفة التغاير هو المصفوفة : 


2 | 

3 1 2 l T 
Pr | [2 |e 
3 5 








ندخل Mote‏ لمصفوفة فى وسط المعاد لات النظامية deel!‏ 


م 


ارين 


نفرض أن 5 و 7 فضاءان جز ئیان من RY‏ حيث ade‏ أبعاد 5 هو 7 وعدد 
أبعاد aT‏ 8 . 

ES ماهو أكبر عدد أبعاد تمكن ل 7م‎ (Í) 

(ب) ماهو أصغر عدد أبعاد مکن ATS‏ 5 ؟ 

)>( ماهو أصغر عدد أبعاد تمكن ل5+7 ؟ 

)3( ماهو أكبر عدد أبعاد ممكن ل5+7؟ 

ماهو تقاطع أزواح الفضاءات الجزئية التالية ؟ 

R? في‎ yoz مع المستوي‎ x-y المستوي‎ (I) 

(ب) المستقيم الحامل ل (1,1,1) والمستوى الحاوي ل (1,0,0) و (0,1,1). 
(ج) المتجه الصفري والفضاء R? ASKI‏ 

)>( المستوى العمودى على )1,1,0( والمستوى العمودي على )0,1,1( 
mJ‏ 

ماهي مجاميع هذه الأزواج من الفضاءات الجزئية ؟ 

في فضاء المصفوفات من النوع 4×4 » نفرض أن ۷ الفضاء الجزئي 
للمصفوفات الثلاثية الأقطار و W‏ الفضاء الجزئى للمصفوفات المثلثية 
العليا. صف الفضاء الجزئي ۷+۷ الدي عناصره مصفوفات هيستنبرغ 
«Hessenburg‏ والفضاء الجزئي AW‏ ۷ . حقق القانون (3) . 

إذاكان ۷م ل حاوياً bas‏ المتجه الصفري فإن(”) تصبح 
dim (V+W) = dim 17 +dim W‏ . تحقق من ذلك» إذا كان ۷فضاء أسطر 4و 
W‏ قضاءها الصفري و 4 من النوع ۸×« والرتبة ‏ . ماهي أبعاد هذه 
الفضاءات ؟ 


Ai 


ivf? 


(i= 


١1-8 
۳-1-۳ 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


hel‏ مثالا من R?‏ بحيث لايحوى 017 ۷سوى صفر المتجهات و 
/اغير متعامد مع W‏ ! 
إذا كان }0{ = 0۷ ۷ V+ 17 op‏ يدعى المجموع المباشر ل۷ و #اويمثل 
بصورة خاصة»ء بالرمز 17© ۷ . إذا كان امولداً بالمتجهين (1,1,1) و 
(1,0,1)» اختر فضاء جزئياً /الابحيث يكون ۷ص ۷ ۸° =. 
فسر لماذا يمكن كتابة أي متجه × من المجموع المباشر V EW‏ بصورة 
واحدة » فقط من الشكل tw‏ ۷= × (حيث ١‏ من ۷ و س من CW‏ 
جد أساساً للمجموع ۷+۷ حيث ۷ هوالفضا المولد 
بالمتجهين )1,0,1,0( = v3‏ )1,1,0,0( =« و۷ المومد بالمتجهين- س 
(0,1,0,1),w = (0,0,1,1)‏ . جد Lal‏ عدد أبعا د الفضاء AW‏ “1 وأساساً 
له . 
بين بمثال» أنه ليس من الضروري أن يحوي الفضاء الصفرى ABI‏ الفضاء 
الصفري AJ‏ وأنه ليس من الضروري أن يكون فضاء أعمدة 48 محتوى 
فى فضاء أعمدة 8 . 
أوجد أوسع مصغوفة جزئية قابلة للعكس وعين رتبتها لكل من : 


نمرض أن A‏ من النوع xn‏ و 8 من النوع 0 on‏ حيث 77 n<‏ برهن 
أن عداعهما SLE AB‏ 

برهن استنادا إلى (۳)» أن رتبة 4B)‏ ۴)۸4 رتبة (4) + رة (B)‏ 

إذا كانت 4 مربعة وقابلة للعكس » برهن أن ل48فضاء 8 الصفرى نفسه. 

Liat SI طق‎ toby | CUS Aa Sy (وقضاء الأسطر نفسة‎ 


o sl 


۱٥--۴۳ 


A 


yyer 


چ 


RA 


eg 


التعامد 1.0 
على جداء ۸ب 48. 
حلل 4 إلى جداء مصفوفة L‏ من النوع m Xr‏ فى مصعوفة U‏ من 
النوع VIR‏ . 


100 ظ 
|10 ماح ETH Sis,‏ 
00 0| ظ 


اضرب كل عمود من L‏ بالسطر المقابل من U‏ ثم اجمع لتحصل على 
U elabi‏ £ = 4 كمجموع ۲ مصفوفة من الرتبة واحد. انشىء .1و U‏ 
والمصفوفتين ذواتي الرتبة واحد اللتين مجموعهما : 








برهن أن تقاطع BW‏ فضاءات جزئية من RË‏ بعدد أبعاد قدره(7) لن 
يكون النقطة )0( . إرشاد : إلى أي مدى يكون صغر تقاطع الفضاءين 
الآولين be‏ ؟ 
a> 51‏ التحليل A=LDL'‏ تم عاملى شولسکی في NUD Y‏ صن 
للمصفوفة : 


12 4 
45 12 
حقق القضبة كل متجه ر من nW‏ “اياتى من متجه BFE t A>] ox‏ 


من NiD)‏ وذلك Wave yy‏ كيف چک انطلاقاً yoy‏ + العوردة إلى 
المعادلة(٥)‏ وإيجاد ×. 

ماذا يحصل للمعدل المحمل (: 
سعى الحمل الأول « إلى الصفر ؟ القياس ١,‏ غير موثوق أبداً. 
انطلاقاً من m‏ من القياسات المستقلة bjb,‏ لمعدل thas‏ محملة 
بالاحمال ,«.....,«» ماهو المعدل المحمل الذي يقع محل (5)؟ إنه أفضل 
تقدن عنتتها os‏ العابء الأحصاي 2م18١ a‏ 


| 





~~ a 7 P 
ادا‎ X yw = wy 2| + wba) / Wi + W 


Tk. 


۴ 


iN li 


w+ 


Yig 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


ee Ll RL TEE 
للمتجهين‎ W أوجد الحداء الداخلي وفق‎ eW - |7 © | إذا كانت‎ 


9x =(2,3)‏ )1,1(= 2 وطول: وفق W‏ , ماهو المستقيم المتعامد وفق W‏ مع 


Cy 


أوجد حل المربعات الأصغرية المحملة ¥ لم دعم : 


0 O0 
10. 
0 0 1 




















New الحداء الداخلى وفق‎ 2) bayat عقون‎ x من أن المسقط‎ it 
۰ b-A x , على الخطأ‎ 

أفرض أنك خمنت عمر أستاذلك مرتك ne WL‏ 5 
5 بالاحتمالات = س 
الصفر وأوجد التباين (Ô)‏ ع . 
(ب) إذا خمن الاستاذ أيضاً (أو حاول التذكر ) مر تكبا الاخطاء 1,0,1- 
بالاحتمالات - , 2 ماهما الحملان ,س و ب“ اللذان يعطيان للثقة 
بتقديراتك وتقديرات الاستاذ؟ 


aik,‏ لحلا mb ai‏ بسار 


نفرض أننا أخذنا معأ سطراًو 4 عموداً تحوي جميع العناصر غير 
الصفرية من مصفوفة A‏ برهن أن الرتبة لاتزيد على rg‏ ما أضخم 
كتلة مربعة من الاصفار يمكن أن تقع في قرنة مصفوفة من النوع 9 ×9 
ليمكنك أن تؤكد كون المصفوفة شاذة ؟ 


A-Y 


q-y 


YV التعامد‎ 


. 4 وأوجد متجهين مستقلين متعامدين مع‎ a = )2,-2,1( طول‎ te sh, 
أوجد جمیہ المتجهات المتعامدة مع )1,3,1( و )2,7,2( اجعل منها مصعوفة‎ 


موحل النظام Ax=0‏ . 

ماهى زاوية المتجهين )1,2,2( = b‏ ,(2,1-,2) = ۾ $ 

ماهي p‏ مسقط )1,2,2( b=‏ على (2,1-,2) a=‏ ؟ 

أوجد جيب تمام زاوية المتجهين (4,3) و (3,4) . 

أين يقع مسقط (1.1,1) = heb‏ المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0) و (1.0,0)؟ 
هل صحيح أن النظام 6 = »4 يكون قابلاً للحل إذا وإذا فقطء كان م 
متعامداً مع كل من الفضاءات الجزئية الاساسية الأربعة ؟ 

ماهو المستقيم الأكثر ملاءمة للمعطيات التالية : 0 - 5عند 7-0و 0= م 
عند 151و b=12‏ غيل 3= ؟ 

انشىء مصفوفة الإإسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين (0,1,3) و 
TEEN‏ 

ماهى الدالة الثابتة الأكثر قرباً من ٠ yaa‏ وفق مفهوم المربعات 
الأصغرية» على الفترة 1۲×۲0 ؟ 

إذا كانت 0 قائمة» فهل يتحقق الامر ذاته من أجل 0 ؟ 

أوجد جميع المصفوفات القائمة من النوع 3 × 3 التي كل عنصر فيها 
يساوي الصفر أو الواحد. 

أي مضاعف ل a)‏ يجب طرحه من ره ليكون الناتح متعامداً مع ,ه؟ارسم 


a 


AT 


۱۹-۳ 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


فرق المصقوقة الغالية ORS) pall‏ . لظ أن العمود الأول مت جهو 


cos sind 
sin 0 0 








إذا كان كل pare‏ من مصفوفة قائمة يساوي 1/4 أو 1/4-فماهى ضخامة 

هذه المصفوفة ؟ 

افرض أن المتجهات ,4..... g‏ متعامدة نظامية و إذا كان ,نو +.....+ و ۲ط 

. والمتجهات و‎ b بدلالة‎ c قانوناً يعطى المعامل الأول‎ hel 

بأى OLAS‏ تصف المعادلة ATA‏ × 478 - والمتجه 4 - م × =pb‏ والمصفوفة 

A’‏ رمم ردم ؟ 

إذا كان المتجهان المتعامدان النظاميان )= و 0 T‏ 
2 , --( عمودي 0 « فما هما الضف فان وتو "وو؟ 

برهن أن a"‏ #مصفوفة إسقاط (على مستوى (daqi‏ 

إذا كان يدون اساسا تعامدا نظ افيا ل R"‏ رهق أن" 


د" | در 


ر ا 
3 


)ع ¬4 


Ek F as 
. =h, OT 


pd 


خطأ pl‏ صواب : إذا كان المتجهان y‏ متعامدين وكانت ۲ مصفوفة 
إسقاط فان Pypx‏ متعامدان Lal‏ 

حاول إيجاد مستقيم =C+D1‏ امار من النقطتين 2= 1, 6= طو2= b=0,1‏ 
وبرهن أن المعادلة النظامية تتعطل في هذه الحالة. ارسم جميع 
المستقيمات المفضلة 6 مصغرأ مجموع مربعى الخطأين . 

ماهى أقرب نقطة فى المستوي 0 -: - ر + ندمن (2,1,0) - $b‏ 

أوجد أساساً قائماً للفضاء ‏ ۸ منطلقاً من المتجه (1-,1.1). 








يفحص جهاز اة × hl (CT scanners ( LAL|‏ يض من انجهات 
ويقدم مصفوفة تعطي BUS‏ العظم والنسيج في كل نقطة . رياضياً تهدف 


foy 


yi 


Y-Y 


بر 


yia 


yy 


Fer التعامذ‎ 


هذه المسألة إلى استخلاص مصفوفة من مساقطها . هل يمكنك فى ا حالة 
2 استخلاص المصفوفة A‏ إذا cole‏ المجموع على كل سطر وكل 
spat‏ 

هل يمكنك أن تستخلص مصفوفة من النوع 3 × 3 إذا عرفت مجاميع 
أسطرها ومجاميع أعمدتها بالإضافة إلى مجموع قطرها الرئيسي 
والأقطار الأخرى الأربعة الموازية ؟ 

أوجد أساساً متعامداً نظاميا للمستوى 0 -2 + y‏ - + وأوجد المصفوفة P‏ 
التى تسقط على هذا المستوي . ماهو الفضاء الصفري لم ؟ 

نفرض ]1- 1 3 ] = 4 واالفضاء الصفرى AJ‏ 

وج اساسا ل وای el‏ 

(ب) اكتب أساساً متعامداً نظامياً ل۷ وأوجد P,‏ المصفوفة التي تسقط 
مشجهات 3 عل VT‏ 

(ج) أوجد المصفوفة ,م التى تسقط متجهات R?‏ على ۷ . 

استخدم طريقة غرام شميدت وأنشىء متجهين ۾ » ره متعامدين نظاميين 
انطلاقاً من )4,5,2,2( = a,‏ و )1,2,0,0( -az=‏ عبر عن ,4 و ړه كت ركيبين في 
,وو Sig,‏ المصفوفة المثلثية ۸ بالصورة 0۴ = 4 . 

: برهن أن‎ 4 Bay gY 

(۱) إذا کان = ×۸ و 0= ۸ر فان 0= ط'ر؛ 

. b=0 إذا كان 0= هم و ط = ر 4 فان‎ (Y) 

ماهى النظرية التى تقوم بهذا البرهان من أجل الفضاءات الحزئية 
الأساسيية؟ 

هل توجد مصفوفة يحوى قضاء أسطرها )1,1,0( ويحوى فضاؤها 


الصفرى )0,1,1( ؟ 


pry 


yy 


ER 


عن ودع 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


البعد بين نقطة الأصل والمستوي = ×" في فضاء ذي m‏ بعداً يساوي 

| »| / | ء| ماهو بعد المستوي 8= ×-×-ر×+ ,دعن نقطة الأصل؟ وماهو 
أقرب نقطة منها ؟ 

برهن في متوازي أضلاع تقع رؤوسه في س + 0,0,0 » أن مجموع 
مربعات أطوال أضلاعه الأربعة يساوي مجموع مربعي طولي قطريه . 
Am I (1)‏ اساسا Llane‏ نظاس] لفقياء أعيناة + 


حل 

1 
ص زرا “Sub‏ 
oo nN‏ ت كن 


(ب) اكتب 4 بالصورة OR‏ حيث أعمدة © متعامدة نظامية و ۸ مثلثية 
(ج) أوجد حل المربعات الأصغرية =b pla‏ ×4 إذا كان (3,7,1,0,4-) - م 
أوجد التقاطع م V‏ والمجموع V+ W‏ إذا كان : 

v CI)‏ هو الفضاء الصفري للمصفوفة 4 و W‏ فضاء أسطرها. 

(ب)۷ المصفوفات المتناظرة من النوع 33 و ۷ المصفوفات المثلثية 
العليا من هذا النوع . 

إذا كانت | 7 w=!‏ مصفوفة أحمال فماهو الجداء الداخلى وفق W‏ 
للمتجهين (1,0) و (0,1) € 

لحل نظام مستطيل » نعوض AT‏ (غير الموجودة) بالمصفوفة 4 (۸'۸) 
(وهى موجودة إذا كان ل A‏ أعمدة مستقلة) . برهن أن هذه المصفوفة 
معكوس يساري ل 4 ولكنها ليست معكوساً يمينياً. بالضرب من اليسار 
في 4, تنتج مصفوفة الوحدة؛ بالضرب من اليمين » تعطى مصفوفة 
إسقاط م. 


ا 


a-f 


Pir 


oy 


51١ التعامد‎ 


أوجد المستقيم ٥+ Dr‏ الذي هو أفضل ملائم للقياسات 0,1,2,5= في 
الأزمنة ۲=0,1,3,4. 

أوجد المنحنى /22+© y=‏ الذي يعطى ملاءمة مربعات أصغرية 
للقباسات: 

Sy =6‏ 4-0» 4= رفى r=‏ 7-0 في 2 -:. اكتب المعادلات الثلاث 
التي يكن حلها إذا مر المنحني من النقاط الثلاث وأوجد أفضل © و2. 
إذا كانت أعمدة 4 متعامدة فيما بينهاء ماذا Ke‏ أن تقول حول شكل 
4 وإذا كانت الأعمدة متعامدة نظامية فماذا يمكنك أن تقول عندئذ 
¢ | 
تحت أي شرط على أعمدة 4 (التى يمكن أن تكون مستطيلة) تكون ۸۸ 
قابلة Sal)‏ ؟ 


2 g) 


المحخددات 


١-8‏ مهبد 
من الصعب معرفة ماذا علينا أن نقول عن المحددات . قبل سبعين سنة مضت كان لها 
أهمية واهتمام أكثر من المصفوفات التي نتجت عنها. لقد شغل تاريخ المحددات ل 
Muir‏ | بع مجلدات . تابعت الرياضيات» رغم ذلك» تغير هذا الاتجاه» فالمحددات 
تقع » حالياً » في موقع بعيد عن مركز الجبر الخطي . رغم ذلك» فإنه يمكن لعدد واحد. 
هو قيمة المحددة» أن يعطيك معلومات ليست قليلة عن المصفوفة . ولايزال مايقدر 

هذا العذد على عمله أمرا مذهشاً . 

اليك إحدى وجهات النظر : توفر المحددة «قانوناً» صريحاً مختصراً ومحددا 
بصورة محكمة لأشياء رياضية مثل At‏ لايتغير هذا القانون سواء أردنا حساب "4 أو 
8 رغم أن المحددة ذاتها قد وجدت نتيجة لطريقة الحذف. في الحقيقة» يمكن 
اعتبار طريقة الحذف انجع طريقة للتعويض بعناصر مصفوفة معينة 4 في هذا القانون . 
الأمر المهم هنا هو كون القانون العام يبين كيف تتعلق هذه الكمية التى تريدها بعناصر 
المصفوفة التى عددها ٠”‏ كما يوضح كيف تتحول هذه الكمية عندما تتحول تلك 
n E‏ 

: أن ندم » فيما يلى. قاكمة بالاستعمالات الأساسة للمتحددات‎ keke 

)١(‏ تعطي معياراً لقابلية العكس . إذا كانت محددة مصفوفة #مساوية الصفر 


ETF 


Yg‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


فان 4 شاذة وإذا كانت #0 4۸ فان 4 قابلة للعكس . إن أهم تطبيق للمحددة هو 
طائفة المصفوفات 37 - 4: و إن ذلك سبي اعتبار هذا LL OUI‏ أساسياً فى هذا الكتاب . 
لقد طرح الوسيط A‏ من كل pare‏ من عناصر القطر الرئيسى وستكون المسألة هي 
إيجاد فيم ( (القيم الذاتية) التى fat‏ المصفوفة 1- 4 شاذة . المعيار هنا هو معرفة ما 
إذا كانت محددة هذه المصفوفة صفراً. سنرى أن det(A -AD‏ كثيرة حدود من الدرجة 
في ۸ . لذاء فإن لها ”جذراً بتعداد المضاعف منها؛ أي أن للمصفوفة « من القيم 
الداسة. ينتج ذلك عن قانون المحددة وليس عن حسابها . 


(43 )+439, 433) 







ase psn a ظ ظ‎ (49+ 449, 433) 
ا‎ les IF ata (ik ی‎ 


X 

شكل .)١-4(‏ متوازي السطوح المكون من أسطر ۸. 
(Y)‏ تساوی محددة 4 حجم متوازي سطوح P‏ في فضاء دي eT‏ شرط أن تنتح 
أضلاع معن أسطر 4(شكل "0١-5‏ . عملياً» غالبا مايكون P‏ عنصر حجم لامتناه 
في الصغرء يظهر في تكامل مضاعف . أبسط هذه العناصر حجم مكعب صغير = 4۷ 


27 كما فى adv‏ ,)م | || . لنفرض › من أجل تبسيط هذا التكامل» أننا 


O)‏ يمكن لهذه الأضلاع أن تنتج عن أعمدة A‏ فنحصل على متوازي سطوح مختلف ولكنه من الحجم 


ذاته. 


قررنا تبديل المتغيرات إلى المتغيرات الاسطوانية 02+ » حيث . x=rcos@,y=rsinO,z=z‏ 
كما نذكر» من أجل حالة المتغير الواحد» حيث يدد التفاضل ×ه ليصبح ~(dx/du) du‏ 
عندما نضع » مكان في التكامل الأحادي- كذلك يتمدد العنصر الحجمي = 4۷ 
2 في فضاء الأبعاد EWI‏ لكي يصبح 44042 7 » حيث ا محددة اليعقوبية ذات 
أبعاد SW‏ مشابهة لمعامل التمدد dx/ du‏ : 
بل 6 2/2 r‏ 
J=|ð/ðr 3/06 alr‏ 
ddr 0/0 © kk‏ 
قيمة هذه المحددة هي + - J‏ يساوي العنصر الحجمي في الا حدائيات الاسطوانية 
العنصر الحجمي ٠474042‏ . هذا العنصر هو حجم متوازي السطوح الصغير . 
(يظهر Lever‏ إذا LI gl‏ رسمة ولكن م المقبول Le!‏ أضلاغه مستقيمة عتدما تكون 
لامتناهية في الصغر) . 

)1( تعطي المحددة قانوناً للمحاور . نظرياً» يمكننا أن نستخدم المحددة للتنبؤ 


cos Û - sin @ 0 
sin @ rcos@ 0). 
() 0 l 











عن وجود محور صفري وما إذا كان من الضروري إجراء مبادلة سطرية . والأمر PSV‏ 
أهمية الذي ينتج عن قانون ا محددة هو : ( جداء المحاور) ± = 068 ؛ هذا يعني » مهما 
كان ترتيب ا حذف » أن جداء ا محاور يبقى نفسه » دون النظر في الإشارة . قبل سنين 
عديدة» كان يقود ذلك إلى الاعتقاد بأنه ليس هناك جدوى من التهرب من محور 
صغير جداً باجراء مبادلة سطرية OY‏ هذا المحور سيلاحقنا . إلا أن مايحدث عادة في 
التطبيق» إذا لم نتتحاش محوراً صغيراً بصورة غير عادية » فانه سينتج عن ذلك مباشرة 
محور آخر غير gale‏ في الكبر ؛ إن ذلك يبقي الجداء ثابتاً ولكنه يحبط JH‏ العددي . 

)£( تقيس المحددة ارتباط 475 بكل عنصر من 5. إذا استبدل وسيط في اختبار 
أو إذا صلح رصد» فان 'معامل التأثير' في 40 = × هو نسبة محددتين . 

هناك مسألة أخرى تتعلق بالمحددة . ليس من الصعب تحديد أهميتها ووضعها 
الخاص في نظرية الجبر الخطي» فقط» بل من الصعب» Leal‏ تحديد تعريفها. من 


ey"‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


الواضح أن 4:4 لن تكون دالة شديدة البساطة فى on?‏ المتغيرات؛ خلافاً لذلك» 
سيكون من السهل dee‏ اكتشاف كون 47 متمتعة بذلك . يتطلب القانون الصريح الوارد 
في )۳-٤(‏ إلى شرح كثير» كما أن علاقته بالمعكوس بعيدة عن أن تكون واضحة . 

ليست الأشياء البسيطة ا متعلقة بالمحددة هي القوانين الصريحة التي تعبر عنها : 
بل تلك ا خواص التي تتمتع بها . ذلك مايفرض علينا المكان الملائم للبدء . يكن تعريف 
المحددة (وسيكون ذلك) بخواصها الثلاث الاساسية. المسألة هي إذاً؛ معرفة كيف 
يمكن حساب قيمة محددة باستخدام هذه الخواص بصورة نظامية . يعيدنا ذلك إلى 
الحذف الغاوسي وإلى إيجاد المحاور . المسألة النظرية الأكثر صعوبة هي أن نبين أنه 
مهما كان الترتيب الذي تستخدم به هذه الخواص» فإن النتيجة تبقى ذاتها-هذه الخواص 

يقدم البند التالي خواص المحددة ونتائجها الأكثر أهمية. ثم يعطى البند (5- 
(Y‏ عدداً من قوانين المحددة أحدها قانون صريح ذو ! Maen‏ وآخر قانون 'استقرائی' 
والثالث هو ذلك القانون الذي يشمل المحاور (التى بها تحسب عادة محددة مصفوفة 
كبيرة). في البند 5-5 » تستخدم المحددة لإيجاد "4 ومن ثم لإيجاد الحل ط4 = ×+ 
أخيراً نقدم قاعدة كرامر Cramer‏ . في النهاية» نبرهن بملاحظة اختيارية تتعلق 
بالتباديل» أن هذه الخواص منسجمة فيما بينها أي أنه ليس هناك أي التباس في 
التعريف 


٤‏ - ۲ خواص المحددة 

سيكون ذلك قائمة طويلة ولكن لحسن الحظ » هذه الخواص سهلة الفهم وسهلة 
التوضيح بمثال من النوع 22 . لذاء فإننا سنحقق أن التعريف المعتاد للمحددة ذات 
النوع 2 < 2 ١‏ 


TAN 





يمتلك كل خاصة فى هذه القائمة . (هناك رمزان مقبولان لمحددة مصفوفة ۸4 هما ا 4| 
أو dera‏ ) سنبين أيضاً أنه يمكن استنتاج الخاصة الرابعة وما بعدهاء من الخواص 
السابقة . أي أن كل خاصة للمحددة تنتج عن الخواص الثلاث الأول“ . 

)1( ال محددة دالة خطية فى عناصر السطر الأول . هذا يعني أنه إذا كانت المصفوفات 
56 متطابقة من السطر الثاني وما بعده نزولا وكان السطر الأول من 4 تركيباً خطياً 
للسطرين الأولين من B,C‏ فإن القاعدة تقول : 1۸ء4 هى التركيب الخطى ذاته في det‏ 
det B 4 C‏ 

التركيب الخطي يحوي عمليات ‏ ضرب بعدد بالاضافة إلى جمع متجهات . 

لذاء يمكن تيزئة هذه القاعدة إلى جزءين : 











at+a’ b+b' E a b + a b| 
C d le d c d 
ta tb la b 
c d| “le dl 











نريد أن نؤكد أن الجزء الأول لايمثل العلاقة الخاطئة © (B + C) = det 8 + det‏ 461 . 
لاييكنك جمع كل الأسطر : يكن لسطر واحد فقط أن يتغير . يعطي الطرفان معا 
gh‏ ات „ad + a*d - be - b'c‏ 

بصورة مشابهة الجزء الثاني لايمثل العلاقة الخاطئة „det (1A )=tdetA‏ 
للمصفوفة 4: العامل :في كل سطر (وأخيراً كل واحد منها يضرب المحددة ب /) . 
يشبه ذلك حجم صندوق عندما نضرب کل حرف فيه بالعدد CE)‏ في ۸ بعداًء نخ ت 


)١‏ نؤكد أن القواعد التالية تطبق على المصفوفات المربعة من كل حجم وبصورة Dole‏ القاعدة الأولى 
التى هى حيلة بارعة ولكنها دقيقة. 


YYA‏ 51 الخطي وتطبيقاته 


الحجم والمحددة ب "4. إذا ضرت حرف واحد بالعدد (5) فان الحجم والمحددة يضربان 
P É‏ هذه هى القاعدة الأولى . 


القاعدة التالية تبن أنه Y‏ » جد شىء خاص بالسطر الأول. 
(۲) تغير المحددة إشارتها عندما نيادل بين سطرين منها : 


4 5 


8 
cdl 








ca web iad s- 


ينتج عن ذلك أن المحددة تتعلق خطيا بكل سطر منفرداً . إذا ضرب السطر ۲ بالعدد 
o E‏ فانه يمكننا مبادلته مع السطر الأول (مبدلين إشارة المحددة)» ثم نخرج العامل ٤‏ 
إلى الخارج (القاعدة )١‏ ثم نبادل بين السطرين مرة ثانية (مبدلين الإشارة إلى التى 
انطلقنا منها) . لذاء يكن تطبيق القاعدة الأولى على كل سطر . | 
للقاعدة (Y)‏ أهمية ذاتية ؛ إنها تؤدي إلى محددة مصفوفة المبادلة . بمتسلسلة 
من المبادلات السطرية» يمكننا أن نعيد مصفوفة المبادلة إلى مصفوفة الوحدة . تحول كل 
Jal.‏ سطرية إشارة المحددة لذاء Lb‏ نحتاج إلى محددة مصفوفة الوحدة. إنها 
Aol a)! boul‏ 
(Y)‏ محددة مصفوفة الوحدة تساوى الواحد : 


1 0 
=1 و‎ HE 








تترك القاعدتان الأولى والثانية سلم القياس غير محدد؛ القاعدة ٠‏ تحدد ذلك . يوجد 
«فضاء ذو بعد واحد» للمحددات الممكنة . تختار هذه القاعدة واحدة منها بتنظيم 
det l= 1‏ . 

لقد توضحت OV‏ دعائم المحددة ولكن هذا الأمر ليس واضحاً بصورة كاملة . 
لذا نستخدم بالتدريج هذه القواعد لإيجاد محددة مصفوفة . 


المحخددات ۳14 


. det A - 0 متساويين فان‎ A إذا كان سطران من‎ CE) 


a b 
a b 





|= ab- ba =0. 


| 
| 


ينتج هذا عن القاعدة (27)» لأنه إذا Wal‏ بين السطريين المتساويين» فإنه من المفروض 
أن تغير المحددة إشارتها . ولكن عليهاء Lal‏ أن تبقى كما هي لأن المصفوفة لم تتغير . 
من المعلوم أن الصفر هو العدد الوحيد الذي يمكن أن يكون له إشارتان مختلفتان» لذا 
؛ لابد أن يكون 0= 4ء4 . (تصبح هذه المحاكمة خاطتة إذا كان 1-= 1 كما هو الحال في 
الجبر البولياني . لذا فان )٤(‏ يجب أن تأخذ مكان (Y)‏ كواحدة من الخواص الاساسية C‏ 
)0( العملية الأولية التي تقوم بطرح مضاعف سطر من سط رآخر لاتغير شيئاً في قيمة 
المحلدة . 








male ay oct 0 r ia e 2 ;‏ د 5 5 
فى هذه CAA‏ تظهر القاعدة الأولى حداً إضافياً |4 Can't c‏ لكن القاعدة )2( تؤكد 


أن هذا الحد الإضافى يساوى الصفر . ليس لخطوات الحذف المعتادة أي تأثير على 
المحددة . 
(0) إذا حوت A‏ سطراً صفرياً فإن 0= det A‏ 





0 O 


x A =0. 








أحد البراهين هو اضافة أحد الأسطر الأخرى إلى السطر الصفري» الأمر الذي لايغير 
قيمة المحددة وفق 6(O)‏ وما أن المحددة ستحوى › Ais‏ »> سطرين متطابقین Ov e‏ 


; (2) وفق‎ de14 =0 
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nif ii 


بصورة خاصة » إدا كان كل عنصر من هذا القطر يساوى الواحد فإن | = def A‏ . 


. تساوي الجداء 4 لعناصر القطر الرئيسى‎ det A فان‎ ailis A إذا كاش‎ (Vv) 


a Û 
c d 








= ad. 


البرهان : لنفرض أن عناصر القطر ليست جميعها أصفاراًء لذاء فإن العمليات الأولية 
ستحذف جميع العناصر غير القطرية دون أن يتغير شيء في قيمة المحددة (وفق 0( 
إذا كانت 4 مثلثية دنيا فإن الخطوات» كما هو المعتادء تبداً من المحور الأول . أما إذا 
كانت مثلثية عليا فإن العمود الأخير هو الذي يفرغ Vol‏ مستخدمين ,» الواقع في 
القرنة الدنيا. بكل من هاتين الطريقتين» نصل إلى المصفوفة القطرية . 


ayy 
D = 








Ann 
a, خارج المحددة ثم‎ a, نخرج‎ | )١( لإيجاد المحددة» نطبق بصبر القاعدة‎ 


Ann -‏ عد وج det D =a; än ... Qn detl =á‏ 
بالمقابل ٠‏ إذا كان عنصر في القطر صفراً فان ا حذف ينتج سطراً من الأصفار . استناداً 
إلى القاعدة )0( e‏ خطوات الحذف لاتغير المحددة؛ واستناداً إلى CV)‏ يؤدى السطر 
الصفري إلى محددة صفرية . وبذلك تكون (۷) قد برهنت . 

عندما تكون مصفوفة مثلثية شاذة (بسبب صفر على قطرها الرئيسي) فإن 
محددتها تساوي الصفر . القاعدة التالية تبين أن هذه المحددة هى محددة كل مصفوفة 
شاذة . 
(A)‏ إذا كانت 4 شاذة فان 0= 06:4 وإذا كانت 4 قابلة للعكس فإن 06140 . 


YY \ المحددات‎ 


١ ‘ |‏ | شادةإدا 4 ادا فقط كان 0 دعم - له 


إذا كانت 4 شاذة فان العمليات الأولية تؤدى إلى مصفوفة 1 تحوي سطراً صفرياً. 
ينتج عن (0) و (I)‏ أن 46:4-0. لنفرض العكس» أن 4 غير شاذة» إن العمليات 
الأولية والمبادلات بين الأسطر تؤدي إلى مصفوفة U‏ لايحوي قطرها الرئيسي أصفاراً . 
هذه العناصر هى المحاور , 4....., d‏ ونتيجة للقاعدة (۷( 44 : ,4 det A= + det U = d‏ 
..... حصلا هنا على أول قانون للمحددة . تتعلق إشارة الزائد أو الناقص e‏ استناداً 
إلى (۲) » بكون عدد المبادلات السطرية bey)‏ أم فرديا . 

الخاصة التالية أكثرها مفاجأة 

(9) لكل مصفوفتين من النوع nxn‏ تساوي محددة جدائهما جداء محددتيهما : 


. det (AB) = (det A) (det B) 


| ae + bg aj + bh 
cotdg cj+dh 


é f 
g A| 




















: 1/det A أنها‎ Jed! لهذه القاعدة تعطى محددة‎ dole JE 


detA `! = — لذا‎ (deA \(detA `) = detAA! = det/ = [ 


et 
تكون قاعدة الضرب كما يلي‎ 2x2 فى الحالة‎ 
(ad - bc) (eh - fg) = (ae + bg) (cf+ dh) - (af + bh) (ce + de). 

فى الحالة nxn‏ سنقدم لهذه القاعدة التي هي ole Gow ٠‏ القواعد التى قدمناها حتى 
الآن وضوحاًء lay‏ مختلفين نفرض فى كل منهما أن ۸ و #غير شاذتين؛ إذا لم 
يكن ذلك فإن 48 شاذة ومن السهل» فى هذه الحالة» التحقق من المعادلة ‏ 06141 
det A . 8‏ = وذلك استناداً إلى (A)‏ حيث تصبح 0 -0 . 

(أ) لننظر في النسبة 448/0618 = d(A)‏ ولنبرهن أنها تتمتع بالخواص 
)١(‏ إلى ("). Le‏ أن هذه الخواص تعرف المحددةفإن على d(A)‏ أن تكون 


E‏ ابن mai‏ وتطبيقاته 


مساوية detA‏ كمثال» نفرض أن 4 مصفوفة الوحدة» فيكون بالتأكيد d‏ 
det B/det B = ١‏ = (7)؛ لذاء تكون القاعدة (Y)‏ محققة بو اسطة (4)4 . إذا بادلنا بين 
سطرين من 4فان ذلك يتحقق أيضاً من أجل السطرين نفسهما من 48 وتتغير بذلك 
إشارة d‏ كما تتطلب القاعدة (Y)‏ . وإن وجود تركيب خطي في السطر الأول من A‏ 
يؤدي إلى وجود التركيب الخطي ذاته في السطر الأول من 48.. لذا Gat Ofc‏ القاعدة 
)١(‏ على محددة AB‏ مقسومة على العدد الثابت 4:8 يؤدى إلى تحقق القاعدة )١(‏ 
على النسبة .d(A)‏ لذا فان d (A)‏ تتطابق مع المحددة ويكون46:4 det AB /det B=‏ . هذا 
هو قانون الحداء . 

(ب) البرهان الثاني أقل روعة من الأول . ينطلق بفرض 4 مصفوفة قطرية 2 . 
فينتج عن القاعدة )١(‏ أن e der 28 = det D det B‏ وذلك باخراج كل عنصر ,4 من 
القطر خارج سطره. من أجل مصفوفة عامة 4 » نرجعها إلى D‏ بوساطة سلسلة من 
خطوات حذف غاوس-جوردان-ننتقل Vil‏ من U SICA)‏ بوساطة متتالية الخطوات 
المعتادة» ثم من D SU‏ باستخدام كل مجور ليحدث أصفاراً فوقه . المحددة لاتتغير 
بكل ذلك إلا بانقلاب الإشارة نتيجة كل مبادلة بين سطرين . ترد الخنطوات ذاتها AB‏ 
إلى «DB‏ ويحصل التأثير ذاته على المحددة . لقد تأكد لنا سابقاً أن القاعدة )4( صحيحة 
من أجل 28 . 

det A'= det A منقول 4 محددة 4ذاتها‎ )١١( 


a b 


ad C 
cec d 


b d 











نعزل هناء أيضاً e‏ الحالة الشاذة؛ إذا كانت 4 شاذة فان 7 كذلك ونحصل على 0 -0 
. إذا كانت 4 غير شاذة فاننا نقر بصحة التحليل PA = LDU‏ وتطبق القاعدة السابقة 
)4( على محددة الحداء : 


(\) det P detA = detL detD detU. 


لنجري النقل على PA = LDU‏ فنجد UDI‏ -4777 ولنطبق القاعدة )9( مرة ثانية ٠‏ 
detA ' detP' = det" detD" detL" |‏ 
إن الأمر هنا أسهل ما يبدو لكون LULU‏ مصفوفات مثلثية عناصرها القطرية تساوي 
الواحد. استناداً إلى القاعدة e (Y)‏ محددة كل واحدة من هذه المصفوفات تساوي 
الواحد وكذلك تساوي كل مصفوفة قطرية منقولهاء :2 -<2. لذاء يبقى لديناء 
فقط c‏ مصفوفات المبادلة. 

من المؤكد أن محددة P‏ تساوى إما )١(‏ أو )١-(‏ لأنها نتجت عن مصفوفة 
الواحدة نمتتالية من مبادلات الأسطر . ولنلاحظ أيضاً أن PPI‏ (عند ضرب ۲ و 
oP‏ يتعامل العدد (Y)‏ من العمود الأول من مع العمود الأول من e PT‏ دون أن يؤثر 
فى أي واحد موجود في الأعمدة الأخرى . ) أي أن edet P det ۲" = det1=1‏ وهذا 
يعني أن ل ۲ و P‏ المحددة ذاتهاء ذلك US OY‏ منها تساوى )١-(‏ أو كلا منها تساوي 
.C\+)‏ 

نستنتج من ذلك أن الجداءين )1( و (Y)‏ متطابقان وأن det A = det A‏ . إن هذه 
الحقيقة تضاعف قائمة الخواص» لأنه يكن تطبيق أي قاعدة تتعلق بالأسطر على 
الأعمدة : تغير المحددة إشارتها عندما نبادل بين عمودين فيها » كون عمودين متساويين 
(أو عمود صفري) ينتح محددة صفرية › والمحددة تتعلق IK Lbs‏ عمود متفرداً . 
يقوم برهان ذلك على نقل المصفوفة والعمل على الأسطر . 

نرى أنه جاء الوقت الذى علينا أن نتوقف فيه وأن نعلن أن القائمة قد اكتملت . 
بقى علينا » فقط » أن نجد قانوناً محدداً للمحددة وأن نضع هذا القانون في الاستعمال . 


ارين 
۱-۲-٤‏ ماهى 1e (2A)‏ بدلالة 14ء وعلاقة sdet(A*)‏ 46:4 عندما تكون 4 من 


Cn Xn النوع‎ 


1 الخطي وتطبيقاته 


برهن بتنفيذ كل خطوة في ال مثال 2 × 2- أن مبادلة بين السطرين زو ci‏ 
يمكن اجراؤها باضافة السطر :إلى السطر 7 » ثم طرح السطر الجديد j‏ 
من السطر 4+ ثم إضافة السطر الجديد Mi‏ السطر oj‏ وأخيراً » ضرب 
السطر اب 1-. ماهي القواعد التي يمكن استخدامها لاستنتاج القاعدة 
)(؟ 

بتطبيق العمليات السطرية لتكوين مصفوفة مثلثية عليا CU‏ احسب : 


i 2 -2 0 2 -1 0 0 
5 5 @ | anit £4 o 
ta p aj i آ4 2 لع‎ 
0 2 5 3 o 2 فلك‎ 5 





بادل بين السطر T‏ والسطر > في المصفوفة الثانية واحسب من جديد 
المحاور والمحددة. 

ملاحظة كثير من القراء على ple‏ سابق بقانون المحددة old‏ النوع 33 
الذي يحوي ستة حدود . ail)‏ المعادلة (۲) في البند الثانى) ثلاثة حدود 
تتابع القطر الرئيسي وثلاثة تسير بالاتجاه المعاكس مع إشارة نقص . من 
الطبيعي أن نتقع اعدة مشابهة من أجل المحددة ذات النوع (4X4‏ ومن 
المحقق وجود ذلك ولكنها تحوى 24 -!4 حدآ(ليس ثمانية 
ited ls‏ بعك متأكداً أن إشارة النقص تلازم القطر المعاكس كما 
تبين ذلك التمارين التالية . 

قشر لادا : 


=+] 45 det 


ه هتح هس 
ا = 
ه مرو ه 
o-oo‏ 


د 


ماهو عدد المبادلات السطرية التى تجعل (سطر en‏ سطر e Ol‏ يع 
سطر )١‏ بالترتيب النظامى (سطر on =| pits 8 ٠1‏ سطر Sn‏ متي 


يكون 1 det P=‏ ومتى يكون «det P=-!‏ لصهوفة مبادلة من النوع xn‏ 


n=4 حيث عناصر القطر الثانوي وحدان؟ فى التمرين السابق‎ wn 


= 


أو جد محل ده sls‏ 


: جداء المصفوفتين حيث الرتبة تساوى الواحد‎ (Í) 








. | 
|2 كه 4|]8 اعم 
2 
(WO)‏ المضقوفة المثلقية العلا : 
8 8 4 4 
1212521 
م - مم- 5 
.0002 


)>( المصفوفة المثلثية الدنيا UT‏ 
(ه) المصفوفة 'المثلثية المعكوسة' التي تنتح عن مبادلات سطرية› 


We =‏ 
بج هج fe‏ 
حت نم ذم من 
نم OA‏ نم من 


بين كيف تنتج القاعدة )1( der=0)‏ إذا حوت سطراً صفرياً) مباشرة من 
القاعدتين AY) 6 CN)‏ 


05 


jast 


== 





4 - ع‎ b-md a b 

c-la d-lb | إلى‎ 4 A 
أو بحساب مباشر‎ )١( أوجد محددة المصفوفة الجديدة بالقاعدة‎ 
. (وتبسيط)‎ 


إذا كانت © مصفوفة قائمة» أي أن Q= I‏ برهن أن 46:0 تساوى 
+ أو 1-. ماهو نوع متوازي السطوح الذي يكن تكوينه بأسطر (أو 
أعمدة) CO‏ 

استخدم عمليات yee‏ لتبرهن أن محددة فاندورموند - Vandermonde‏ 
ذات النوع 3 gh‏ : 

a’‏ | ظ 
b? | =b -ajc -ac - b).‏ 
2 


Y 


= 








الحالة 4 × 4 موجودة فى تمارين المراجعة . 
gaë (1)‏ المصفوفة التناظرية التخالفية # - - ۸ كما فى : 








اذا يكون فى DEI‏ 3 »ا 3» det (-K) = )-1('4e K‏ $ من ناحية ASE‏ 
det K' = det K‏ (دائماً) . استنت أن -det K = det K‏ وأنه يجب أن تكون 
هذه المحددة صفراً. 

(ب) اكتب مصفوفة متناظرة تخالفية من النوع 4 × 4 بحيث لاتكون det‏ 


Yyy المحددات‎ 


: صح أم خطأ مع تبرير الصحيح وتقديم مثال معاكس في حالة الخطأ‎ ٠۲-۲-٤ 
(أ) إذا كانت 4 و 8 متطابقتين إلا من أجل القرنة اليسرى العليا» حيث‎ 
. det 8 =2 det A OL -رطء‎ 2 © 
. (ب) تساوي المحددة جداء المحاور‎ 
. (ج) إذا كانت 4 قابلة للعكس و 8 شاذة فإن 4+8 قابلة للعكس‎ 
. (د) إذا كانت 4 قابلة للعكس و 8 شاذة فإن 48 شاذة‎ 
. 4۲۸ =0 إذا كان مجموع عناصر كل سطر يساوي الصفر» برهن أن‎ 0115-7-8 
„det(A -1( =0 إذا كان مجموع عناصر كل سطر يساوي الواحد» برهن أن‎ 
. det A =] أن ذلك لايقتضي أن يكون‎ JLE بين»‎ 
: أوجد قيمتي المحددتين من النوع 44 بطريقة الحذف الغاوسي‎ ٠٤-۲-٤ 


ii 2 3 2 tier في‎ 
21 JF 24 ات‎ tl z حم‎ 
eti 31 32 33 34| ٠ ot oe 1 al 
41 42 43 44 Pr Ff 1 


: أوجد محددات المصفوفات التالية‎ ٠١-۲-٤ 





من أجل أي قيم للوسيط 2 تكون المصفوفة 4-37 شاذة f‏ 
٠١-۲-٤‏ احسب محددة 4 بإرجاع المصفوفة إلى شكل مثلثي (القاعدتان ه و۷) 














|! 1 3 f 2 | 1 3 
A=|046)|, B= 0 4 6 C =| 0 4 6 
1158 0 0 1 159 
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als‏ محددات © B,C, AB, A'A,‏ ؟ 

٠۷-۲-٠‏ نفرض أن cp=-pe‏ أوجد الخطأ فيما يلي : بأخذ محددتي الطرفين 
(det © (det D) = - (det D) (det C) 44‏ لذاء إما أن تكون CD‏ 
ذات محددة تساوى الصفر. KE CD=- DC‏ 6 فقطء إذا كان © أو م 
ple‏ 


-é‏ قوانين المحددة 
القانون الأول ورد سابقاً : 
إذا كانت 4 غير شاذة فان A= P'LDU‏ وإن 

detA=detP’ det L det D det U 

(جداء المخاور) + = )\( 

الإشارة 1+ هما محددتا P‏ (أو (P‏ وهما تتعلقان بكون عدد المبادلات السطرية 
زوجياً ol‏ فردياً. العامل المثلثي يحقق det D= d,d,‏ و det 1= det U=1‏ 
في الحالة 2 × 2. يكون التحليل القياسي هو : 


|i || 0 IF b/a 
|e 1 |0 (ad - be)jia | 1 


a b 
c 2 











جداء المحاور هو ad- be‏ إذا كانت الخطوة الأولى مبادلة سطرء فإن 


de lal 1 Q IE 0 | dre 
ولك‎ a b | E a/c | | 0 (cb -dadic | 0 | | 





. -detA balaa المحاور‎ s| J= ae eet ويكون»‎ 


مثال لقد كان لمصفوفة الفرق المحدود» الواردة في الفقرة 7-١‏ » التفريق A‏ 
LDU‏ = , 


المحددات ۳۲۹ 





2 ~l] 2 
-| 2 =l 3/2 
-| 2 lJ 3/4 
=f | l 
-1 2 | (n + lyn 
: محددتها هی جداء محاورها‎ 
det A =2 n+l 


E) | =+ li 
P23 

إن ذلك هو طريق حساب المحددات باستثناء مصفوفات خاصة جداً . يعطي النظام 
الوارد فى الملحق det A cC‏ من المحاور . فى iiid]‏ المحاور هى نتيجة تكثيف 
لعلومات أساسية وزعت على pole‏ المصفوفة . من وجهة نظر نظرية» مهما يكن 
«VI‏ فان ats‏ المعلومات فى المجاور محدورا :لبسو من الممكن اكتشياف تانير 
تغيير أحد العناصر على المحددة . لذلك نعتزم الآن إيجاد تركيب صريح لمحددة بدلالة 


عناصرها. 


من أجل in=2‏ قد Ly‏ أن القانون ad - cb‏ صححيح . من أجل 3= on‏ القانون 
المقابل معروف أيضاً بصورة حيدة 1 











n 


55 اا‎ | dlja 13 
(Y) + رمق 6 + 633 2422 رق‎ 631 1 41342) 232 
cis) cla a3 = ae =e : : 
- ترك ~ 493042 ررقن‎ 42) 433 ~ Gy د‎ A22 G3). 
| 3 (13> £33 | 


هدفنا استنتاج هذه القوانين مباشرة من الخواص ۳-١‏ الواردة في البند السابق . إذا 
مكنت من معالحة الحالتين 3= 2.۸ = ۸١‏ بطريقة منتظمة بشكل كاف» فانه يمكنك النظر 
في جميع المصفوفات . ۰ 

للانطلاق بذلك» ES‏ تجزئة كل سطر من 4 إلى متجهات وفق الاتجاهات 
الاحداثية المختلفة : 


vy.‏ اجر call‏ یداد 


la b| =la 0| + [0 b 1 le 4[ =|c 0[ + [0 dl. 


ثم نطبق الخاصة الخطية على كل سطر بمفرده . Ya‏ على السطر الأول ثم على السطر 


الثاني : 














(Y) 


0 A 
م‎ Û 0 d| 





a | 
O0 d| 





ae 
c Û 





من أجل مصفوفة من النوع en xn‏ سيوزع كل سطر إلى أجزاء عددها on‏ وفق 
OLE YI‏ الاحداثية . لذا سيكون لدينا بالنشر ۴ من الحدود : في BHA‏ لحسن 
الحظ » كثير منها (مثل الحد الأول والحد الأخير فى المثال الوارد أعلاه) سيكون بصورة 
آلية مساوياً إلى الصفر . ذلك OY‏ سيكون سطران» في أحد الاتجاهات الاحداثية 
أحدهما مضاعف للآخر» وأن : 








يوجد هنا عمود من الأصفارء لذا » تكون المحددة صفراً . من أجل ذلك» نوجه انتباهنا 
إلى الأسطر التي تتجه في اتجاهات مختلفة ؛ قد تأتى ا حدود غير الصفرية فى مختلف 
الأعمدة. لنفرض أن في السطر الأول عنصر غير صفري واقع في العمود ca‏ 
وفي السطر الثاني عنصراً غير صفري واقع في العمود B‏ وأخيراً » في السطر الأخير 
ذي الرقم on‏ عنصراً غير صفري واقع في العمود v‏ أرقام الأعمدة 8.....۷.» جميعها 
مختلفة فيما بينها؛ ليست هي سوى ترتيب جديد أو تبديل للأعداد «.....1.2 . من 
أجل الحالة 33 يوجد ستة حدود من هذا النوع : 








dıı äp درة‎ ay ai? 413 
42 | d22 423 | = 122 + 3423 | + | 42] 
d3] 3432 3 113 a3) 432 
($) aj | aj? 013 
+ 423) | | 2 + 422 
ظ‎ a4) 013 43| 


نعيد ونقول + يجب أن يكون للنشر 3-27 حداً؛ جميعها سوى 63!=6 أضفار: 
نسیب تكرار غعمود. بصورة عامة يبقى p) Noon!‏ جد n‏ اختياراً من أجل العمود 
الأول 0 ويبقى ۸-1 اختياراً من أجل العمود 3 وأخيراً يبقى اختيارواخد للعمود 
الأخير ١‏ نستخدم chawl gia pas‏ فقطء في كل مرة عندما نمر على جميع الأسطر) . 
بقول آخرء يوجد !۸ طريقاً لتبديل الأعداد «.....1.2. (ننظر فى متتالية أرقام الأعمدة 
لنجد التبديل ا مرافق .) تنتج الحدود الست في )4( من الأعمدة التالية : 
(at, B, v) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (1, 3, 2), (2, 1, 3), 3, 2, LD).‏ 
هذه هي جميع eo E‏ )1,2,3( التى عددها ¢3!=6 المتبادلة الأولى هي متبادلة 
المطابقة . 

لقن أرجت الآ محددة SA‏ ست محدودات مخعلفة وبسيطة جدا. إذا 
أخر جنا العناصر ,۾ خارح رمز المحددة» lam sd‏ مقابل كل واحدة من هذه المتبادلات 
awd‏ 


| 


1 
1 | 
l | 


detA =a); d22 3 + جك‎ 423 43; + j3 4) 2 




















l 
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(0) 
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+ dji d23 dy + 02 do) 3 + 6138422 G3) 
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alaks الخبر الخطي‎ yyy 


كل حد هو جداء 3= ۸ عناصر من ca,‏ حيث كل سطر وکل عمود تمثل بواحد منها . 
بقول آخر يوجد حد يقابل كل طريق يقطع المصفوفة ماراً بكل عمود مرة واحدة. إذا 
استخدمنا الأعمدة بالترتيب (۷,....») فان هذا الحد هو جداء العناصر ,4...0 تبمحددة 
مصفوفة التبديل ,م . محددة المصفوفة كاملة تساوي مجموع هذه ا حدود وهو القانون 
الصريح التالي : 


(4) det A= ١ (gas = Gay) delP a 
6 


من أجل مصفوفة من النوع ۴ × on‏ يضم هذا المجموع جميع المتساد لات o = (q,...,v)‏ 
للأغداد (1,....n)‏ -6 التي يساوي عددها on!‏ تعطي المتبادلة أرقام الأعمدة التي مر 
عليها عندما نهبط على أسطر المصفوفة وتحدد أيضاً مصغوفة المبادلة P,‏ : حيث تظهر 
الوحدان في ,۶ في المواضع التي كانت فيها الحروف » في المصفوفة الأصلي A‏ 

بقى علينا » فقط » إيجاد محددة UP,‏ كانت المبادلات السطرية تحول , إلى 
مصفوفة الوحدة؛ وكل مبادلة تقلب إشارة المحددة» لذا »فان P,‏ تساوى 1+ أو 1- . 
تتعلق الإشارة بكون عدد ال مبادلات زوجياً أم فردياً . 


3 
3 


„det مبادلة واحدة (بين السطرين الثانى والثالث)» لذا »فإن 1- ,م‎ Pry ree 
السطر الأول مع الثاني متبوعة‎ isles) أما الثانية فتحتاج إلى مبادلتين لتعود إلى المطابقة‎ 
بمبادلة الثاني مع الثالث) . لذاء فإن 1 -:(1-) = ,۶ . هاتان إشارتان من الإشارات الست‎ 
OY) التي تظهر في‎ 

المعادلة )1( عبارة صريحة للمحددة ويمكئنا سهولة تحقيق الحالة 2 × 2 حيث 
لخادل ت التي عددها 2 = ! 2 هي (2,1) - 6 و (1,2) -5. لذاء يكون : 


)»,8,۷( = )1,3,2( حيث متتالية الأعمدة‎ P= 





درم حيث متتالية الأعمدة (3,1,2) O=‏ 





rrr المحددات‎ 


1 0 
0 |] 


لايمكن لأحد أن ينكر أن القانون الصريح (7) سهل بصورة متميزة ومع ذلك› 
فإنه من الممكن رؤية لماذا يتمتع بالخواص ۳-١‏ . إن الخاصة ” التي تقول إن 11=1ء4» 
هي“ lab‏ أكثر الخواص T‏ جداءات العناصر .© تساوي Legs‏ الضفر ياستقتاء 
الجداء المتعلق بمتتالية الأعمدة الخاصة (:.....1,2) »٠=‏ التى هى التبديل المطابق وهو 
الذي يعطي 1 det I=‏ يمكن التحقق من الخاصة الثانية في البند التالي» لآن أكثر اهتمامنا 
cla‏ منصب على الخاضة الأولى : تتعلق المحددة بصورة خنطية بالسطر الأول 
...6 . لرؤية هذه التبعية » ننظر فى حدود القانون (6) التي نحوى a,‏ تظهر هذه 
الحدود عندما ارت ب ی ی cos!‏ تاركين بقية pele‏ التبديل 
(B,‏ = أت لبقية أرقام الأعمدة aot . (2 wot)‏ كل هذه الحدود» بعضها إلى JAN‏ 
٩4, _‏ حيث معامل ,© هو : 


(y) Ay =) (a0 اين هاده‎ GEE EP ع‎ 


det A =d G43 det + dn 1 det = üj dy - 411] 1 (ac- be أو‎ ). 














1 0 


بصورة مشابهة a,‏ مضروب بتركيب مثله بالرمز ,4. إذا جمعنا جميع الحدود التي 
تنطلق من sa,‏ فان القانون )6( يصبح : 
(A) det A say Ay FapiA p +... FAA ja -‏ 
يظهر هنا بوضوح > أن det A‏ تتعلق بصو رة خطية بعناصر السطر الأول e‏ 
مال في حالة المصفوفة 3 × 3» تعطي طريقة التجميع هذه : 
ay, ).‏ مجك - (Ad) åz‏ جره + ( d34‏ رحة - )9443( جره + (d 033 - d23 A12)‏ رن = ماعل )4( 


حيث كتبت العوامل المرافقة AAA,‏ ضمن ثلاثة أزواج من الأقواس . 


نريد الآن أن نقدم قانوناً آخر للمحددة . إذا كان ذلك يعني الانطلاق مرة أخرى 


YY‏ ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


من لاشيء فإن الأمر سيكون كبيراً. لكن هذا القانون قد اكتشف سابقاً وهو القانون 
(8)» النقطة الوحيدة التى بقيت علينا هى تعين العامل ا مرافق A,‏ 

من المعلوم أن العدد ,4 يتعلق بالأسطر #,....2؛ السطر الأول قد خصص للعامل 
a,‏ كما أن ,ه قد خصص للعمود زر لذاء فإن على عامله المرافق OIA,‏ يتعلق بصورة 
كاملة بالأعمدة الأخرى . لايمكن استعمال سطر أو عمود مرتين في الحد ذاته وهذا 
مافعلناه عند توزيع المحددة إلى المجموع التالى : 


























Qj; @ 2 443 ail 412 00 
ويه 2022© ريت‎ |= an 23 | + | ©2[ Aiz | <2 |8421 422 
dı] 032 ay 4349 433 a3] a33 a3 az 


من أجل محددة من المرتبة en‏ يعطي هذا التوزيع ۸ محددة من حجم أصغر (تدعى 
الصغيرات) وهي من المرتبة 1-”. يمكنك أن تلاحظ المصفوفات الجزئية من النوع 
2 التي تظهر فى الطرف الأيمن . تنشأ المصفوفة M,‏ عن المصفوفة الأصلية» من 
حذف السطر الأول والعمود ز. كل حد فى الطرف الأيمن هو جداء a,‏ بمحددة ,114- 
مضرويا بإحدق الإشارتيق زائد أو ناقص الموافقة. #ثارى هاتان Lorne OLS LEY‏ 
نسير على طول السطر . يأخذ العامل المرافق الصورة التالية : 
Ag= (-1)" det M‏ 
نجد. مثلاء أن العامل المرافق الثانى ..4هو ,4,0 aa,-‏ » الذي هو ,4:14 مضروبة ب(1-). 
يمكن اجراء هذه الطريقة ذاتها على كل مصفوفة مربعة من أي حجم . وبنظرة فاحصة 
للمعادلة (7) » يتأكد لدينا أن A,‏ هي محددة المصفوفة ,4 الواقعة فى الزاوية اليمنى 
والدنيا من المصفوفة الأصلية A‏ 

هناك نشر مشابه من أجل أي سطر آخر. مثل السطر ci‏ يكن برهانه بالمبادلة 
ببق السظر #والسظ الأول : 
4 ب المحددة تركيب للسطر : مع fol gall‏ المرافقة لعناصر السطر : 


(Ye) det A=a,A,+a,A,+...+a,A, 


tj 


o المحددات‎ 


العامل المرافق A‏ هو محددة المصفوفة M,‏ مزودة بالإشارة الموافقة : 
)1١١( A, =(-1)"'det M,.‏ 

تتكون M,‏ بحذف السطر : والعمود زمن A‏ 

تعبر هذه القوانين عن detA‏ بتركيب فى محددات من on-l ASM‏ لذا 
ييكننا تعريف المحددة بالاستقراء في «. من أجل مصفوفة من النوع 1 × 1ء 
نقبل أن , »= 4614 » ثم نطبق القانون (10) على التتالي لتعريف محددة المصفوفة ذات 
النوع 22 والمصفوفة 3< 3 وهكذا حتى النهاية. لقد فضلنا تعريف المحددة 
بخواصهاء تلك الخواص التي يكن تفسيرها بسهولة كبيرة ومن ثم استخلاص القانون 
الصريح CV)‏ والقانون الاستقرائى )10( من هذه الخواص . 

أخيرأء توجد نتيجة أخرى لكون detA"‏ = 14ء4. تجيز لنا هذه الخاصة النشر 
j a er‏ 

Y det A =a pA j + aj A»; +... +ajAn - 

البرهان» ببساطة» هو نشر der AT‏ حسب العوامل المرافقة لعناصر سطرها GIN]‏ هو 
العمود زفي ۸. 
مثال لننظر في مصفوفة الفروق ذات النوع 4x4‏ : 


2 «1 0 8 

ial Gel @ 
اكه‎ 9 1 © 1 
0 OA 2 


الأصفار . هناء السطر الأول يعطي حدين فقط . يأتي العامل المرافق ل a,‏ من حذف 
السطر )١1(‏ والعمرة :)1١(‏ الام ر الذى يترك مصفوفة a‏ من النوع 3 ومن الشكل ذاته : 








شف er‏ اخطي و انان 


من أجل Cl‏ العمود CY)‏ هو الذى يجب حذفه. ونحتاج إلى 








= fa -1 0 ) 
(-1)'** det 2: -l | =de] ا‎ 
0 -1 2 5 5 








لاحظ العامل المرافق الذي يجب أخذه ذ فى المرحلة الأخيرة ! فى هذه المرة »الاختيار 
المفضل هو العمود(١).‏ فى lip‏ سذ5 امن افو 2 من الصورة ذاتها؛ إنها 
العامل المرافق للعنصر الأصلى 1-=,». بالجملة» أعطى السطر )١(‏ : 
. دشاعل - ); detA 4 = 2(detA‏ 

إذا طبقت هذه الفكرة ذاتها على مصفوفة من النوع 5< 5 أو hOX6‏ ۸× ومن 

الشكل als‏ (محددات فروق)» نجد : 
detA,, = 2(detA,.,) - detA p-> .‏ )1۳( 
LSI Le‏ تجرف أن 2 = det A, = 3 det A,‏ فان هذا القانون التراجعى يعطينا محددات 
المصفوفات المتزايدة في الحجم . فى كل مرحلة تكون محددة المصفوفة A,‏ مساوية n+l‏ 
لأنها تحقق العلاقة )13( : 
n+l=2(n)-(n- 1).‏ 


الحواب ]+ متفق مع جداء المحاور وفق منطلقنا لهذا البند . 
مارين 


| ane ااا‎ ١-5 


oOo — © 


a 
I| 
a = 0O © 
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الحدود غير الصفرية » فقط »التى تظهر في القانون (5)- الطريقة 
الوحيدة هي اختيار أربعة عناصر من - أسطر مختلفة و اغا معدا وخدم 


وعدم 


4م 


Yyy lated 


اختيار أي صفر . بعد تعيين الفردي والزوجى من المتبادلات الموافقة. 
احسب „detA‏ 

استخرج منشور محددة المصفوفة السابقة فى عوامل مرافقة وفق سطرها 
الأول وارجع 4 إلى محددة من النوع 3×3 . قم بالعمل ذاته بالنسبة 
لهذه المحددة (انتبه للإشارة “(1-)) وأعمل » أيضاً » الشىء ذاته من أجل 
المحددة الناتجة ذات النوع 22 . احسب أخيراً det A‏ . 

صح أو خطأ : 

)\( محددة S'AS‏ تساوى محددة A‏ 

(Y)‏ إذا كانت 44-0 فإن واحداًء على الأقل. من العوامل المرافقة 
يساوي الصفر . 

. -1 لمصفوفة عناصرها أصفار ووحدان محددة تساوى 1 إو0 أو‎ (Y) 
والمحاور والمحددة لمصفوفة من النوع 4×4» كل‎ LU أوجد التحليل‎ (1) 
. ز. (اكتب هذه المصفوفة)‎ gi عنصر , © فيها يساوى أصغر العددين‎ 

(ب) أوجد المحددة إذا كان a,‏ يساوي أصغر العددين gn,‏ / حيث 

en=6 on=2‏ 8= 10=م. هل Xe‏ إعطاء قانون عام من أجل أي 


3 — 
اعداد ۸ محقق n,‏ > م ۸5ک Cn‏ 


نفرض D Ol‏ مصفوفة ذات أقطار ثلاثة ومن النوع( (nxn‏ » تتكون عناصر 


أقطارها من الأعداد 1-.1,1 : 


YYA 


به 


امم 


pes‏ الخطي وتطسقاته 


بالنشر وفق العوامل المرافقة للسطر »)١(‏ برهن Ol‏ , 2 +,, 2 =, 2.يؤدى 
ذلك إلى متتالية فيبو ناتشى .....1,2,3,5,8,13 المتعلقة بالمحددات . 

أفرض أن , 4 مصفوفة الأقطار الثلاثة حيث يقع العدد 1 في كل مكان 
فى الأقطار الثلاثة : 








لتكن , 2 محددة $A,‏ نريد أن Ladd‏ 


(أ) انشر وفق العوامل المرافقة للسطر الأول من ,4 لكي تبرهن أن 


SD وبال‎ 


]- 
(ب)انطلق من 1 D=‏ و D.=0‏ وأو جد D, D,D,‏ ؛ بتعيين رة الا عدا 


هذه (ماهو الدور ؟ ) أوجد E D.‏ 


كلل 


7 75 77), 5 i 
| ر م ر‎ | : O) احسب العوامل المرافقة للسطر‎ (1) 
ا‎ UO LET 
) 1 @ 4£ 


(ب) تحقق بطرح العمود )١(‏ من الأعمدة الأخرى ثم احسب من جديد . 
فسر لماذا يكون من المؤكد أن المصفوفة ذات النوع 5 ×5 التي تحوي 
مصموفهة جز تیه صغرية a‏ من النوع 3 × 3» هي مصفوفة شاذة (دون النظر 


إلى العناصر cdl‏ عشم التى رمزنا لهات 2) : 


eX 12 22 * 
يم‎ KEK X 
تساوى الصفر‎ 4 =| 0 0 0 x x | 43 geval محددة‎ 
000x x | 
)0 0 0 x x 


و 


| = detA det D 


Vaulting 


a 


e 


المحددات 


۳۳۹ 
بمصفوفات من النوع 4 × 4 » برهن أنه بصورة عامة : 

w Ela الل‎ d JA B 

det CD + detA detD - detB detC لكر‎ det i 











هنا 4,8,6 من النوع 2 × 2. hel‏ مثالا تحقق فيه حالة عدم التساوي . 


أحسب م حل ده المصفوفة 


سواء باستخدام عمليات سطرية لإحداث أصفار أو بالنشر في عوامل 
مرافقة للسطر الأول. أوجد » أيضاً . محددتي المصفوفتين الصغيرتين 
A, A,‏ اللتين من الشكل ذاته من حيث وقوع أصفار على القطر الرئيسي 
ووحدان في بقية المواضع . هل يمكنك أن تتنبأ عن detA,‏ ؟ 

ماهو عدد عمليات الضرب اللازمة لإيجاد محددة من النوع ۸×۸ من 


(أ) القانون الصريح )6( ؟ 

(ب) من قانون العوامل المرافقة )10( ؟ 

(ج) من قانون المحاور (1) ؟ 

فى (ب) اربط العدد المقابل ل ۸ بالعدد المقابل ل 1 tn-‏ في (ج) تذكر 
vanes‏ 

فى مصفوفة من النوع 5 × 5 » اعط إشارة (+) أو )-( توافق الجداء asa,‏ 
aana,‏ بقول آخر هل (5,4,3,2,1) -6 زوجية آم فردية f‏ 


Ye.‏ ال حبر الخطي وتطبيقاته 


تنبيه : تموذج رقعة الضامة للإشارات ± للعوامل المرافقة 4 لايعطى 
إشارة ه ! إنه يعطى إشارة + pole clad‏ القطر الثانوى ,,4ي4,,4 وهو 
خاطىء . عليك أن تقرر هل هذه المتبادلة زوجية el‏ فردية . 


Wereg‏ إذاكانت 4 من النوع omXn‏ 8 من النوع × 7 برهن أن 


O اقم‎ _ / 
det) o | |= 8 





iF rls اف تمر لعف‎ TET 


أعط مثالا فيه « >7 وآخر فيه « < ” . لماذا تكون في المثال الثاني 
Sdet AB = 0‏ 
٠٤-۳-٠١‏ أفرض أن pole‏ المصفوفة 4 ثابتة سوى Gla,‏ يتحول من مه - إلى 
مه + . bel‏ مثالا تكون فيه dera‏ دائماً تساوى الصفر أو لاتساويه 
أبداً . هذا يبرهن ( من قانون العوامل المرافقة(۸))» من ناحية أخرى. 
أن 4-0 يعك من أجل ded‏ واحدة ل „a,‏ 
٤-٤‏ تطبيقات المحددات 
يتابع هذا البند التطبيقات التي قدمت بالتمهيد : العكوس» حل cAx=b‏ 
ا حجم وا محاور . إنها من بين الحسابات الأساسية في الجبر الخطي (أجريت بالحذف) 
OVI‏ سيكون لدينا قوانين للأجوية . 
| - حساب At‏ ينطلق ذلك بالمحددة المحسوبة بالعوامل المرافقة ai‏ للسطر اد OSs‏ 
كل عنصر ضرب بالعامل المرافق 


(\) det A =a} Aj +... +4,A, 


in Ii 


a 


rs \ المحددات‎ 


Qin | A | | A> ig A زم‎ | 


diy an 
Gy, an Gy, ||Ai2 Az تمقف ب‎ 


nl (n2 و‎ Clin A In A 2n Juz A in 


(Y) detA Û a 0 
0 detA ... 0 


Q) () ... deta 


لاحظ أن المصفوفة الثانية- مصفوفة العوامل ا مرافقة ‏ منقولة . علينا أن نضع 
Ayn,‏ في opel‏ الأول ولسن فى الط ر Sg Vl‏ بيك poll pai‏ 
 ....:4,‏ وتعطى عنصر القطر det A‏ یعطی جداء كل سطر آخر بعوامله المرافقة الحو ات 
ذاته» dera‏ على القطر . السؤال المحرج هو BU‏ نضع lie!‏ في كل مكان حارج 
القطر ؟ إذا ركبنا السطر )١(‏ مع العوامل المرافقة المتعلقة بالسطر (۲) لماذا يكون : 
Y3 Gp An SASS ac RG SO‏ 
الجواب هو LL‏ لقد حسبناء e Dad‏ محددة مصفوفة جديدة B‏ مشابهة للمصفوفة 
۸ بالسطر )1( لقد وضع السطر الأول في موضع السطر الثاني من 8. لذاء Op‏ 
في 8 سطرين متساويين» وبذلك der 8-0 4E‏ المعادلة (3) هي نشر 8 وفق السطر 
(0)» حيث يكون ل 8 عوامل 4 المرافقة ذاتها OY)‏ السطر الثاني قد حذف من أجل 
إيجاد العوامل المرافقة» وهذا السطر هو الشىء الوحيد الذي تختلف فيه عن 4) . لذا 
فان الضرب المصفوفي اللافت للنظر (Y)‏ صحيح . 
يعطي هذا الضرب مباشرة A‏ لدينا فى الطرف الاين من (Y)‏ مضاعف 
لصفوفة الو حدة» هو elie‏ 01۸د / . 
(det A) /‏ = ل 


cal. 


(£) (A)(A 


rey‏ اخير الخطي ا 


.۸ هى مصفوفة العوامل ا مرافقة . أو 'المصفوفة القرينة' التي ظهرت في المعادلة )2( 
لاحظ أن العامل المرافق الناتج عن حذف السطر ؛ والعمود رمن 4 يذهب إلى السطر 
زوالعمود :في مصفوفة fol gall‏ المرافقة . إذا قسمنا على 41۸ (إذا لم تكن صفراً) 
تحد قانون 4 

٤‏ ج عناصر 42 هي العوامل المرافقة ل 4» نقلت كما في (Y)‏ وقسمت على المحددة 
تعطى : Aj /detA‏ : 

| 
detA‏ 
إذا كانت 0= dera‏ فان 4 غير قابلة للعكس . 


(a) ا‎ A 





col > 








A,,= a A,=d,A,=-c,A,=-b ھی‎ 4 = ie 


مثال ١‏ العوامل المرافقة في 


Ls oak 


| _|a 
(A) IA cor) = | cdll-c a 0 ad - be | 


لنقسم على ad- be‏ الذي هو 14ء4 يظهر في الطرف الأيسر جداء ۸ ب "4 ونستنتج : 


(1) 








a b = | d -b 
1 -c al 





ad - be 


لاحظ من جديد انتقال ,4 إلى الطرف الأيمن . 











دخلت إشارة الناقص لأن العامل المرافق يحوي "(1-). 


yey المحددات‎ 


(0) في‎ 4٠ التطبيق الثاني هو تماما ضرب «بالمصفوفة‎ .4× = ١ حل النظام‎ -Y 
فب و ےد‎ 
det A 
إن هناك طريقة‎ eder A ليس ذلك سوى جداء مصفوفة بمتجه» مقسوماً على العدد‎ 
pol Al ممتازة لكتابة‎ 
: هي‎ - 410 Jj ÀS Ål Cramer: د قاعدة كرامر‎ £ 


dı) äp 4, ain 





(V) 22-١ :; : : حيتت‎ ١ = 


في 8 يأخذ المتجه ١‏ موضع العمود زفي A‏ 
البرهان . لننشر ‏ 46:8 في العوامل المرافقة وفق العمود (الذي هو (). بما أن العوامل 
المرافقة [es‏ هذا العمود» تكون النتيجة : 
BA qj:‏ + ...+ روقوط + رر4 رطع detB,‏ 

وهذه هي“ بالضبط » المركبة j‏ لحداء مصفوفة بمتجه : A‏ لنقسم على detA‏ 
فيكون الناتج هو المركبة زل x‏ 

إذاً كل مركبة ل × تساوى نسبة بين محددتين» آي » كثيرة حدود من الدرجة n‏ 
مقسومة على كثيرة حدود أخرى من الدرجة ۸. كان من الممكن أن نتوصل إلى هذه 
الحقيقة بطريقة الحذف الغاوسى ولكن هذا الأمر لم يحدث أبداً. 
مثال : حل النظام 


X | + 3x4 = 0 














_ cn 
0 3 | 0 
4 w: l : 
Ay = 0 بع‎ Ee Die = 2 6 a 3 
1 3 -2 5 | 3 -2 
24 2 4 











ree‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المقامان متساويان وهمادائماً 4 بينما يظهر الطرفان الأيمنان 0و 6 في العمود 
الأول ل > والعمود الثاني ل x,‏ من أجل ٠*«‏ معادلة» توجد ١٠١١١‏ محلدة. ما 
أفزعني ٠‏ أنني رأيت في كتاب قدي أن هذه الطريقة مفضلة (ويعتقد أن الحذفقد طرح 
جانباً) 

SN‏ نبحث فى مجموعة تحوى أربعة متغيرات 01/112 علينا Yoi‏ أن نحذف 
واحداً منها بين الأزواج الثلاثة لكى نحصل على ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل ونجرى 
yo‏ ذاته غلى الأطراف اليسرئ حى تحصضل على يمين SY‏ متها سبلاسظط 
القارىء الذي يريد عمل ذلك كتمرين» العنت الكبير الذى تحتاجه طريقة SIL‏ 
عندما نريد البحث بنظام لأكثر من ثلاثة متغيرات . تدعونا هذه الاعتبارات إلى التحرى 
عن طريقة أكثر سرعة' (إنها قاعدة كرامر OCT‏ 

من أجل مصفوفة خاصة » حيث يكن انجاز قاعدة كرامر . نحصل على 
معلومات ALIS‏ عن الحل . 
ME‏ حجم متوازي سطوح . العلاقة بين المحددة والحجم ليست واضحة بصورة 
كاملة . لذاء يمكننا أن نفرض » للسهولة» أن جميع الزوايا قائمة ‏ الأضلاع متعامدة 
فيما بينهاونكون عندئذ أمام متوازي سطوح قائم » حجمه يساوي, بالضبط e‏ جداء 
أطوال أضلاعه : الحجم = Mood,‏ 

نريد أن نحصل على هذا القانون نفسه من المحددة . لنذكر أن حروف متوازي 
السطوح هذا كانت أسطر 4. في الحالة التى تكون فيها الزوايا قائمة» تتعامد هذه 
الأسطر فيما بينها » وبالتالى : 


i} TI r | 








5 row | 4 0 
AA = say a = ; 
rown ||. 7 0 1 


CY)‏ هذه الفقرة مقتبسة من )1937( Mathematics For Million By Lancelot Hogben‏ . إذا كانت 


الخطة هي استخدام قاعدة كرامر فاننى أقول إنها رياضيات أصحاب الملايين 


,هو طول متجه السطر (الضلع). أما الأصفار الواقعة خارج القطر فانها ناتجة عن 
كون الأسطر متعامدة . إذا أخذنا محددتى طرفى العلاقة السابقة واستخدمنا القاعدتين 
CV) 565(‏ ع Se‏ 


11... I = det AA") = (det (detA ') = (de4). 


. التربيعي لطرفي هذه المعادلة يعطينا النتيجة المطلوبة : المحددة تساوي ا حجم‎ pes 


تعين إشارة المحددة A‏ ماإذا كانت الحروف مرتبة بحيث تمثل مجموعة إحداثيات 
موجبة» كما هو في النظام المعتاد yz‏ - + » أم مجموعة إحداثيات سالبة مثل النظام y‏ 
إذا لم تكن الحروف متعامدة فان الحجم لن يكون مساوياً جداء Jl gbi‏ الحروف . 
في المستوي (الشكل e (TE‏ حجم (مساحة) متوازي الأضلاع يساوي طول قاعدته | 
مضروباً بطول أرتفاعه ۸. المتجه «م ذو الطول ۸ يساوي السطر الثاني b=(a,,0,)‏ 
مطروحاً منه مسقطه م على السطر الأول . الفكرة الاساسية هي : استناداً إلى الخاصة 
(0)» لاتتغير المحددة إذا طرحنا مضاعفاً للسطر الأول من السطر الثاني . بالوقت ذاته» 
لايتغير الحجم إذا انتقلنا إلى مستطيل قاعدته 1 وارتفاعه h‏ لذا يمكننا أن نرد ا مسألة 
إلى حالة المستطيل » وقد برهن سابقاً أن الحجم = المحددة . 

في الفضاء ذي « بعداًء نحتاج إلى جهد كبير لجعل كل متوازي سطوح قائماً. 
لكن الفكرة تبقى ذاتها . لايتغير الحجم ولاتتغير المحددة إذا طرحنا من كل من الأسطر 
..... مسقطه على الفضاء المولد بالأسطر التي تسبقه ‏ يبقى بعد ذلك» متجه ارتفاع 
مشابه ل pb‏ الذي هو قائم على القاعدة. ينتح عن طريقة غرام ‏ شميدت مجموعة من 
الأسطر المتعامدة فيما بينها ‏ وتبقى المحددة ذاتها والحجم نفسه كما كانا. 


YEN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


)444,447( >6 ظ سے p‏ 
P‏ سے 


—X 


شكل (Y-%)‏ . حجم متوازي أضلاع = det A‏ . 
من أجل المجموعة الأصلية . لما كان الحجم يساوي المحددة فى حالة متوازي السطوح 
القائم» فان هذه المساواة تبقى صحيحة من أجل الأسطر الأصلية . 
إن هذا يتمم العلاقة بين الحجم والمحددة» غير أنه يجدر بنا أن نعود ثانية إلى 
الحالة الأكثر بساطة . من المعلوم أن : 
d‏ 1 


| () 
det 0 | =], det] | 








تعطى هاتان المحددتان حجمين - أو بالأحرى مساحتين لأننا فى فضاء ذي بعدين- 
«متوازيي السطوح» المرسومين في الشكل CPE)‏ الأول يمثل مربع وحدة تساوي 
مساحته الواحد lace‏ والثاني متوازي أضلاع طول كل من قاعدته وارتفاعه يساوي 
الواحد؛ بصورة مستقلة عن التحول الناتح عن المعامل co‏ فإن مساحته تبقى مساوية 
الواحد. 

E‏ -قانون المحاور. التطبيق الأخير هو مسألة المحاور الصفرية ؛ Ke‏ أن نكتشف أخيرا 
متى يكون الحذف الغاوسي مكناً دون مبادلات سطرية . مفتاح القضية أن ال » محوراً 
الأوائل تتعين بصورة كاملة بالمصفوفة الجزئية ,4 الواقعة فى القرنة العليا واليسرى فى A‏ 
. ليس للأسطر والأعمدة الباقية من 4 تأثير على هذه القرنة من ا مسألة . 


eV المحددات‎ 










row 2 = (0, 1) row 2- fe; D 


row | = )1,0( row! د‎ )1:0( 











مثال 
abe 7 b e‏ 
(af-eġia |.‏ 5012 -4ه)ا 30| A=|c d f‏ 
g h i g h i‏ 


من المؤكد أن المحور الأول يتعلق بالسطر الأول والعمود الأول وهو daa‏ المحور 
الثاني يصبح ظاهراً بعد خطوة واحدة من GILI‏ وهو (ad - be) / a‏ وهو eglai‏ 
فقطء بالعناصر abed‏ مابقى من 4 لايدخل في ما قبل المحور الثالث . بالفعل» 
ليست المحاور » فقط » التى تتعين بالقرنة العليا واليسرى من 4 بل تتعين» أيضاً . 
ob all‏ اليسرى والعليا للمصفوفات L,D,U‏ : 

















| a l b/a 
A =LDU =| c/a | (ad - bc) la | Sh 
4 * 1| + 


ما نراه فى السطرين والعمودين الأولين هوء بالضبط. تحليل المصفوفة الجزئية 


: إليك القاعدة العامة إذا لم يكن هناك مبادلات سطرية‎ . 4= | 4 A 


٤‏ ه اذا حللت A‏ بالصورة (Spal Lis JI OW e LDU‏ والعليا من هده المصفوفات 


YEA‏ الجبر المخطي وتطبيقاته 


A,=L,D.U.. 
. عن الحذف الغاوسي الخاص بها‎ A, تنتج المصفوفة الجزءية‎ e k من أجل كل‎ 
البرهان هو أن نبين أنه يكن تعين هذه القرنة أولاً حتى قبل النظر فى عمليات الحذف‎ 
في مكان آخرء أو استخدام قانون ضرب كتل المصفوفات . يشبه هذا القانون القاعدة‎ 
: الشكل‎ 1210 =A المعتادة فى ضرب عنصر بعنصر : تأخذ العلاقة‎ 


ee tS als ot 


مادامت المصفوفة قد وزعت بحيث يصبح كل ضرب ممكناً للمصفوفات الحزئية المربعة 
والمستطبيلة الحجوم الملائمة للضرب - فانه يكن اجراء HU‏ يقترت الكثل . عقارنة 
المصفوفة الأخيرة مع A‏ » نلاحظ بجلاء أن القرنة LDU,‏ تتطابق مع ,4 وبذلك تكون 


LDU, L,D,F 
BD,U, BDF + CEG | 





ينتج قانون المحاور مباشرة» باخذ محددتى الطرفين : 
(A) detA, = detL, detD, det U; = detD = didz ... dy.‏ 
جداء ال + محوراً الأ وائل يساوي محددة tA,‏ هذه القاعدة المتعلقة ب ,4 هى القاعدة 
ذاتها التى رأيناها سابقاً من أجل المصفوفة الكاملة =A,‏ 4. يما أن محددة , ,4 تعطى. 
بصورة مشابهة » ب , ,44,...4» فإنه يمكننا عزل المحور d,‏ كنسية بين محددتين : 


(4) detA, _ dd ... يك‎ 


وات ا 
di |‏ 59 يك 4 ` detA;_|‏ 





فی Wk‏ السابق 6 كان المحور ULE T Pi)‏ الد (ad- bc) / a‏ . إن ذلك محددة 
A,‏ مقسومة على محددة ,4 . ( من المتفق عليه أن 1 =,4لذاء يكون المحورالأول 
l =a‏ /©2). بضرب جميع المحاور فيما بينها. فك : 


الحددات ۳۹ 


detA , detA, detA, detA, 
detA p detA}  detA„.;  detAo 








41 dl را‎ d, = = detA. 

انطلاقاً من )4( يمكننا أخيراً أن نجد جواب سؤالنا الأصلي . تكون جميع ا محاور 
غير صفرية إذا كان العدد detA‏ غير صفرى . 
yf‏ يكن للحذف الغاوسى أن ينفذ على cA‏ دون حاجة Uall‏ أسطر أو مصفوفة 
مبادلة ولن يكون هناك محاور صفرية » )13 وإذا فقط كانت جميع ا مصفوفات ا جزئية 
الاعات قفي 855 
إن ماسبق يكفى من أجل المحددات» باستثناء الملاحظة الاختيارية التي وعدنا بها في 
بدء هذا الباب . Glas‏ هذه الملاحظة بانسجام الخواص ١-١‏ فيما بينها . تلك الخواص 
التى اعتبرناها تعريفاً. الأمر الرئيسي هو الخاصة (۲) التي تقول : تنعكس الإشارة 
عند اجراء مبادلة بين سطرين » وهى التى أدت إلى محددة مصفوفة ميادلة . إن ذلك 
هو النقطة الوحيدة التي هي موضع شك في القانون الصريح CV‏ هل صحيح 6 
بصورة مستقلة عن متتالية المبادلات السطرية الضرورية asle Y‏ ,م إلى التبديل PUN‏ 6 
أن ote‏ هذه المبادلات السطرية. في جميع هذه المتتاليات» إما أن يكون leat Lisle‏ أو 
أن يكون داثماً وتراً؟ إذا تحقق ذلك فاننا نكون قذبررنا تسمية التبديل «شفعا» أو «وتراً» 
وتكون» عندئذ» محددة التبديل معر 43 تماماً بالقاعدة (Y)‏ وتساوی Lal‏ )+\( أو )- 
P‏ / 





إذا انطلقنا من المتبادلة (۳ » ۲ 6 )١‏ فان مبادلة واحدة بين (۳) و(١)‏ تؤدي إلى 
الترتيب الطبيعي ١(‏ , ۲ » ”7)؛ من الممكن» AUIS‏ اجراء مبادلة بين (۳) و CY)‏ ثم 
بين (۳) و (۱) وأخيراً بین (۲) و(1١).‏ فى كل من هاتين المتتاليتين» كان عدد المبادلات 
فردياً. الأمر المؤكد هنا أنه لايكن لأي عدد زوجي من ال مبادلات أن يؤدي إلى الترتيب 
الطبیعی» انطلاقاً من (۳ »۲ )١ ١‏ . 

إليك برهان ذلك . لننظر فى كل زوج من أعداد التبديل ولنفرض أن AN‏ عدد 


Yo.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الأزواج التي يقع في كل منها العدد SV‏ أولاً. من المؤكد أن 0 N=‏ من أجل الترتيب 
الطبيعي ١(‏ » ۲ » ۳) » الذي fre‏ التبديل المطابق ؛ وإن 3= من أجل (3.2,1) وذلك 
لآن ترتيب جميع الأزواج (۱,۳(۰)۲,۳) و(7,١)‏ غير طبيعى . غرضنا برهان أن 
التبديل يكون فردياً أو زوجياً وفق كون ۷ فردياً أو زوجياً. بقول آخرء إذا انطلقنا 
من أي تبديل فان أي مبادلة فيه تغير ۷ بعدد فردي» أي أن الوصول إلى N=0‏ 
(الترتيب الطبيعي) يحتاج إلى عدد من المبادلات مطابق من حيث الفردية والزوجية 
للعدد الأصلي N‏ 

إذا كان الزوج الذي نجري فيه المبادلة مكوناً من عنصرين متتاليين» فمن الواضح 
أن ۸۷ يتغير ب )١+(‏ أو )١-(‏ وكل من هذين العددين فردى . لذلك. إذا ما أدركنا 
إمكان اجراء كل مبادلة بعدد فردى من المبادللات بين العناصر المتجاورة» فإن ذلك 
ينهي البرهان» OY‏ مجموع عدد فردي من الأعداد الفردية هو عدد فردي . من السهل 
التحقق من هذه الملاحظة بمثال : للمبادلة بين العنصرين الأول والرابع في المثال التالى 
(CT) 9 CV) Laws‏ نستخدم خمس مبادلات (وهو عدد فردي) بين العناصر المتجاورة . 
بصورة عامة» نحتاج إلى 1-۸ من مبادلات الجوار لنقل العنصر من الموضع »إلى 
الوضع 1. ثم إلى 1-۸-١‏ لنقل العنصر الذي كان في الأصل في الموضع / إلى الموضع 
۸(هو OVI‏ موجود في الموضع 1-1) . لما كان (1-۸-1) + (-/) عدداً فردياً» نكون بذلك 
قل أنهينا البرهان . لاتتمتع المحددة با لخواص التى توصلنا إليها منذ قريب » فقط » بل 
هى موجودة أيضاً. 


: أوجد المحددة والعوامل المرافقة التسعة للمصفوفة‎ ١-٤-٤ 








2 3 
4 0 
U 5 


Yoj المحددات‎ 


ثم كون مصفوفة العوامل المرافقة حيث العامل المرافق للعنصر زهو A‏ 
تحقق من أن جداء 4 في ,4 يساوي مصفوفة الوحدة مضروبة بالمحددة . 
SA als‏ 

انطلاقاً من قانون المعكوس cA detA‏ فسر لماذا تكون "4 ثلاثية عليا إذا 
كانت Lle asa‏ (وقابلة للعكس) . 

استخدم مصفوفة العوامل المرافقة لعكس : 





انطلاقاً من قانون المعكوس det A‏ /,..4. فسر لماذا تكون "4 متناظرة إذا 
كانت 4 متناظرة (وقابلة للعكس) . 
أوجد xyz‏ بو اسطة قاعدة كرامر : 


l 0 XxX + 4y - چ‎ = [ 
TE a x+ y+z=0 
cx +ay=0 i «4 0) 


ssai (i)‏ المحددة عندما يستبدل المتجه x‏ بالعمود ز في مصفوفة الوحدة: 


1 #4 
I. 
detM =? ob M= Xj إذا كان‎ 
i a 
a | 


(ب) ]13 كان Ax=b‏ برهن أن 414 هى المصفوفة 8 فى المعادلة (7)؛ 
الطرف الاين b‏ يحتل محل العمود “J‏ 


YoY‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


)0( استخرج قانون كرامر بأخذ محددتى طرفي العلاقة  .AM=B,‏ 
۷-٤-٤‏ أوجدالمحددة اليعقوبية J‏ للتحويل من الاحداثيات القائمة إلى 
الاحداثيات الكروية ‏ ,2,6 : =rsin@cos@,‏ ررب وم 6 x =rcos‏ 
„z =rsing‏ 
 A-&-§£‏ (أ) ارسم المثلث الذي تقع رؤوسه في النقاط :© A=(2,2),B=(-1,3),‏ 
(0,0) =» باعتباره نصف متوازی أضلاع . بر رلماذا تكون مساحته 
تساوي : 


area ( ABC) = Û det É . | 


Hj 


(ب) افرض أن رأسه الثالث في (4-,1) -© بدلا من )0.0 . برر القانون : 








x, رلا‎ | | 8 4 1 
area (ABC) = 1 det | x; ¥; 1| ع‎ 1241-1 3 1|. 
وك جه‎ l á 1 4 Ij 


ارشاد : اطرح السطر الأخير من كل من السطرين الآخرين فيبقى : 

















دم ادن حل 
— 


ارسم الرؤوس الحديدة )0,0( = “© ,)2,7-(= A‘ = (1,6), BY‏ ماعلاقتها 
بالرؤوس الأصلية f A,B,C‏ 

45-5 برر» باستخدام مفاهيم الحجم» edet 3A = 3"0614 aU‏ لمصفوفة A‏ من 
النوع 7 > 77 . 

٠٠-٤-٤‏ حذف الكتل يعطى» إذا كانت كتلة المحور 4 قابلة للعكس. 


\\-t-2 


\¥-2-% 


££ 


a 


١252-2-8 


ror المحددات‎ 


I O||A هم |_ |[يم‎ 8 
Ca" FIT BI IO كر“ ومرضيض‎ | 


تدعى المصفوفة D -CA'B‏ متممة شور Schur‏ . برهن أن جداء محددتها 
في 40:4 يساوي محددة مصفوفة الكتلة الأصلية الواقعة في اليسار . إذا 
كان 4 = 46 برهن أن ذلك يصبح ) det (AD - CB‏ . 

ماهى قاعدة الضرب 48 التي SE‏ من ضرب الكتل بكتل طويلة ورقيقة . 
وهى العمودان gb‏ »والأسطر ع 





























أو جد جميع التباديل الفردية للأعداد (1,2,3,4) . إنها التباديل التي تنتج 
عن عدد فردي من المبادلات وتؤدي إلى 1-=,۶. 

افرض أن التبديل ه ينقلنا من (1,2,3,4,5) إلى (5,4,1,2,3) 

(أ) ماذا يفعل ©© في (1,2,3,4,5) £ 

(ب) ماذا يفعل '6© فى )2345( 

إذا كان ىه تبديلا 3 (Ls‏ فسر asea OO Sula‏ "$26 أعط 
مثالا n=3‏ 


١-5-1‏ برهن أنه إذا تابعت صرب #عمضفوقة المبادلة ذاتها 5 » فان السطر 
الأول يعود أخيرا إلى مكانه الأصلى . 

a مصفوفة من النوع 5 ×5 تحقق عناصرها العلاقة | ك إن‎ A إذا كانت‎ ٠۷-٤-٤ 
(1) فان 4:4 < ؟ (لا أعرف الحد الأفضل» إلا أن الحجوم والقانون‎ 
. والمحاور تعطى حداً أعلى لهذه المحددة)‎ 


(S 





١-4 


‘4 


y 656 المحددات‎ 


أين يمكنك أن تضع أقل عدد Se‏ وكاف من الأصفار في مصفوفة من 
النوع 4 × 4 وذلك لتؤكد أن محددة هذه المصفوفة تساوي الصفر . 

أين يمكنك أن تضع أصفاراً ووحداناً في مصفوفة من النوع 4 وذلك 
fil‏ عدد ممكن وكاف بحيث تصبح محددة هذه المصفوفة مساوية 
الواحد. l‏ 


+: فة الحدده‎ um ol 


Pee I 2 -l 0 = 
L112 -1 2-1 0 
Ils 1 0 -1 2 -lI 
1411] -1 0 -I 2 


إذا كان 1141 = 8 فلماذا تكون det B=detA‏ ؟ برهن أيضاً أن det A‏ 
B=!‏ 

أوجد مثالاً معاكساً للعلاقة .det (A+B) = det A + det B‏ ماهو حجم 
المصفوفات التى تكون من أجلها هذه القضية صحيحة ؟ 

انطلق من المصفوفة 4 واضرب سطرها الأول بالعدد (Y)‏ لتحصل على 
مصفوفة B‏ ثم» اطرح السطر الأول من 8 من السطر الثاني فتحصل 
على مصفوفة pl .C‏ © 06 بدلالة YderA‏ 

حل باستخدام قاعدة كرامر النظام 11 = :3 + م4 , 7= 34+2 . 

إذا كانت pele‏ 4 أعداداً صحيحة وكانت 46:4 مساوية )١(‏ أو (- 
1( 6 كيف كنك أن تعرف أن عتاصر 4 أعداة صحيحة ؟ hel‏ مثالا 
(غير قطري) من النوع 2 :. 


ror 


١١غ‎ 


11-5 


11-8 


12-8 


١ 1- 
= 


p>!‏ الخطي وتطيقاته 


إذا كانت poke‏ كل من 4و "4 أعداداً صحيحة» كيف يمكنك أن تعرف 
أن كلا من محددتى هاتين المصفوفتين تساوى OV)‏ أو E O)‏ إرشاد : 
ماهو جداء detA? detA‏ ؟ 


أوجد جميع العوامل المرافقة للمصفوفات التالية وأوجد مقلوب كل 


منها: 
a b a b 9‏ 5 3 
wal” (eet |‏ 5| 651° 


ماهو حجم متوازي السطوح الذي تقع أربع من رؤوسه في النقاط 
:22-1 ,(2-1,2) , (1,2,2-) ,)0,0,0( ؟ أين تقع الرؤوس الأربعة الأخرى؟ 
كم عدد حدود منشور محددة مصفوفة من النوع 5X5‏ وماهو عدد 
الحدود المؤكد كونها أصفاراً إذا كان 0 -,1 ؟ 

إذا كان مجموع عناصر كل سطر من مصفوفة يساوي الصفر وإذا كان » 
متجه عمود عناصره وحدان» فماهو دك ؟ كيف تعرف أن 0 - det A‏ ؟ 
Jou‏ يوجد عدد زوجي من التباديل ل (1,2....9) ولماذا يكون نصف هذه 
التباديل فردياً ؟ 

إذا كانت #مصفوفة مبادلة زوجية و P,‏ فردية» استنتج من العلاقة 
det (P+ P.)=0 ù P+ P= PP +P)‏ 

أوخد Sous Aad‏ 4 إذا كان ز+: 2 Lysa‏ 

إذا كانت محددة 4 موجبة» برهن أنه يكن ربطها بمصفوفة المطابقة 
سلسلة متصلة من المصفوفات ذوات المحددات الموجية . عندئذ تبدل A‏ 
بمصفوفة المطابقة دون أن تصبح شاذة خلال الطريق . (الانتقال المباشر 
من 4 إلى 1 يجري بالمتتالية (1-4):+ 4= () Glas 6A‏ من 4 - (0) 4 إلى 
AC) =!‏ ولكن ٠‏ خلال AUS‏ يكن أن تكون () A‏ شاذة . المسألة 
ليست سهلة ويرحب المؤلف بال حلول . 


١8-5 


ye={ 


Y= 


١-1-1 


YY—-2 


CD + DC = 


إذا كانت 4 غير شاذة» برهن de Gail‏ مصفوفة مبادلة م بحيث لاتحوى 
المصفوفة PA‏ أصفاراً على قطرها الرئيسى . إنها ليست مصفوفة مبادلة 
yan‏ 

lo) y‏ تقع النقطة (xy)‏ على المستقيم المار من النقطتين )2.8( و (4,7)إذا 
كان : 


x+2y-18=0 أو‎ de 








بالمشابهة مع pl cp pool‏ 6 ماهى المعادلة jas el‏ النقطة )2.9.2( تقع 
فى المستوى المار من النقاط )0,0,4( , )0,2,0( , (2,0,0). إنها حوى محددة 
من النوع 4 4 , 

إذا وقعت النقاط (1.1.1) , (2.1.0), (2:2:) فى مستو مار من نقطة الأصل . 
لاذا تكون المحددة التى أسطرها متجهات هذه النقاط صفراً ؟ هل 
المتجهات )1,1,1( , (2,1,0) , )1,01( مستقلة pl‏ مرتبطة ؟ 

إذا كان كل سطر من 4 مكوناً من ١+‏ منفرداً أو ١-‏ منفرداً أو واحد من 
كل منها (وأصفار في بقية المواقع) برهن أن 4 تساوى ١‏ أو ١-‏ أو 
إذا كان | C= | a b | m y | 04 á‏ فإن العلاقة CD=-DC‏ الظاهرة 


cd W 
: تصبح‎ )١5-5-1( في التمرين‎ 


2a C b O || u 


ب نكا نا 


وا 
| 0 


So 
me 
ك‎ 
حم‎ 
H بدا‎ 


(أ) أوجد محددة هذه المصفوفة A‏ ذات النوع 4 94K‏ هي مصفوفة معاملات 4 . 


YoA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


(ب) برهن أن 0= 44 فى حا لتى a+d=0‏ أو 0= ad-be‏ . 
فى بقية الحالاات » تكون CD=-DC‏ ممكنة. فقطء إذا كان 7-0 . 
-2 ؟ فسر لماذا على محددة فاندر موند ذات النوع 4 × 4: 


بجع عن © =“ 
يا یټ لته جت 


åD oS‏ ب 
BM‏ فخ يخ تيم 





ج چ xo‏ 


أن تكون كثيرة حدود تكعيبية في × ول اذا تساوي كثيرة الحدود هذه الصفر 
عند > -+ ,م =× a,‏ =×. استخدم العامل المرافق ل * من التمرين -٤(‏ 
1 )الذى Soe‏ إلى : 
b)w -aw -b)w - c).‏ - عازه - عازه اط = Va‏ 
Yo-é‏ التبديل الدوار n) Joly‏ 5-5 1,2( مع (2,3,...,1,1) . pl‏ مصفوفة الممادلة 
P‏ المقابلة» وماهى محددتها (تتعلق (na‏ ؟ 





ull‏ الذاتة والمتجهات الذاتة 


Lyf ۱-۵‏ 
بهذا الفصل يبدأ «النصف الثاني» من نظرية المصفوفات. لقد استخدم النصف 
الأوّل بكامله» تقريباً» لدراسة النظام 4-8 ولقد كانت التقنية الأساسية هي الحذف . 
بعد الآن» ستؤدى هذه التقنية Gill‏ وستحل المسائل الحديدة بتبسيط مصفوفة 
- بجعلها قطرية أو مثلثية عليا - إلا أن ا خطوة الأساسية لن تكون طرح مضاعف 
لسطر من سط رآخر . لن نهتم» إضافة الى ذلك» بالمحافظة على فضاء أسطر مصفوفة 

GILL بالمحافظة على قيمها الذاتية . لقد تغيرت هذه القيم‎ Lil 

لقد كان فعلاً» فصل المحدّدات مرحلة انتقال من المسألة القديمة SArab‏ مسألة 
القيم الذاتية الجديدة. في هاتين الحالتين» توذي المحددة الى «حل منهجي؛ : الى 
قاعدة كرامر من أجل Arab‏ والى كثيرة الحدود der(A-M)‏ التي ستكون جذورها 
القيم الذاتية . (نؤكد أن جميع المصفوفات ستكون هنا مربّعة ؟؛ لن يكون للقيم الذاتية 
لصفوفة مستطيلة أى معنى وكذلك محددتها) . رغم أنه من الممكن استخدام المحددة 
لحل هذه المسألة» إذا كان3 أو n=20‏ ؛ لكن عندما يكون cl Sn‏ فان حساب القيم 
الذاشة بهذه الطريقة سيكون أكفر طولاً tly‏ صعوبة من حل OILS. Ax=b‏ طريقة 
غاوس تفمعها لن تساعد كثيراً فى ذلك : 

الخطوة الأولى » هى معرفة ماهي القيم الذاتية وكيف يمكنها أن تكون مفيدة . 


roq 


م الجبر الخطي وتطبيقاته 


أحد تطبيقاتها وهو الذي سنقدم به هذا المفهوم » هو حل نظام من المعادلات التفاضلية 
العادية . سوف لن نفرض أن القارىء ذو خبرة بالمعادلات التفاضلية! إذا كنت قادراً 
على اشتقاق الدوال المعتادة مثل “© x", sinx,‏ فانك ستكون عارفاً Le‏ فيه الكفاية . 
كمثال e pole‏ لننظر بزوج المعادلاات : 


aV SA- Sw, v=8 20م‎ ts 
(\) df 


dW پود ہے‎ w=5 =0 we 
at 
إن ذلك مسألة قيمة انتدائية . لقد عينت قيمة المجهول في اللحظة 0= وليس‎ 
الثابتة . يتطوّر هذا‎ UL فى طرفي فترة ؛ لقد اهتممنا بوضع عابر مفضلين ذلك على‎ 
النظام خلال الزمن من قيمتين ابتدائيتين مغرو ضتين 5 . والمسألة هنا هى متابعة هذا‎ 
. التطور‎ 
من السهل كتابة هذا النظام بالصورة المصفوفية. لنفرض »المتجه المجهول‎ 
: وقيمته الابتدائية »دو ۸ مصفوفة المعامللات‎ 





بهذه الرموز يصبح النظام : 
(Y3 au Lau, wang t=0 Xe‏ 
dt‏ 
تلك هي القضية الأساسية في المسألة. لاحظ أنّها معادلة من المرتبة الأولى- 
لايظهر فيها مشتقات من مراتب hle‏ وانّها خطية في المجاهيل » ومعاملاتها ثابتة . 
المصفوفة مستقلة عن الزمن . 
كيف نجد الحل؟ إذا كان هناك مجهول واحد عوضاً عن اثنين فانه من السهل 
الاجابة عن هذا السؤال. سيكون لدينا oles‏ تفاضلية عددية عوضاً عن معادلة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 1 


متّجهة . وإذاكانت» بالأضافة الى ذلك» متجانسة بمعاملات ثابتة» فإنها تأخذ عندئذء 
الصورة البسيطة : 


(Y) 5 
oe au, U=ug t=0 Ne 
dt 

(E) u(r) soe a 


فى بدء الزمن 0= تكون u‏ مساوية OV)‏ 69-1 ري “0 تحوي العامل a‏ 
المطلوبء وذلك .du/dt sau OY‏ وهكذا تكون شروط البدء والمعادلة محقّقة Las‏ 
لاحظ سلوك eu‏ يكون الزمن كيرا. OSS‏ هذه المعادلة غير مستشرة إذا 
كان 0 > ca‏ وهي مستقرة حيادياً إذا كان 0 = »» وهي مستقرة إذا كان 0> ». يسعى 
الحل نحو اللانهاية أو يبقى محدوداً أو يسعى نحو الصفر . إذا كان © عدداً مركباً 
ca =» + 8‏ فإن الاختبارات السابقة نفسها تطبّق على الجزء الحقيقى . الجزء التخيّلي 
Br + isin 84 Li et‏ عمدب "اءة لكن الذي يتحكم بالاستقرار هو المعامل e‏ 
هذا المقدار 2% من أجل المعادلة الفريدة. سنقوم بمعالجة مباشرة لنظام 
معاد لات ونبحث عن حل بدالة أسية فى ؛ » من النوع ذاته الذي وجدناه في ا حالة 
العددية . بقول آخر» نبحث عن حلول من الصورة : 
v (f) =e™y‏ )0( 


w (f) بكم د‎ 


أو بالترميز المتجه : 
OV) u(t) =e“x,‏ 
إن ذلك مفتاح حل المعادلاات التفاضلية du/dt =Au‏ . لنبحث عن ا حل الأسي 
الصرف: gweeMe a yp‏ اوا بء في الماد Le‏ تمد : 


YAY‏ 4 الخطي وتطبيقاته 


dey = 4e™"y - 5e ج‎ 

Ae z = wy- Jez. 
مشترك في جميع الحدود ويمكن اختصاره. هذا الاختصار هو سبب فرض‎ et! العامل‎ 
: يبقى بعد الاختضار‎ : Les أمن واحذ.ة للمجهولين‎ 


| 4y - 5z = Ày 
(v) 2y - 3z =Az 


هذه هي المعادلة الأساسية ؛ بالترميز المصفوفى ‏ تأخذ الشكل ×4×=1 . يمكننا أن نراها 
من جديد عندما نستخدم JH‏ المتجه × =» مقدار متحوال ۳ء مضروب بمتجه ثابت 
ga. X‏ یش عا وات »في الات اك / لحد cheMx=Ae*'x‏ وينتج الاختصار : 
(A) Ax =Ax‏ 
لدينا OVI‏ المعادلة الأساسية لهذا الباب . GFL!‏ متغيّرين دو A‏ وهي مسألة 
جبرية . يكن تجاهل المعادلات التفاضلية ! يدعى العدد ۸(لامبدا) قيمة ذاتية للمصفوفة 
4 » ويدعى المتجه × ا مجه الذاتي المرافق . هدفنا هو ايجاد القيم الذاتية والمتجهات 
الذاتية واستخدامها . 
حلول Ax =Ax‏ 
لاحظ أن ×= ×4 ليست خطيةء OV‏ 4مضروبة ب +. إذا أمكن اكتشاف 
3 » فان هذه المعادلة تصبح خطية بالنسبة ل×. فى الحقيقة» يمكننا أن نكتب ×21 عوضاً 
عن e Ae‏ إذا نقلنا هذا الحد الى اليسار ad‏ المعادلة : 
M)x=0 |‏ )4( 





ا متجه x‏ يقع في الفضاء الصفري للمصفوفة A - M‏ 
نختار العدد .( بحيث يكون للمصفوفة 1 - ۸ فضاء صفري . 


() إن هذه المطابقة المصفوفية ضرورية لإمكان اجتماع مصفوفات ومتجهات وأعداد بشكل قوے ؛ 
المعادلة 0= × (۸- (A‏ أقصر ولكنها مختلفة بصورة غير مفيدة . 


طبعاً » لكل مصفوفة فضاء صفري . لقد كان من المضحك اقتراح طريقة أخرى 
cSt,‏ ذلك . نريد متجهاً Gla‏ صفري × . المتجه 0 - × يحقّق دوماً +3 = ×۸ 
ويقع Legs‏ في الفضاء الصفري» ولكنّه غير مستخدم في حل المعادلات التفاضلية . 
الهدف هو u(r) ely‏ من الدوال cox‏ وما يهمّنا هو تلك القيم ا خاصة :التي تقابلها 
منجهات ذاتية غير صفرية . من أجل أي استخدام» يجب أن يحوي الفضاء الصفري 
ل A -A‏ متجهات غير صفرية . بشكل مختصر» 4-317 يجب أن تكون شادة . 

من أجل ذلك » تعطى المحدّدة اختباراً Anbu‏ 


: إذا وإذا فقط كان‎ A يكون العدد ۸ قيمة ذاتية للمصفوفة‎ ٥ 


det (A - AI) =0‏ )+\( 
هذه هى المعادلة ca poll‏ يقابل كل حل لها متجه ذاتى ×يحقق مايلى : 
(A -Ix JX = Û‏ أو Ax = Àx‏ (11) 


فى مثالنا إذا طرحنا 77 من ۸فنجد: 


A- =| 43% 0‏ 
لاحظ أن «قد طرح» فقط » من عناصر القطر الرئيسي DY)‏ مضروب ب 1). محددة 
-AI‏ ۸هي : 
A) (-3-A) + 10‏ - 4( أو 2-3-2 

هذه هى كثيرة الحدود المميّرة.. جذورهاء عندما تكون المحدّدة صفراًء هى القيم 
الذاتية التي تنتح عن القانون العام لايجاد جذور معادلة من الدرجة الثانية أو من الصورة 
التحليلية (2-.2+1()0)-22-32-2 . يساوي ذلك الصفر إذا كان 1-=۸ أو 2-2 كما 
يؤكد ذلك القانون العام : 








oda‏ الجبر set!‏ وتطبيقاته 


يوجدء فقطء قيمتان ذاتيتان OY‏ لمعادلة الدرجة الثانية جذرين . لكل مصفوفة من 
النوع 2× 62 تكون محدّدة -A‏ 4 حاوية A‏ (ولا يوجد فيها قوة أعلى) . 

أي واحدة من القيمتين 1- = ۸و 2-2 Scop‏ حل للنظام جه - جأو 
4-27(×=0). المصفوفة التي محددتها صفر هي مصفوفة شادة» لذاء يجب أن يقع 
متجه غير صفري × في فضائها الصفري”''. في الحقيقة: يحوي الفضاء الصفرىي 
مستقيماً كاملا من المتجهات الذاتية ؛ a]‏ فضاء جزثي ! 














A, =-l: (A -—A,)x= : 2 : 40) 
ETEME ET sl الحل (المتجه الذاتى الأول) هو‎ 





المتجه الذاتى الثانى هو أى مضاف للمتّجه : 


K3 =| 








ملاحظة Gs‏ بحساب المتجهات LIM‏ : فى حالة 2×2 » سيكون كل من سطرى A‏ 
-A‏ مضاعفاً للمتّجه Gb)‏ نفسه. لذاء فإن المتّجه الذاتى سيكون أي مضاعف 
للمتجه (4,ط-). لقد كان سطرا A -Aal‏ هما )5-,2( وكان المتجه الذاتى )5,2( فى حالة 
3 . كثيراً ما نجعل مركبة للمتجه x‏ مساوية الواحد ونحل (A-AD)x=0‏ من أجل 
المركبة الثانية . طبعاء إذا كان OUTS Gates‏ ×7 و -x‏ كذلك . كل متجهات الفضاء 


OY)‏ إذا ool‏ حل MDX‏ -4) الى 0-+: A OW‏ ليست قيمة ذاتية. 


الصفري للمصفوفة 4-37 (الذي نسميه فضاء ذاتياً) يحقّق A= Ax‏ فى هذه AL‏ 
الفضاء الذاتى مستقيم يمر من (1,1) -, و (5,2) x=‏ 

قبل العودة الى التطبيق (المعادلة التفاضلية)» نريد أن نذكر خطوات حل مسألة 
القيم الذاتية : 

١‏ - حساب محددة A- A‏ بطرح من عناصر c häll‏ هذه المحددة كثيرة 
حدود من الدرجة ١‏ . 

. ايجاد جذو ركثيرة ا حدود هذه . الجذور ال ”هى القيم الذاتية‎ - Y 

ات من أج لكل قيمة ذاتية › حل المعادلة (A-ADx=0‏ . با أن المحدّدة تساوى 
الصفرء فهناك حلول غير 0 - . هذه الحلول هى المتجهات الذاتية . 

في المعادلة التفاضلية» ينتج ذلك الحلول الخاصة Ug) wee‏ ا حلول الأسية 
الصرفة : 











أكثر من ذلك» يعطى هذان الحلآن الخاصان الحل الكامل. يكن ضرب كل 
منهما بعدد وجمع الناتجين معا 1 Lie‏ تحقق دالتان» guy‏ لا h AL lai ales‏ 
edu/dt =Au‏ فان مجمو عهما SUIS 4 pHi‏ 6 حل لها. لذا sl Ole‏ تر کیب من 
الصورة : 
(\Y) u = cje” x, pgp” X5‏ 
هو حل Lal‏ إن ذلك وضع ممتاز يطبّق على المعادلات التفاضلية (المتجانسة 
(ibd,‏ كما طق Je‏ المعادلأت اة 4-0 . الفضاء الصفري هو » Lai‏ فضاء 
جزئى وتراكيب الحلول هی Lal‏ حلول . 


: ft RAS فز‎ =u, eA 


a 55‏ الي وتطبيقاتة 


SiP. f : 





C] 5 i 
e = أو‎ CIX] + ون‎ 1: = Ho 
-2 





الثابتان هما 3 - “و 1- ب وحل ا معادلة الأصلية هو : 


(\§) 
u(t) = 3 tr” 





5 
2 











l 
l 
: بكتابة المركبتين بصورة منفصلة»› يعنى ذلك أن‎ 
v(t) = e" + 5e”, لس‎ = 2e" + 2e”. 

. البدء 8=« و 5=« ومن السهل التحقَق من ذلك‎ Uo i 

يظهر ما تقدّم أن مفتاح أي معادلة هو قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية . لكن. 
IU‏ لم يبين هذا المثال أهميتها الفيزيائية ؛ Lgl‏ مهمة بذاتها وليس» فقط. لكونها جزء 
من طريقة لإيجاد»:.. من المحتمل أن يكون أبسط مثال هو سير جتئود على جنسر . 
فهم» عادة» يوقفون المشية العسكرية ويسيرون عرضانياً. السبب هو أنه من الممكن 
أن يكون للمشية تواتر يساوي tol‏ المتّجهات الذاتية للجسر فيبدأ بالاهتزاز (مثل ما 
يجري عندما يتأرجح طفل: تلاحظ مبكراً التواتر الطبيعى للأرجوحة وبموافقة ذلك 
نجعل الأرجوحة تزداد ارتفاعاً) . يحاول المهندس جعل التواتر الطبيعي لهذا الجسر أو 
الصاروخ بعيداً عن تواتر الهواء أو حركات الزيت . فى الطرف الأقصى المعاكس». 
يضيع سمسار البورصة حياته ليحصل على معلومات تتعلق بالتواتر الطبيعي للسوق . 
القيمة الذاتية هى أهم الصفات المميّزة لنظام الحركة . 


تلخيص وأمثلة : 

نتوقف OY‏ لنلخص ما أعطي وما بقي علينا . بين هذا التمهيد لماذا تظهر القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة ۸» بصورة طبيعية وآلية عندما نحل المعادلة du‏ 
41-4 /. مثل هذه ا معادلة حلول اسية صرفة ×" =» ؛ تعطى القيم الذاتية معدل 


تزايد أو تناقص e‏ وتتطور المتجهات الذاتية وفق هذا المعدّل. الحلول الأخرى ستكون 
مزيجاً من هذه الحلول الصرفة» تُعدّل هذه الخليطة بحيث يلائم شروط البدء . 

المعادلة الأساسية هي 3-*1.. أغلب المتجهات + قد لا تُحقّق مثل هذه المعادلة . 
يحول متجه نموذجي انّجاهه عندما يضر ب بالمصفوفة 6A‏ لذاء فان ×4 ليس مضاعفاً ل 
×. هذا يعني أن بعض الأعداد ALD‏ » فقط» تُمثْل قيماً ذاتية وكذلك بعض 
ا متجهات × » فقط » تمثل متّجهات ذاتية . (Leb‏ إذا كانت A‏ مضاعفاً i paal‏ الو حدةء 
فإنه لا يوجد متجه يغير اتجاهه (عندما يضرب بهذه المصفوفة) وكل المتجهات تصلح 
متجهات ذاتية . لكن. في الحالة المعتادة» تكون المتّجهات الذاتية قليلة . إِنّها "التماذج 
الأساسية للنظامء وإِنّها Se‏ بصورة مستقلة . يمكننا أن نراقب سلوك كل متّجه ذاتى 
ثم نركب النماذج القياسية لايجاد الحل . لرؤية الأمر ذاته من طريق A‏ يكن تقطير 
الضفوفة dal VI‏ 

نخطط لتخصيص البند )0-¥( لنظرية التقطير والبنو د التالية لتطبيقاتها : YÍ‏ 
معادلة الفرق واعداد فيبوناتشي Fibonacei‏ وطريقة ماركوف Markov‏ وأخيراً المعادللات 
التفاضلية . في كل مثال. نبدأ بحساب القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ؛ لايوجد 
طريق مختصر لتفادي ذلك . لكن الأمثلة تسير في اتجاهات كثيرة بحيث يكون 
التلخيص مستحيلاً» عدا التأكيد على أن المضفوفات المتناظرة» بصورة خاصة » سهلة 
وبعض 'المصفوفات المعيبة» بصورة خاصة صعبة. يعوزها مجموعة كاملة من 
المتجهات الذاتية » إِنّه لا يمكن تقطيرها Ugly‏ تحدث فشلا في تقنية النماذج القياسية . 
مما لاشك cab‏ آنها تحتاج للمناقشة ولكني لا أنوي وضعها فى هذا الكتاب . 

نبدأ بأمثلة Dols‏ لمصفوفات جيدة . 
مثال - ١‏ كل شيء واضح عندما تكون 4 قطرية : 


Ki > o oa all : am [30 
ف سي‎ Ay = 2 4 n=l 57 رب‎ > 3 TH J 








YYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


Ax, = 2x, و‎ Ax,= 3x, على كل متجه مثل تأثير مضاعف لمصفوفة الوحدة‎ A ph 
أى متجه آخر مثل (1,5) =× هو خليط من هذين المتجهين ,د5 + ,× وعندما تضرب‎ : 
: المصفوفة 4 المتجه + نحل‎ 


AX =A ei + 5A5X9 -| A| 


لقد كان ذلك متجهاً موذجياً- ليس متّجهاً ذاتياً- لكن تأثير 4 يتعيّن بمنّجهاتها 
الذاتية وقيمها ASI‏ 
مثال - ۲ : الوضع مناسب أيضاً من أجل blaw Yi‏ ؛ 


A -| | J 
واحدا أو صفراً. يكون 2-1 عندما‎ ef القيمتان الذاتيتان لصفوفة الاسقاط هما‎ 
يكون مسقط متجه هو نفسه و 2-0 عندما يكون مسقطه المت جه الصفرى. فضاء‎ 
ممتلئة بالمتجهات الذاتية وكذلك الفضاء الصفرى . إذا كان لهذين الفضاءين‎ P أعمدة‎ 


و n -r‏ من الأبعاد فان A=!‏ تتكرر r‏ مرة و 2-0 ننكرر -r‏ 7 مره . 


: 1 
| 2 
ا‎ ~ A | = | i 








|= 3 22-0 ف 





= | زع = ام 


LT EGU é P= 


يوجد» Lael‏ أربع قيم ذاتية» رغم UG)‏ غير مختلفة » عندما تكون ۶ من النوع 4 × 4 
لاحظ أنه لایو جد أي شيء استثنائى حول 0= ۸ » مثل أي عدد آخر» يكن 
للصفر أن يكون قيمة ذاتية . إذا كان ذلك فان agate‏ الذاتي يحقّق ×0 = Ax‏ . لذاء 
فان × من الفضاء الصفرى للمصفوفة A‏ يشير وجود قيمة ذاتية صفرية الى أن أعمدة 
A‏ مرتبطة Lbs‏ وكذلك الأسطر ؛ محددتها صفر GE.‏ جميع القيم الذاتية لمصفوفة 
ALE‏ للعكس ۸۶0 بينمامن أجل مصفوفة شاذة. يقع الصفر ضمن قيمها الذاتية . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۹ 


مثال - : تكون القيم الذاتية واضحة عنما تكون ۸ مثأثية : 


aes A s 
det A - AJ) = 0 -ii 8 = )1 -AŽ - 2015-20 
0 0 L-A 1 f 
۸= = ghd j A= | المحددة هى . 5 جداء العناصر القطرية . وتناو | لصف عندما‎ 


È 


أو ee —h=—‏ 
Lia‏ المثال الذي يمكن أن تجد فيه القيم الذاتية بالنظر » يشير الى موضوع أساسي 
فی هذا الباب : حول 4 الى مصفوفة a‏ لرية أو مثلثية دون أي تغيير فى قيمها الذاتية . 
نريد أن نؤكد مرّة أخرى أن التحليل الغا وسي LU‏ = #4غير ملائم لهذا الغرض . 
لقيم 1 الذاتية أن تكون ظاهرة على القطر» ولكنّها ليست القيم الذاتية للمصفوفة ۸. 
من أجل أغلب المصفوفات» لا يوجد شك أبداً فى أن مسألة القيم الذاتية أشد 
صعوبة » من الناحية الحسابية» من حل Arab‏ . من أجل نظام e gee‏ يعطى عدد 
محدود من خطوات الحذف الجواب الصحيح في زمن محدود . (أو بصورة مكافئة › 
نعطى قاعدة كرامر صيغة صحيحة للحل). في حالة القيم الذاتية» لاتوجد مثل هذه 
الخطوات ولا مثل هذا القانون» Yla‏ لرجع Galois | JE‏ من قبره. تكون كثيرة الحدود 
Mi pial all‏ من التوع 3× 3 من الدرجة القاصةاء ولقد برهن غالوا أله dae GY‏ 
صيغة جبرية تعطى جذور كثيرة حدود من الدرجة الخامسة. كل ما أمكنه تقديمه هو 
بعض التحقيقات البسيطة فيما يتعلّق بالقيم الذاتية» وذلك بعد حسابهاء نذكر فيما 
يلي Ses)‏ منها 
O‏ ب مجموع القيم الذاتية ال n‏ يساوي مجموع العناصر القطرية ‘ntl‏ 
EFA HG fF E T, gg‏ )0\( 
يعرف هذا المجموع تحت اسم الأثر. إضافة الى ذلك جداء القيم الذاتية التي 
عددها n‏ يساوي محددة المصفوفة A‏ 





i‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لصفوفة الاسقاط P‏ العنصران القطريان ‏ , - والقيمتان الذاتيتان 1,0 - 
يتساوى 7 - + مع 0+ 1 كما ينبغي . بالنسبة للمحددة» نلاحظ أنه 0.1-0. نرى 
cls‏ أيشباء أن للمصفوفة الشاذة ذات المحدّدة الصفرية» واحدة أو أكثر من القيم 
الذاتية المساوية للصفر . 

يجب أن لا نخلط بين العناصر القطرية والقيم الذاتية - إِنّها متطابقة في حالة 
مصفوفة مثلثية - لكن تلك حالة استثنائية . عادة» تكون المحاور والعناصر القطرية 
والقيم الذاتية مختلفة LL‏ من أجل مصفوفة من نوع 2 *2» نتعرّف على كل شيء : 


cd 


ad - be والمحددة‎ a + 8 الأثر‎ HHE 
det | f- A b 2“ - ) trace )A + determinant 
C d-A 


هأ i trace + (trace) 2 4det‏ 
| - = 
مجموع قيمتي A‏ يساوى الأثر ؛ يعطي التمرين )4-١-5(‏ ب 2 يساوي 4 
المصفوفة . 


تمارين 


SA. ۸=]! | أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة‎ ١-١-٥ 
. يساوي مجموع القيم الذاتية وأن المحدّدة تساوي جداءها‎ SY من أن‎ 

du/ dt نفسهاء حل المعادلة التفاضلية‎ A باستخدام المصفوفة السابقة‎ ۲-١-٠٥ 
الأسيّان الخالصان؟‎ AH =ماهما‎ Au, » =| ؟‎ | 

م-1-م نفرض LT‏ غيّرنا المصفوفة 4 السابقة بطرح 71 منها : 


6 -l 


B =A - 71-2 5 4 


4-۱-0 


o—\-6 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۷١‏ 


ماهي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 8 وماذا يربطها بتلك 
المتعلقة ب TA‏ 
حل المعادلة du/dt=Pu‏ حيث P‏ هي مصفوفة الاسقاط : 
dt‏ ` }3 
تزداد LS a‏ فضاء الأعمدة ل » بصورة أسية بينما تبقى مر كبة الفضاء 
الصفرى ثابتة . 
أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفتين : 
342 


01 2 
000 





bo | =‏ | نم 





t | =‏ =| لع 


4 = و‎ B= 

















002 
020 
200 


تحقّق من أن المجموع Atit‏ يساوي الأثر وأن الجداء Aidads‏ يساوي 
المحددة . 
أعط مثالاً تبيّن فيه أن القيم الذاتية قد تتغيّر عندما نطرح مضاعفاً لسطر من سطر آخر . 
افرض أن ^ قيمة ذاتية للم ف ةة 4و ×هو المتجه الذاتي المقابل: = Ax‏ 
hx‏ 
CI)‏ بين أن × ذاتها هي متجه ذاتى للمصفوفة. 71- 8-4 » وأوجد 
القيمة الذاتية . يؤكد ذلك التمرين .)-١-٠(‏ 
(ب) افرض 2+0 » برهن أن × هو متّجه ذاتي للمصفوفة 47 أيضاً- 
وأو حت القبمة ASS‏ 
برهن أن المحدّدة تساوي جداء القيم الذاتية وذلك بأن تتصور أن كثيرة 
o putt‏ المعئةة قد ote‏ بالصورة. 

det (A- 4D =(A,-a) (A, -A)... (A, -A), 
. ۸ وأن تقوم باختيار ما ل‎ 


4-١-6 


وان ؟ 


1 t= V0 


= y=0 


١٠١ مها‎ 


\é-—\-o 


برهن» بخطوتين أن الأثر يساوي مجموع القيم الذاتية . أوّلاً» أوجد 
معامل ""(۸-) من الطرف الأيمن من -)٠١(‏ ثم انظر فى حدود المحدّدة : 


aly -À ay? ve din 

d- di = À eens da 

detA - Al) = de 5 22 zn 
dni 12 و‎ dan -À 


النى توي EA‏ . بین Sh IU‏ كل ذلك من ضبرب pole‏ القطر 
الرئيسى» وأوجد معامل الطرف الأيسر من (V0)‏ قارن. 

)1( أنشىء مصفوفتين 8. 4 من النوع 2 2 بحيث تكون القيم الذاتية 
للجداء AB‏ لا تساوي جداء القيم الذاتية ل ۸ و B‏ » كما أن القيم الذاتية 
ل A+B‏ لا يساوي مجموع القيم الذاتية لكل منهما. 

(ب) حقق» مع ذلك› أن مجموع القيم الذاتية ل AHB‏ يساوي مجموع 
جميع القيم الذاتية لكل من ۸ و 8 وكذلك الأمر من أجل الجداءات . . 


لاذا كان ذلك صحيحا؟ 
برهن أن للمصفوفتين “4و A‏ القيم الذاتية ذاتها وذلك بمقارنة كثيرتى 
حدودهما المسزتين , 


أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفتين : 


3 4 ‘a p 
A=. Am 
4 -3 b a 


إذا كانت القيم الذاتية للمصفوفة هي 1.2.3 وكان للمصفوفة © القيم 
الذاتية 6 وللمصفوفة D‏ القيم الذاتية 67,8,9 فما هي القيم الذاتية 


n € 9 a ERE 
=| 6 × 6 للمصفوفة ذات النوع‎ 


أوجد رتبة كل من المصفوفتين والقيم الذاتية الأربع لكل من المصفوفتين . 
مصفوفة الوحدان ومصفوفة الشطرخ : 


١60-1١-0 


١ ١-5 


\V-\-o 


\A~\-6 


av a i 1 
4-1111 

8 1 1 

ماهي المتجهات الذاتية المقابلة للقيم الذاتية غير الصفرية . 

ماهي الرتبة والقيم الذاتية إذا كانت © و 4» في التمرين السابق» من 
النوع n xn‏ تذكر أن القيمة الذاتية 0= ۸ مكررة ۸١-١‏ مرة؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة وحدان من النوع 4X4‏ أوجد القيم الذاتية 
والمحددة للمصفوفة 4-1 (قارن بالتمرين ,)١١-1"-5‏ 

اخختر السطر EI‏ 'للمضفوفقة المرافقة" : 


T‏ ا 


A=|001 








لتكون كثيرة الحدود المميّزة 2+42+52+6-= |27 - |A‏ 
افرض أن لا سفوفة 4 القيه الذاتية 0.1.2 ومتجهاتها الذاتية ,ر۷ vos‏ 


AX = V] حل المعادلة‎ ctu ضف القضاء الصفري وفضاء ألا‎ . V5 


. حل‎ Ax= vo للنظام‎ pie a داز + برهن‎ 


5 - ۲ الشكل القطري لمصفوفة 

ننطلق OYI‏ بواحد من الحسابات الأساسية وهو حساب سهل جد وسيستخدم 
في كل بند من هذا الباب . 
6ح لنفرض أن للمصفوفة 4 ذات النوع cnxn‏ « من المتجهات الذاتية المستقلة 
Lhe‏ فإذا اخترنا هذه المتجهات أعمدة لمصفوفة STAS ODS‏ مصفوفة قطرية 28 تقع 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 على قطرها. 


(\) A 


Ye‏ ال حبر الخطي وتطبيقاته 


نسمّي 5 «مصفوفة المتجهات CASI‏ و A‏ «(مصفوفة القيم الذاتية»! = مستخدمين لامبدا 
كبيرة OY‏ لامبدا الصغيرة تل القيم الذاتية على القطر . 
البرهان : لنضع المتّتجهات الذاتية :د أعمدة للمصفوفة 5 ولنحسب AS lit!‏ باستخدام 


AS =A = AX] جل‎ Xa - E: 


Xj A> psy Xn 














تقوم الخطة على تفريق المصفوفة الأخيرة الى جداء مختلف LE‏ عن السابق : 
Ài‏ 
ا Xa a‏ ديم AX‏ 














نعتبر ذلك تمرينا لضرب المصفوفات» من الضروري المحافظة على الترتيب 
الصحيح لهاتين المصفوفتين. إذا وقعت ۸ قبل 5 Vy‏ من أن تقع بعدهاء فإن على M‏ 
أن تضرب عناصر السطر الأوّل» في Toe‏ نريدها أن تظهر في العمود الأوّل. في 
الواقع لدينا الجداء الصحيح SA‏ لذلك يكون : | | 


(¥) A=SAS? ,\ sS'AS =A, أو‎ AS =SA 





المصفوفة 5 قابلة للعكس وذلك لأن أعمدتها المتجهات الذاتية التى فرضت 
سنضيف أربع ملاحظات قبل أن نعطي أمثلة وتطبيقات . 
ملاحظة - ١‏ إذا لم يكن للمصفوفة قيم ذاتية مضاعفة - الأعداد ,,1.,.....3مختلفة فيما 


iw 





بستهاء فإن التجهات الذاتية تكون بضورة آلية مستقلة Lhe‏ (انظر 0 د أدناه) . لذلكء 


فان كل مصفوفة ذات قيم ذاتية مختلفة» قابلة للتقطير . 
ملاحظة - ۲ المصفوفة المقطرة 5 ليست وحيدة . أولاً يكن ضرب أي متّجه ذاتى × 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية vo‏ 


بثابت فينتج ذلك متّجهاً ذاتيّاً.. لذاء يمكننا أن نضرب أعمدة 5 بأي ثوابت غير صفرية 
لنحصل على مصفوفة مقطرة جديدة . القيم الذاتية المضاعفة تعطي أيضاً حريّة أكبر ء 
فمن أجل المثال التافه 4-7 » كل مصفوفة 5 قابلة للعكس تقوم بذلك : Lisle S 'IS‏ 
مصفوفة قطرية (المصفوفة القطرية هنا هي 1 ذاتها). ينتج عن ذلك أن أي متجه يصلح 
متجها tls‏ لمصفوفة المطابقة . 
ملاحظة Y-‏ المعادلة AS =SA‏ صحيحة إذا كانت أعمدة ؟ المتجهات الذاتية للمصفوفة 
هو لايصلح غير ذلك . مصفوفات أخرى 5قد لا تنتج مصفوفة قطرية۸. يكمن 
السبب فى طريقة ضرب المصفوفات. لنفرض أن العمود الأول من 5 متجه ما cy‏ 
فيكون العمود الأول من 54 هو diy‏ . إذا كان على هذا all‏ أن يتطابق مع العمود 
الأول من AS‏ الذى هو Ay‏ وفق ضرب المصفوفات» Op‏ ر يجب أن يكون متّجهاً 
ذاتياً: Ay say‏ . بالفعل» الترتيب الذي تظهر به المتجهات الذاتية في 5 هو الترتيب 
ذاته للقيم الذاتية فى ۸ . 
ملاحظة - ٤‏ ليس لكل مصفوفة ۸ من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً» لذاء ليست 
كل مصفوفة قابلة للتقطير . المثال المعتاد المصفوفة معيبة» هو : 
a-fo]‏ 
فيمتاها الذاتيتان 0 -3 =۸ (BV‏ مثلثية بأصفار على قطرها : 
2= | ار det (A-AaL) - A‏ 
إذا كان × متجهاً ذاتياً فان عليه أن يحقق : 


[dole={o]‏ أ و 


رغم أن A=0‏ قيمة ذاتية مزدوجة - مضاعفتها ا جبرية ١‏ - فان لها فضاء متجهات 
ذاتية ذا بعد يساوي الواحد . المضاعفة الهندسية لهذه القيمة الذاتية تساوى الواحد- 








T = 


۳۷٦‏ الجبر الخطي وتطسقاته 


يوجد فقط متجه ذاتى واحد مستقل- ولا يمكننا تكوين £ . (المضاعفة الهندسية لقيمة 
ذاتية هي عدد أبعاد الفضاء الذاتي المرافق لهذه القيمة) . 

هناك برهان آخر أكثر مباشرة لكون 4 غير قابلة للتقطير . لما كان 24=0= ,فان 
A‏ ستكون المصفوفة الصفرية. فاذا كان 45-0 5 وإذا ضربنا من اليسار بك ومن 
اليمين ب !”5 » فاننا نستنتج أن 4-0 . ولا كانت 4 لاتساوي الصفر فان هذا التناقض 
يثبت آنه لا توجد مصفوفة 5 تؤدّى الى STAS =A‏ 

نأمل أن لا يكون هذا ee JUN‏ ليس فشل التقطير نتيجة للقيم الذاتية 
الصفرية. المصفوفتان: 


غير قابلتين للتقطير رغم أن قيمهما الذاتية هي 3,3 و 1,1 . المسألة هي قلّة المتجهات 
الذاتية- الضرورية لتكوين S‏ يحتاج ذلك إلى تأكيد : 
قابليّة التقطير gles‏ متّجهات الذاتية . 
قابلية العكس تتعلّق بالقيم الذاتية . 

ليس هناك علاقة بين LG‏ التقطير (المتجهات الذاتية مستقلة) وقابلية العكس 
Y)‏ توجد قيم ذاتية صفرية). الاشارة الوحيدة التي SE‏ من القيم الذاتية هي : يكن 
للتقطي ر أن يفشل » فقط » إذا وجدت قيم ذاتية مكرّرة . ومع ذلك» لن يكون ذلك 
دائما. - للمصفوفة 1= A‏ القيم الذاتية المكررة 1.1....1 ولكنّهما بالصورة القطرية 
بصورة مسبقة! لا يوجد» في هذه الحالة 6 نقص في المتجهات الذاتية . الاختبار هو 
التحفق» من كل قيمة ذاتية مكررة م مرة» ما lal‏ كان يقابلها م من المتجهات الذاتية 
المستقلة- بقول آخر » إذا كان للمصفوفة 4-21 الرتبة م-2 . 

لاتمام هذه الحلقة من الأفكار علينا أن نبرهن النظرية المفيدة التالية : 

6د إذا قابلت المتجهات الذاتية غير الصفرية »...× Lad‏ ذاتية مختلفة Ly peen Ap‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية VV‏ 


فان هذه المتجهات الذاتية مستقلة Lbs‏ 

+< 2 وان تركيباً ما الوب يساوي العف‎ ok 2 أن‎ Use a 
لنطرح جداء المعادلة السابقة‎ . ٥۸×1 + ر۸‎ × = Oded «Add troll 0لنضر ت‎ 
: فيختفى من هذه المعادلة المتجه يد‎ A, د‎ 

cı (A - A2 )X) =0. 

U‏ كان Aer,‏ ۶0ب فمن الضروري أن يكون 0= بصورة مشابهة نجد أن 
0 -,©» وينتج عن ذلك أن المتجهين مستقلان؛ لايو جد سوى الت ركيب التافه يساوي 
الصفر . 

يمكن تمديد هذه الطريقة ذاتها من أجل أى عدد من المتجهات الذاتية : نفرض 
تركيباً Lhe‏ يساوي الصفر» نضرب ب ٠ A‏ نطرح جداء »1 بالتركيب الأصلي› 
فيختفي المتجه +« ويبقى لدينا تركيب للمتجهات ...× يساوي الصفر. بتكرار 
هذه الخطوات ذاتها gh)‏ باستخدام طريقة الاستقراء الرياضي). ge‏ أخيراً بمضاعف 
J‏ :د يساوي الصفر . إن ذلك يو جب أن يكون Toe.‏ وفى النهاية . نجد أن كل 20 . 
SU‏ فان المتجهات الذاتية التي تنتج عن قيم 2513 مختلفة هى متجهات مستقلة 


تش افر 


إذا كان لمصفوفة ۸ من القيم الذاتية المختلفة فإنها قابلة للتقطير . هذه حالة 
فوؤجية: 


أمثلة للتقطير : 

نعود الى النقطة الرئيسية لهذا البند التي كانت STAS=A‏ . مصفوفة المتجهات 
الذاتية 5 تحول المصفوفة الأصلية SA‏ مصفوفة القيم الذاتية 4 - التى هى مصفوفة 
قطرية . يمكن أن يظهر ذلك بالاسقاط والدوران. 
مثال - ١‏ مصفوفة الاسقاط =4 مصفوفة القيم الذاتية | ۾ A -|i‏ المتجهات 


—= | يمع | ra‏ 
lage‏ باح | نعم 
AR)‏ ڪڪ ڪڪ 


VA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الذائية الى حمسي هق قريب تذهب لتشغل أعمدة sn)‏ 


I | Pasa p‏ ا 
asesa-[! 2]‏ و |1!]-: 


SAS - 4 المعادلة الأخيرة بومضة عين. وهكذا‎ Gad 
: مثال - ۲ القيم الذاتية ذاتها غير واضحة فى مصفوفة دوران‎ 


det(K-Al) = A” + [ =| 3 


تدور هذه المصفوفة المستوى ٩۰‏ كيف يكن لمتّجه أن يدور ولا war‏ اتجاهه؟ 
ch al‏ هذا غير ممكن-باستثناء ا مجه الصفري غير المستخدم . لكن» BY‏ من وجود 
قيم ذاتية ولا بد أن نكون قادرين على حل المعادلة .du/dr=ku‏ لكثيرة الحدود المميزة 
62241 أيضاًء جذران- لكتهما غير حقيقيين . 

E)‏ تدرك المخرج من هذا المأزق. القيمتان الذاتيتان للمصفوفة × عددان 
تخيليان هما =1 و4--322. المتجهان الذاتيّان» Lal‏ غير حقيقيين. لسبب ماء 
بدوران قدره 04٠‏ بضرب هذان المتتجهان بأحد العددين : أو + : 














K-D =|} 8 ‘| |‏ وو TH‏ 
aofi] «mel! “EI‏ 
القيمتان الذاتيتان مختلفتان» وتخبليتان المتجهان الذاتيان مستقلان. إنهما 





ssa د |؟‎ sefi i 


=i 4 


ملاحظة: لقد واجهنا واقعاً لا مفر منه» وهو أن الأعداد الم ركبة تحتاجهاء Lal‏ 
المصفوفات الحقيقية . . إذا وجد عدد قليل ' من القيم الذاتية الحقيقية › فإنه يو جد n Logo‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۷۹ 


من القيم الذاتية المركبة . (المركبة تحوي الحقيقية» عندما يكون الجزء التخيّلي صفراً) . 
إذا وجد عدد قليل من المتجهات الذاتية في الفضاء R?‏ أو في R”‏ فاننا ننظر في 7© أو 
cC"‏ يحوي الفضاء ”© جميع متجهات الأعمدة التي مركباتها مركبة » وسيكون لها 
تعاريف جديدة للطول والجداء الداخلي والتعامد. لكنه ليس أكثر صعوبة من R"‏ 
وسنقدم في البند )0 - 0( تحويلاً سهلا إلى الحالة المركبة . 


القوة والحداء AB yA‘:‏ 
هناك وضعية أخرى يكون فيها الحساب سهلا. لنفرض أننا قد وجدنا القيم 





ونضرب مرة ثانية ب ۸: 
x =A Ax =AAx =2 x‏ م )۳( 
لذاء فإن 27 هي قيمة ذاتية ل ۸ بالإضافة إلى أن المتجه SIU‏ نفسه . إذا لم يغير 
الضرب الأول اتجاه x‏ فإن الضرب الثاني كذلك . 
الأمر ذاته يحصل من أجل التقطير . إذا كان =A‏ 458" 5.» لذا بتربيع الطرفين 
بحل : 
دوقي S"A*S =A? A EASE‏ 
تقطر المصفوفة A?‏ بالمصفوفة 5 ذاتها وذلك OY‏ المتجهات الذاتية لم تتغير . القيم 
easy ESL‏ 
يستمر ذلك صحيحاً من أجل أي قوة AS‏ 
ه ه القيم الذاتية ANS‏ هي ,2 , ... ,21 إنها القوة ذات الأس k‏ لقيم A‏ الذاتية . يبقى 
كل متجه ذاتي ل ۸ متجهاً ذاتياً AKI‏ وإذا كانت 5 تقطر 4 فإنها تقطر ‘Lala’‏ 
A“ = SASS AS) ... SAS) =S AÏS.‏ )£( 


eE‏ تلغى 5 عدا S'‏ الأولى و 5 الأخيرة. 


YA.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كانت A‏ قابلة للعكس. Old‏ هذه القاعدة تطبق على المعكوس (القوة هنا 
هي (K=-1‏ . القيم الذاتية ل "4 هي 1⁄٨:‏ . يكن أن يرى ذلك من دون تقطير : 

إذا كان =Ax‏ عم Ob‏ جر“ مهع-» و 4= x‏ 
مال : إذا كانت × دوراناً بمقدار KOLA‏ دوران بمقدار ۱۸۰ وإن "× دوران مقدار 


ت 


القيمتان الذاتيتان هما c-i gi‏ مربعاهما 1- و 1-؛ مقلوباهما Wi=-i‏ و = (-)/1 
Kei‏ أن تصل إلى K?‏ ء التى تمقل ذورة كاملة جقدار opga‏ 


t بن‎ Viel awe 70 
|= وكذلك‎ K =|, | |. 


4 
iks 0 (i) 0 1 





القوة1 = وهی دوران قدره ٠١‏ إنها المطابقة . 

ننتقل SOV)‏ جداء مصفوفتين ونتساءل حول القيم الذاتية SHE d) ABS‏ 
جداً أن نجرب المحاكمات ذاتها فى محاولة لبرهان ما ليس صحيحاً بصورة عامة . 
إذا كانت ۸ قيمة ذاتية للمصفوفة 4 و بر قيمة ذاتية للمصفوفة 8 » فهناك برهان خاطء 
لكون pA‏ قيمة ذاتية للجداء 48 : 

ABx =A [ix = Ax = [Ax 

يكمن الخطأ بفرض أن للمصفوفتين ۸4 المتجه الذاتى x‏ نفسه . بصورة عامة - 

هذا غير واقع . يمكننا أن نجد مصفوفتين قيمهما الذاتية أصفار بينما إحدى القيم الذاتية 


للجداء هی 1= ۸ : 
LE‏ | © 83218[ 
aB =|) AE}‏ 
المتجهان الذاتيان لهاتين المصفوفتين مختلفان تماماً» إنهما غو ذجيتان . للسبب 
ذاته » ليس للقيم الذاتية للمصفوفة 8 + 4 علاقة البتة مع لإ A+‏ 


هذا البرهان الخاطئ يتطلب الصحيح . إذا كان للمصفوفتين المتجه الذاتى نفسه : 
ob‏ القيمتين الذاتيتين المقابلتين تُضرب إحداهما بالأخرى وتكون ۸ قيمة ذاتية 
ل 48.. لكن» هناك أمر أكثر أهمية. هناك طريقة سهلة لتمييز الحالة التي تكون فيها 
المصفوفتان 8.4 مشت ر كتين بمجموعة المتجهات الذاتية» وهي مسألة أساسية فى ميكانيك 
الكم : 

0 و إذا كانت كل من BA‏ قابلة للتقطير » فإنهما يشت ركان بمصفوفة المتجهات الذاتية 5 

إذا وإذاء فقط » كان 84 = 48. 

البرهان : إذا كانت المصفوفة S‏ ذاتها تقطر المصفوفتين معاً B=SA,S'‏ 

: يمكننا أن نضرب هاتين العلاقتين بترتيبين مختلفين‎ CA = SAIS و‎ 
BA =S S SAS" =SA A/S" وق‎ AB=SA S SAS" =SA,A,S"' 

. ۸8 = 8۸ JF (Oly bd (مصفوفتان‎ A A, = ۸2۸, لما كان‎ 

في الاتجاه المعاكس e‏ نفرض أن 84 .AB=‏ ننطلق من Ax =Ax‏ ونجد : 

ABx = BAx د‎ B àx = ABx 
يشت ركان بالقيمة الذاتية 2(وإلا‎ A متجه ذاتي للمصفوفة‎ Be من × و‎ AS لذاء فإن‎ 
مختلفة - لحميع الفضاءات‎ A J إذا فرضنا للملاءمة» أن القيم الذاتية‎ (Bx =0 فإن‎ 
يجب أن يكون مضاعفا ل ×. بقول آخر × أحد المتجهاث‎ Br الذاتية بعد واحد - فإن‎ 
. الذاتية ل 8 مثلما هو ل 4. إن برهان حالة تكرار القيم الذاتية أطول بقليل‎ 


ملاحظة : في ميكانيك الكم توجد مصفوفات غير قابلة للمبادلة - مثل مصفوفة 
الموضع P‏ ومصفوفة كمية الحركة 0 - التي تقاسي من مبدأ عدم التيقن ل هيسنبرغ 
Heisenberg‏ . إن مصفوفة الموضع متناظرة ومصفوفة كمية الحركة متناظرة تخالفية. 
وتحقق كل منهما العلاقة 1= 05-70 . ينتج مبدأ عدم التيقن مباشرة» من متراجحة 
شوارتز ||« أاااء9 || >دمم) '(©) الواردة في )¥ - ۲) : 


||: =x™x =x? مق‎  مور«‎ > 2\|Qxl|| العم‎ 





TAY 


الجبر الخطي وتطبيقائة 


جداء || ||/|«©|| فى | ||/|«2| - اللذين يمثلان كمية الحركة وأخطاء الموضع. 
عندما تكون دالة الموجه x‏ على الأقل» تساوي + . من المستحيل المحافظة على الخطأين 
صغيرين» وذلك عندما تحاول قياس موضع جزيء فإنك تغير كمية ح ركته . 

في النهاية نصل إلى "5۸5 = A‏ حيث ينتج هذا التحليل عن القيم الذاتية . Lel‏ 
ملائمة SEY‏ قوى cA‏ وإن 4 الأكثر بساطة توضح ذلك . التحليل LU‏ غير مأمون فى 
التربيع . بينما تربيع SAS!‏ محكم . المربع هو 5S"‏ 5۸. المتجهات الذاتية لم تتغير وفيما 
يلى ستحل هذه المتجهات الذاتية معادلات الفروق والمعادلات التفاضلية . 


\-T=6 


تمارين 


فرق المصفوفتين التاليتين وفق SAS?‏ 

| ةر ا أله i; of‏ 

i 3 4= 0|‏ !]2ه | 
أوجد المصفوفة 4 التي قيمتاها الذاتيتان 1 ,4 ومتجهاها الذاتيان| ]| أ 
على الترتيب (إرشاد (A= SAS?‏ 


Bag 
Lil 
Lt A 


واكتب مصفوفتين مقطرتين مختلفتين 5. 

إذا كان لمصفوفة مثلثية عليا من النوع 3 × 3 العناصر القطرية 1,2,7 
كيف يمكنك أن تعرف آنه من الممكن تقطيرها؟ وماهی PA‏ 

أي مصفوفة مما يلى لايمكن تقطيرها؟ 


-2 2 0 2 0 
4 =| 2 a=? H ۸ =| : 


A= 





8 - سيا 
A-—Y¥-0‏ 


١١ مه‎ 
۱۱-۲-۵ 


۱-۲-0 


(أ) إذا كان 42-1 ماهي القيم الذاتية الممكنة للمصفوفة fA‏ 

(ب) إذا كانت A‏ هذه من النوع 2 ×2 وليست 1و 1-» فأوجد أثرها 
ومحددتها. 

(ج) إذا كان السطر الأول (1 -,3) فما هو السطر الثانى؟ 

إذا كانت | 3 4 |= A‏ فأوجد A‏ وذلك بتقطير ۸ . 

نفرض أن A=uv‏ جداء عمود بسطر (مصفوفة Old‏ بعد واحد) . 

(أ) بضرب ۸ في cu‏ برهن أن د متجه ذاتي AS‏ ماهى ۸ ؟ 

(ب) ماهي القيم الذاتية الأخرى (ولاذا)؟ 

(ج) احسب أثر 8-770 بطريقتين» عن طريق مجموع pole‏ القطر 
وعن طريق مجموع القيم الذاتية . 

: نقسه وذلك عتدما‎ SYIABBA بالحساب المباشرء أن ل‎ coy 


ab 
cd 


(qr 


S F 


A= + B= 














استنتج أن 1 = AB -BA‏ مستحيل . (یحدث» فقط» عندما يكون عدد 
الأبعاد مالانهاية) . 

نفرض أن ل 4 القيم الذاتية 4 ,2 ,1 فما هو أثر FA?‏ ماهي محددة F(A)‏ 
إذا كانت القيم الذاتية له هي 1,1,2 فما هو الصحيح ممايلي؟ kei‏ 
تبريراًإذا كان صحيحاً ومثالاً معاكساً إذا كان خاطتاً : 

A (1)‏ قابلة للعكس . 

. قابلة للتقطير‎ A (Y) 

. غير قابلة للتقطير‎ A (Y) 

نفرض أن المتجه الذاتي الوحيد هو مضاعف ل1,0,0)-*» عين الصحيح 
من الخاطئ فيما يلى : 


YAg‏ 21 الخطي وتطبيقاته 


A‏ قابلة للعكس 
AJ‏ قيم ذاتية متكررة 
A‏ غير قابلة للتقطير 

٠۳-۲-٠‏ قطر المصفوفة |4 ;|= 4 وأوجد واحداً من جذورها التربيعية - أي 
مصموفة مثل ۸=۸4. ماهو عدد الحذور التربيعية الموجودة؟ 

1١5-15-5‏ إذاكانت LUA‏ للتقطير » برهن أن محددة A=SAS!‏ هي جداء قيمها 
الذائية . 


i 


. برهن أن أي مصفوفة هي مجموع مصفوفتين غير شاذتين‎ \o-Y-o 


(Y - 0)‏ معادلات الفرق والقوى A*‏ 

ليست معادلات الفروق معروفة مثل المعادلاث التفاضلية ولكن» من الواجب 
أن تكون كذلك . إنها تتقدم بعدد منته من خطوات محدودة بينما تستخدم المعادلات 
التفاضلية عدداً لانهائياً من خطوات لامتناهية في الصغر - مع ذلك» فإن النظريتين 
تبقيان متوازيتين بصورة قاطعة . إن ذلك ماثل للتشابه الكائن بين الحالات المنقطعة 
والمتصلة التي تظهر مراراً في الرياضيات . لعل أفضل توضيح لذلك إعطاء مثال 
لايدخل فيه جبر خطي من السعة en‏ إذ إن النقود فى المصارف ليست سوى أعداد . 

نفرض أنك توظف مبلغ 1000 $ مدة خمس سنوات بربح معدله 6 . إذا كان 
حساب الربح مرة واحدة في العام » فذلك يعني أن رأس JUN‏ سيضرب ب 1.06 ويكون 
۶ 1.06 = ,»۲ . هذه المعادلة معادلة فرق بخطوة واحدة في العام الواحد. إنها تربط 
راس الما ل يعد 1 + #سنة برأسن مال السئة السابقة : بعد تحمس (AN gees‏ سيفن 
المبلغ الأصلي 1000 = Py‏ خمس مرات : 

Pç = ومة(1.06)‎ = (1.06) 1000 = $1338, 


لنفرض OV‏ أن الخطوة الزمنية قد أرجعت إلى شهرء فتكون معادلة الفرق 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Ao‏ 
الجديدة ,125 /06.+1) = ۰۶ وبعد خمس سنوات أي بعد ٠١‏ شھراء A‏ 
دوج _ rra‏ 60 | 06 
الخطوة التالية هي تركيب الربح يوميا : 


i 5.365 
f + 6 | 1000 = $1349.83. 





365 


يُضاف الربح في كل لحظة » لذا تتعطل» عندئذ» معادلة الفرق. يمكنك أن تأمل أن 
سيكون أمامه احتمالان : إما أن يعمد إلى تركيب الربح أكثر فأكثر تواتراً ويجد أن 
النهاية هى : 
8° $1349 = 1000 39م 4 1000 5 9.6 4 1 
e~ 1000 = $1349.87‏ — 000 .+ 
أو يمكنه أن يحول ذلك إلى معادلة تفاضلية هى نهاية معادلة الفروق 


At ربوم . بنقل ,5 إلى الطرف الأيسر والقسمة على خطوة الزمن‎ = )1 + .06 Arp, 





| 5 P = Py 
ap د‎ O6p تقرب‎ Eti R R, 
dt A, 


ا لحل هو ,5 oP )( =e‏ وبعد حمس سنوات» يبلغ ذلك» Laf‏ 1349.87 $ 
يبقى رأس JUI‏ محدوداً» حتى عندما يركب الربح في كل لحظة - الفرق الناتج هو 
اربع سبنتات: فقط . 

لقد اشتمل هذا المثال على معادلة فرق ومعادلة تفاضلية حيث سعت إحداهما 
إلى الأخرى عندما تلاشت الخطوة الزمنية . لكن» يوجد العديد من معادلات الفرق 
التى تبقى قائمة بذاتها . مثالنا التالي ينتج عن متتالية فيبوناتشي الشهيرة : 
Bes‏ 112337 09 


YAN‏ ا اطي وتطبيثانة 


لعلك تللاحظ قاعدة هذه المتتالية : كل عدد فيها يساوي مجموع العددين 
السابقين له 
)\( 

هذه هي معادلة الفروق. تظهر هذه المعادلة في كثير من التطبيقات 
الغريبة حتى استحقت LES‏ خاصاً بها. تنبت الأشواك والأوراق على شكل 
لولبي» وانك تجد Mee‏ على شجرة الزعرور البري والتفاح والبلوط خمس 
نبتات لكل دورتين حول الساق. لشجرة الأجاص ثمان نبتات» لكل ثلاث 
دورات حول الساق . أما من أجل الصفصاف. فالأمر أكثر تعقيداًء إذ تظهر is ٠١‏ 
لكل حمس حلقات . يظهر أن المجلى فى ذلك هو دوار القمر (عباد الشمس) (Scientific‏ 


American, November 1951) T. O’Connell‏ الذى اختارت بذوره نسبة لاتصدق 
)\( 





144/133 = و F \2/F‏ 
كيف يمكننا أن نجد الحد الألفي من متتالية فيبوناتشي بطريقة تختلف عن 
الانطلاق من1 = .0 = Fo‏ والسير قدماً حتى سن SF‏ الهدف هو حل معادلة الفرق 
١ + Fi‏ ,»۴= د+ع# بالقدرة على إرجاعها إلى معادلة ols‏ خطوة واحدة 
SAUK‏ ربعلا . إن ذلك مشابه لتر کیب الربح م1.06 = ,۰۶ الاختلاف الو حيد 
هو أن المجهول هنا سيكون متجهاً والمضروب سيكون مصفوفة A‏ إذا كان : 


ظ اسم 


Uk = F 


3 








(Y)‏ انظر لأجل هذه التطبيقات النباتة كتاب دارسي تومسون D'Arcy Thompson's‏ في النمو 
والشكل )1942 (Cambridge Univ. Press,‏ أو كتاب بيتر ستيتفس Peter Stevens‏ 2 النماذج 
الجميلة في الطبيعة )1974 (Little, Brown,‏ . لقد نشرت مئات من خواص آخر ل ,۴ فی 
Fibonacci’ Quarterly‏ . يظهر أن فيبوناتشي هذا هو الذي حمل الأرقام العربية إلى أوربا 
حوالي عام "٠‏ بعدالمبلاد . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية TAY‏ 


. Fo =F + F, 


7 تضم‎ 
: Pua =F yay 





هذا التحويل حيلة قياسية Doles GY‏ من المرتبة 5 » تركب 1 - تمن المعادلاات 
التافهة المشابهة للمعادلة م۴ = ,»۴ مع المعادلة المفروضة لتكوين نظام ذي خطوة 
واحدة. في متتالية فيبوناتشي» 2 - 5. 

حل معادلة الفرق SAU‏ , »لاسهل . ننطلق من Le guy‏ خطوة واحدة» نجد 
dou) = Au,‏ الخطوة الثانية » »هي :»4 التي هي AP uo‏ - كل خطوة تسبب ضربا 
د 4» وبعك + خطوة يحصل , Lak‏ 

Uy =A u, 9% Hk =A : حل ال معادلة‎ 

المسألة الحقيقية هي إيجاد طريق سريع لحساب القوة AN‏ وبنتيجة ذلك» تحصل 
على العدد الفيبوناتشى الألفى . مفتاح القضية يكمن في القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 
للمصفوفة 4 : 
50 إذا كانت المصفوفة LGA‏ للتقطير SOWA = SAS"‏ 

(Y) uy, =Å u, = BAS TEAS ا‎ BAS Tu, =SA*S in 

last 5 هي المتجهات الذاتية للمصفوفة 4 وبوضع‎ 5 Sati 


C] 


(T3) Uy =SA c= A] wee Ay | zeA, Ti. F PA ie 














Cn | 


الحل هو تركيب «للحلول A al‏ 
bel al‏ هذه القرانين» ad‏ طريقعين مختلفعين Os gi‏ إلى SAN‏ 
ذاتە u,‏ “كلد uy,‏ يقرر القانون الأول أن 4 متطابقة مع Elie ey SAN TS‏ 


التو قف عند هذا الحد . لكن الطريقة الثانية تظهر» بصورة أكثر وضوحاًء توافق ذلك 





YAA‏ الجبر اخطي وتطبيقاته 


مع حل معادلة تفاضلية : Lage‏ عن ا حل الأسي ا خالص ce? rig‏ لدينا هنا قوة 
خالصة ×" Aj‏ النماذج النظامية هي» من جديد» مكونة من المتجهات الذاتية ;× 
التي تضخم في كل خطوة بالقيمة الذاتية :.2. بتركيب هذه الحلول الخاصة بطريقة 
نتفق مع cuo‏ نکتشف» من جدید» الحل الصحيح uy =A GS i‏ 

في أي مثال محدد» مثل معادلة فيبوناتشي » تكون الخطوة الأولى هي إيجاد 
القيم الذاتية : 

4=) 5 detA -AJA 2321 
1 1+ 1/5 ا‎ ies 
2 2 

السطر الثاني في M‏ - ۸هو (۸-,1)» لذاء فإن المتجه الذاتى هو (À, l)‏ يذهب عددا 
فيبوناتشي الأولان0 - Fo‏ و 1= ۴ فی AÈ guo‏ 


hi Ay Pij- sate] 


: 0 |) و‎ = Rind 


=S uy = 
C Hi | 


هذان هما الثابتان فى or‏ دم دع + U sX k =A i Ky‏ كانت المركبة الثانية لكل من 
المتجهين الذاتيين هي 1 ٠‏ فإن ذلك يبقي * :نيه + * =c hi‏ »۴ في المركبة الثانية 
ا 

Mi ۸2 | 


حل = د —— = fy.‏ 


| Levi |’. (1-38) 
Ai - A» A, - A> J5 2 | 2 | 








وهذا هو الجواب الذي نريده. من ناحية اولى» هذا الجواب» Wad‏ مفاجيء» إذ إن 
BEL‏ فيبوناتشى Fean ee + Fy,‏ تعطی (Legs‏ عدداً صحيحاً وقد انتهينا هنا إلى 
كسور وجدور ترسعية . لذاء من الواجب اختصاره» بطريقة ماء وإبقاء عدد صحيح . 
في الحقيقة » لما كان الحد الثاني 5//*[ 2/( ges! | (1 V5‏ جد السك Lethe‏ فمن 


l 


ا e‏ 
طبعاًء هذا العدد كبير جداً والعدد ۴ سيكون أكثر كبراً. من الواضح أن الجزء 
الكسرى سيكون تافهاً. بصورة تامة. أمام الجزء الصحيح ؛ النسبة 1000 [F‏ 1001 #قريبة 
جداً من المقدار 1.618 -2 /( ۷5+ 1)» الذى كان اليونانيون القدماء يسمونه «المتوسط 


Ww Jl‏ عدد 


صحيح إلى | کا 





Fy a /۴» وإن النسبة‎ Ait بقول آخر سيصبح العدد “ية تافهاً مقارنة بالعدد‎ tal 
JAD” PAG تقر جوعن ك‎ 

هذا مثال نموذجي يؤدي إلى قوى | ل !|= 4. إنه يحوي 5/ لأن القيم الذاتية 
تحوي ذلك . إذا اخترنا مثالا آخر فيه القيم الذاتية أعداد صحيحةء فإنه يمكننا أن نركز 
اهتمامنا على بساطة الحساب - بعد أن نقطر المصفوفة : 





“هت ] 2-5 |_ 
"#26 1 "249.6 








تظهر القوتان *6 ,1 في المصفوفة الأخيرة n CAN‏ 
من أجل معادلة الفرق .4:2 - cupp‏ نؤكد على النقطة الرئيسية . إذا كان × 
أحد المتجفات الذاتية فان : 
أحد ا حلول ال ممكنة هو ua =X Uj =Ax, uy =A°x,...‏ 
عندما يحدث أن القيمة الابتتدائية مساوية لمتجه ذاتي» فإن ذلك هو الحل : 
د *.ة - »» بصورة odole‏ ليس متجها متجهاً Ltd‏ . لكن إذا كان LS gu,‏ لمتجهات ذاتية 
فإن الحل ,نا هو التركيب داته لهد ال اا 


. 1 إن نسبة بعدي المستطيل الممتاز تساوى نسبة 1.618 إلى‎ )١( 


set ra.‏ وی 


6ح Uy =4 Ky +...+¢,A, ao lug =Cpxy + coteta OLS Is]‏ .دور 


(£) 4 C] 
c=S Uy 9 Hy = 


Ay xe By = Nc 














| Ch 
. ننتقل الآن إلى التطبيقات المهمة لمعادلات الفروق - أو قوى المصفوفات‎ 


قضية ماركوف 
يوجد تمرين في الباب الأول يتعلق بالدخول والخروج إلى كاليفورنياء يستحق 
النظر إليه من طرف آخر . لقد كان وفق القاعدة التالية : 
سكائها Ags‏ 
إن ذلك يستدعي معادلة فرق . ننطلق ب cyo‏ عدد السكان الموجودين في الخارج 
وب ى2 علد السكان في الداخل e‏ فيكون علد السكان الموجودين فی الخارج والداخل 
في نهاية العام الأول : 





Yi -|$ 2 Fa j Yi = Ya + 2ه‎ 
Z| I © || Z 2 Zr NG FBS, 








ما لاشك فيه أن هذه المسألة تجري بصورة عفوية ولكنها تتمتع بالخاصتين 
الأساسيتين لقضية ماركوف : العدد الكلى للسكان يبقى ثابتاً ولايمكن لعدد السكان 
في الخارج أو في الداخل أن يصبح سالباً. تنعكس الخاصة الأولى على المصفوفة فيكون 
فعلا» مجموع عنصري كل عمود يساوي الواحد ؛ كما أن كل شخص دخل في العد 
ولم يزد أي شخص في العد أو نسي عدّه . تعكس الخاصة الثانية كون pobe‏ ا مصفوفة 
غير سالبة . مادامت القيمتان الابتدائيتان Zo‏ و م« غير سالبتين» فإن الأمر ذاته سيكون 
صحيح امن أجل Vi‏ و zr‏ © ور و و وهكذا باستمرار. القوى AK‏ جميعها 
غيرسالة. 


شرح» Ya‏ حل معادلة الفرق الخاصة هذه (مستخدمين القانون 
النهاية» 2515 قضية ماركوف» ele iy ee‏ للانطلاق بالحسات» pees les‏ 
الضفوقة: 


4۸S u)‏ ثم ننظر فيما إذا كان عدد السكان يقترب أخيراً من «حالة MEE‏ وفي 


det (A-AI) =A7- 1.70 4.7.‏ 2 م 
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هذان هما الحدان “x‏ :يع + ,×“ eA‏ العامل1 - * ,4 قد اختفى في الحد 
الأول» من السهل أن ترى ماذا يحصل بعد هذه السلسلة الطويلة : يصبح العامل “(7.) 
صغي را lie‏ ويقترب ا حل من حالة نهائية : 








مجموع السكان لايزال ,ج + ٠‏ وهوء LE‏ كما فى البدء» إلا أنه سيكون» في 
النهاية » ثلثا السكان خارج كاليفورنيا والثلث SY‏ داخلها. هذا صحيح مهما كان 
التوزيع الابتدائي! يمكنك أن تتأكد أن هذه ال حالة الثابتة هي » LE‏ التوزيع الذي طلب 
فى التمرين .)175-7-1١(‏ إذا انطلقت السنة ب 2/3 في الخارج و 1/3 في الداخل OLS‏ 


yay‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الأمر يبقى كذلك في النهاية : 











ا حالة الثابتة هي ا متجه الذاتي ل 4 ا مقابل ل 1 =2. يترك الضرب بالمصفوفة A‏ 
الذي ينقلنا من خطوة زمنية إلى الخطوة التي تليهاء Buto‏ 

نلخص نظرية طريقة ماركوف : 
ه ط مصفوفة ماركوف غير سالبة ومجموع pole‏ كل عمود فيها يساوي الواحد. 

(Í)‏ 1 = ۸ قيمة ذاتية 

(ب) متجهها الذاتي ,× غير سالب - وهو حالة ثابتة Ax, =x, OY‏ 

(ج) تحقق بقية القيم الذاتية 1 AIS‏ 

(د) إذا كانت عناصر أي قوة ل 4 موجبة فإن 3,١‏ الأخرى تصغر الواحد. الحل 
اق يتقرب من مضاعف ل ,د - الذي هو الحالة الثابتة Uo,‏ 

لويجاد مضاعف x)‏ الحقيقي e‏ استخدم حقيقة كون عدد الأهالي الكلي ثابتاً . إذا 
Oly‏ كاليفورنيا بكون ال 90 مليوناً فرد كلهم في الخارج» فإنها تنتهي ب 60 مليوناً في 
الخارج و30 مليوناً في الداخل وتنتهي e‏ أيضاً إلى الحال ذاته فيما اذا كان جميع السكان 
)4° مليوناً) فى الداخل عند البدء . 

نريد أن نلاحظ أن بعض المؤلفين يتعامل مع ' 4 وكون مجموع الأسطر يساوي 
الواحد. 
ملاحظة : لقد كان وصفنا لطريقة ماركوف محددآ تماما . يتحرك الأهالي بنسب ثابتة . 
لكن إذا نظرنا إلى شخص بمفرده» فإنه يمكن لقواعد الحركة أن تعطي تفسيراً احتمالياً. 
إذا كان الفرد خارج كاليفورنياء فإن احتمال تحركه إلى الداخل هو 1/10. وإذا كان فى 
الداخل» فإن احتمال خروجه هو 2/10. تصبح > aS‏ حادثة عشوائية وتسمى المصفوفة 
التي تتحكم بذلك مصفوفة انتقال . لايمكنناء أبداًء أن نعرف أين هو لكن» في كل 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية rar‏ 


عام» تعين مركبتا u -4* uo‏ احتمال وجوده في الخارج واحتمال وجوده في 
الداخل . يساوي مجموع هذين الاحتمالين الواحد - إنه موجود في مكان ما - ولا 
يكونا أبداً سالبين. إن ذلك يُعيدنا إلى الخاصتين الأساسيتين لمصفوفة الانتقال : مجموع 
عناصر كل عمود يساوي الواحد ولا يوجد أي عنصر سالب . 

النقطة الأساسية في النظرية هي معرفة SU‏ 1 =۸ هي دائماً قيمة ذاتية» ولماذا 
متجهها الذاتى حالة ثابتة . من السهل تفسير النقطة الأولى . مجموع عناصر أي عمود 
من 1- 4 يساوي 1-1-0 . لذاء فإن مجموع أسطر A -I‏ يساوي السطر الصفري» LEl‏ 
فر ahi‏ تخطياء ote] A, = OLGA‏ مها A‏ بامطتام Kole SV‏ 
جا یب » فى النهاية من المتجه الذاتي المقابل. يقتضى ذلك القانون 
و" امسن ee r‏ الذي لايحوي أي قيمة ذاتية يمكنها أن تزيد على 
الواحد . (وإلا فإن الاحتمالات »» ستزداد بسرعة كبيرة مثل أعداد فيبوناتشي . ) إذا 
كانت بقية القيم الذاتية أصغر بصورة دقيقة من 1= ,2 e‏ فإن الحد الأول من 
dine‏ سيقو Linge‏ افا 58 eo Wl ty‏ تسى تحور الهو و 
Filly‏ ;4 فب a:‏ 

إن ذلك مثال لواحد من المواضيع الأساسية في هذا الباب. بمعرفة معلومات 
حول glee tem gl cA‏ فاك حول ped‏ الذاتية ‏ هنا وعدا 1 = Amar‏ 

هناك فرق واضح بين أعداد فيبوناتشى وقضايا ماركوف ؛ تزداد الأعداد Fy‏ 
كثيراً بينما يقع أي احتمال» بالتعريف› بين الصفر والواحد. إن معادلة فيبوناتشي 
غير مستقرة وكذلك حال معادلة الربح المركب ,1.068 = ,»م حيث يزداد رأس JUI‏ 
باستمرار . إذا تناقصت احتمالات ماركوف نحو الصفرء فإن ذلك يعني أن تلك المعادلة 





(١)إذادخل‏ كل شخص في الخارج وخرج كل شخص في الداخل» فإن وضع JOY‏ ينعكس في 
كل سنة ولن يكون هناك حالة ثابتة . مصفوفة الانتقال هى | | "|= 4و 1- قيمة ذاتية مثل -+l‏ 


الأمر الذي لايمكن حدوثه إذا كان جميع 0 > ر . 











vat‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مستقرة؛ لكنها ليست كذلك لأنه» فى كل مرحلة» يكون مجموعهامساوياً 
الواحد. لذلك» تكون قضية ماركوف مستقرة حيادياً . 

لنفرض OY!‏ أن لدينا معادلة فرق »4= Glyuk,‏ نريد دراسة سلوكها 
عندماءهء م ok‏ نفرض أنه يكن تقطير A‏ فيكون الحل »» تركيبا للحلول 
ee‏ 

i = SAS ig RENE Eas ERR 

تتحكم العوامل “ :7 بتزايد »» . لذاء OP‏ الاستقرار يتعلق بالقيم الذاتية . 
ô‏ ي تكون معادلة الفرق Au,‏ = ربس 

مستقرة إذا كانت جميع قيمها الذاتية محققة 1 > 21| 

مستقرة حيادياً إذا حققت بعض القيم الذاتية ١‏ -3:1ا والبقية 1< -١,3افى‏ 
الحالة المستقرة تتقارب القوة *4 من الصفر . لذاء وكذلك حل »۸= uy‏ 

غير مستقرة إذا كانت واحدة على الأقل» من القيم الذاتية متحقق 1 > 1ب | 
مثال المصفوفة : 


0 
0 


4 
A = l 
لا‎ 








حتماً مستقرة؛ قيمتاها الذاتيتان 1/2 ,0 واقعتان على القطر الرئيسى وذلك SY‏ 
A‏ مثلثية . إذا انطلقتا من أي متجه ابتدائى u,‏ واتبعنا القاعدة ,»4 - uy)‏ فإن على 
ا لحل أن يتقرب في النهاية من الصفر : 


j = 


يكنك أن تلاحظ كيف تتحكم القيمة الذاتية الكبرى 1/2 =۸ بالاضمحلال؛ 
بعد الخطوة الأولى» يساوي كل متجه »» نصف الذي يسبقه . التأثير الحقيقى للخطوة 
الأولى هو تجزئة Su,‏ المنجهين الذاتيين للمصفوفة 4: 


| = to] ست‎ 


| 
| 
8 





3 Uz = 























Es 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Yao‏ 


HED 


وإبادة المتجه الذاتي الثاني (المتعلق ب 0 (A=‏ يضرب المتجه الذاتي الأول ب ٠=‏ 
2 فی كل خطوة . 


المصفوفات الموجبة وتطبيقات : 
بتطوير أفكار ماركوف» يمكننا أن نجد منجم ذهب صغير (اختياري بصورة تامة) 
من تطبيقات المصفوفات على الاقتصاد . 
مثال - ١‏ مصفوفة الداخل - الخارج لليونتيف Leontief‏ 
إن ذلك أحد الإنجازات الكبيرة فى الاقتصاد الرياضي . لتوضيح ذلك» ننشئ 
مصفوفة الاستهلاك - حيث ره تعطى مقدار الإنتاج زالذي يحتاج لإيجاد وحدة من 
الانتاج 1 








السؤال الأول هو : هل يمكننا إنتاج ,«وحدة من الصلب و ر وحدة من الطعام 
و ««روحدة عمل؟ العمل كمايلى» علينا أن ننطلق بمقادير كبيرة OVP) Pa P3‏ قسماً 
من الإنتاج يستهلكه الإنتاج AND‏ المقدار المستهلك هو م4 ويبقى cli)‏ صاف هو - م 
Ap‏ 

مسألة : يطلب إيجاذ متجه وبحيث يكون P= -AY y glp-Apay‏ 

من حيث المظهر » علينا أن نتساءل ما إذا كانت المصفوفة -A‏ قابلة للعكس . 
لكنء لهذه المسألة شرط إضافي» ذلك أن الطلب والإنتاج y‏ , مغير سالبين. وبما أن 
مهو ر"( 4 )؛ فإن السؤال الحقيقى هو حول المصفوفة التي تضرب y‏ 

متى تكون المصفوفة I-A)’‏ غير سالية؟ 


بصورة تقريبية» لايمكن ل 4 أن تكون كبيرة . إذا استهلك الإنتاج كثيراً فلن يبقى شىء 
من الإنتاج . مفتاح القضية هو في كبر القيمة الذاتية .2 للمصفوفة 4 التي يجب أن 
تكون أصغر من 1 : 

إذا كانت 1<1 فإن I-A)‏ لاعكن أن تكون غير ستالية: 

إذا كانت 1= ,۸ (I-A) OP‏ غير موجودة» 

إذا كانت 1 A>‏ فإن (A)‏ هي مجموع مصفوفات غير سالبة . 
| )0( 
في المثال دي النوع ۰3×3 كانت 9- ,( والخارج يزيد عن الداخل . والونتاج يزداد . 

من السهل إثبات ذلك» بعد معرفة الحقيقة الأساسية المتعلقة بالمصفوفات غير 

السالبة مثل 4: ليس e‏ فقط » أكبر قيمة ذاتية موجبة بل المتجه الذاتي :د كذلك . لذاء 
فإن للمصفوفة '(7-4) axill‏ الذاتي ذاته ويقابل القيمة الذاتية (,3- 1/)1. 

Ay Cul 13}‏ أكبرهن Cael ll‏ فإ ن العده الأخير سيكون ساليا. عتديل: سكين 
للمصفوفة '(7-4) المتجه الذاتى الموجب ,« عوضاً عن المتجه السالب A)‏ 1)/*. 
في هذه A? Al‏ غير سالبة بالتأكيد. إذا كانت 1 = OW A,‏ 1-4 شاذة . الحالة 
الإنتاجية الصحية هي 1 <,3 » حيث تسعى قوى 4 إلى الصفر (استقرار) وتتقارب 
المتسلسلة ... + 4 + 1+4. إذا ضربنا هذه المتسلسلة ب 7-4» فإنه يبقى لدينا مصفوفة 





الوحدة - جميع قوى A‏ تختصر - IU‏ فإن GAY‏ تساوي مجموع مصفوفات غير 


E A. i : 02 
, و‎ | = = 
ويكون الاقتصاد خاسرا‎ A, 2 , 4 ظ‎ 0 | J 








å sel leat” a A آل‎ jy ج‎ a 2 
شيء‎ JS ويمكننا انتاج‎ ۸ = - .4- | 5 


E Th و ۾‎ | Mel (I-A)! فتان‎ giall 
حقيقية من‎ ls gles إلى ان > يجاد غموذج يستخدم‎ Laeontief تهدف فكرة ليو نتف‎ 





القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ذلا 


اقتصاد حقيقي ؛ يحوي جدول الولايات المتحدة لعام ۱۹۵۸ AY ca‏ صناعة ارسلت 
كل واحدة منها (oles J ptm)‏ للاستهلاك والإنتاج. تمتدالنظرية إلى Jools‏ 
AY!‏ » لتقرر الأسعار الطبيعية ومسائل تتعلق بالوضع الأمثل . عادة» العمل حاجة 
محدودة يجب جعله من النهاية الصغرى . طبعاًء الاقتصاد ليس دوماً خطياً. 


مثال Y‏ الأسعار من غوذج داخل - خارج مغلق . 
يدعى النموذج مغلقاً فيما إذا كان يستهلك كل ماينتج . لايغادر النظام أي شيء . 

فى هذه الحالة» تعود المصفوفة 4 إلى مصفوفة ماركوف . مجموع عناص ركل عمود 
يساوي الواحد - يمكننا أن نتكلم عن قيم الصلب والطعام والعمل» عوضاً عن 
الوحدان. يمثل المتجه 7 الأسعار عوضاً عن مستويات الانتاج . 

لتفرض أن oP,‏ هو مجه الأسغار. لذا فإن.هةيضرب الأسعار بالكميات 
ليعطي قيمة كل إنتاح . هذه مجموعة جديدة للأسعار يستخدمها النظام من أجل 
المجموعة التالية للقيم ,4:7.. المسألة هي ماإذا كانت هذه الأسعار تسعى إلى التوازن . 
هل توجد أسعار مثل م4 = م وهل يقودنا النظام إلى ذلك؟ 

إنك تعرف أن م (غير سالب) كمتجه ذاتي لمصفوفة ماركوف A‏ - يقابل القيمة 
الذاتية 1= ۸. إنه الحالة الثابتة Vom‏ وتتقرب من أى نقطة .p, GAI‏ يتعلق الاقتصاد 
بما يلى» عندما تتكرر المعاملة مراراً عديدة فإن السعر يسعى إلى الاستقرار . 

لإتمام ذلك» نعطي شرحاً سريعاً للخواص الأساسية لمصفوفة موجبة - يجب 
أن لاتخلط مع المصفوفة المعرفة إيجابياً التي هي متناظرة وقيمتها الذاتية موجبة. هنا 
تكون جميع العناصر dj‏ موجبة . 
٥‏ ك أكبر قيمة ذاتية .۸ لمصفوفة موجبة» هى حقيقية وموجبة» وكذلك الأمر من أجل 
atl OLS ys‏ الداتي 57 
البرهان : لنفرض 0< 4. الفكرة الأساسية هي أن ننظر في كل عدد ۲ بحيث يكون A‏ 


gh ne ۳۹۸‏ وتطبيقات 


×< × من أجل متجه غير سالب ( غير 0-*) . لقد استخدمنا التراجح فى < Ax‏ 
x‏ لهدف الحصول على ترشيحات كثيرة ل ۲. من أجل أكبر القيم Emar‏ (التى وصل 
إليها)» نريد أن نبرهن أن المساواة الصحيحة : AX - ay X‏ 

إذا لم تكن Ax 21 mat‏ مساواة» Awe pe‏ سبب کول A‏ موجمة » فإن ذلك 
يؤدى 9 متر اجحة بالمعنى الدقيق م >Í‏ دك 4. لذاء dock) Ol‏ الو جب y =Ax‏ 
يحقق Y‏ م ؛ < max Oly AY‏ + يكن أن يكون متزايداً . هذا التناقض يفرض المساواة 
ديرم - CAE‏ ويكون لدينا قيمة ذاتية . متجهها الذاتى pox‏ جب وذلك لأن ×4 الموجود 
فى الطرف الأيسر للمساواة› «Ladin‏ مو am‏ + 

لرؤية أنه لاتوجد قيمة ذاتية يكن أن تكون أكبر من et max‏ نفرض جة - Le Az‏ 
أنه كن 2545 أن تحويا أغدادا سالبة gf‏ هر OS‏ فإتنا تا خذ القيمة الطلقة: 
USA Izi‏ ها د ١3]‏ اسهاداً إلى cod‏ اجحة المكلتك»:1 12 هذه لست سالية 
لذاء فإن IAT‏ هي إحدى المرشحات الممكنة ل :. أي IAL OT‏ لايمكنها أن تزيد على 
nas‏ ۶= الى يجب أن تكون أكبر قيمة ذاتية : 

هذه هى نظرية O59 ya‏ فروبيئبوس Perron Frobinius‏ المتعلقة بالملصفوفات 
الموجبة وهي واحدة من أكثر النظريات استخداماً في الاقتصاد الرياضي . 
مثال ۳ نموذج فون نيومان Von Neunann‏ لاقتصاد تام : 

نعود إلى المصفوفة ۸4ذات النوع 3*3 التى أعطت استهلاك الصلب والطعام 
والعمل . إذا كان الخارج ,1. fi‏ ١ء‏ فإن الداخل المطلوب هو : 








A ls‏ 0 كا 
uo =| 0 1 BIA (SA‏ 
fF sh dds‏ 3 


فى الاقتصاد. تكون معادلة الفرق تراجعية! Ld pe‏ عن Cree (Hu, =A‏ 


= فإن الونتاج لايستهلك كل شىء‎ (OY! (كماهى‎ ô pane A ادا كانت‎ uo SAN, 
والاقتصاد ينمو.‎ 


تتحكم القيم الذاتية ل A?‏ بهذا النمو. لكن» مرة أخرى» يوجد التفاف نحو 
غير السالب لأنه لايمكن للصلب والطعام والعمل أن يظهرا بكميات سالبة. تساءل 
فون نيومان عن المعدل الأعظمي ١‏ الذي يكون الاقتصاد من أجله نامياً ويبقى غير 
سالب» يعنى أن 0 < ,»< ». 

تتطلب هذه المسألة أن يكون u‏ 14 < ,». إنها تشبه نظرية بيرون - فروبينيوس 
حيث تقع 4 فى الطرف الآخر . «pW LS‏ تتحقق المساواةء فقط ¢ عندما f‏ تبلغ l max‏ 
التي هي القيمة الذاتية المرافقة للمتجه الذاتي ال موجب للمصفوفة ' 4.. في هذا المثال» 
فإن عامل النمو هو 10/9 : 


























| 5 0.9 3 || ل 40 
قاسم و تد | 45 =5 || 3 OA‏ |= عدم 
oF al LS 45 | 10 5 |‏ 


إذا تناسبت انتاجات الصلب - الطعام - العمل مع )0 » 0 » )١‏ فإن الاقتصاد 
ينمو بسرعة ماأمكن . معدل النمو الأعظمي هو Why‏ 


تمارين 


AA A A من أجل عصقوفة قيبوناتشى.إلم إ |= ۸ اقب‎ r 
A'® (باستخدام النص) أوجد‎ 
(ب) أوجد "81 [2! ,]=8 إذاكانت‎ 

وعم لنفرض أن فيبوناتشى قد انطلق بمتتاليته با لحدین 3 = و ۴و 1 د 8 tag‏ 
ثم» اتبع القاعدة نفسها »۴ + Fee = Frei‏ أوجد المتجه الابتدائي 
الجديد .» والمعامل altel gc - 5 u, LAH‏ فيبوناتشي الجديدة . برهن 
أن النسبة »۴/ , ,»۴ متقاربة نحو المتوسط الذهبى . 

Tya‏ إذا كان كل هده هو مقوسط العدةين اللتين يسعقاتة: 


6ع 


6-7-6 


v-Y-0 


احبر الخطي وتطبيقاته 


Ge)‏ ف (Fier‏ —= د +6 كون المصفوفة A‏ وقم بتقطيرها . إذا انطلقت 
من 12 = 0,6 - Gy O gli do gh 6G.‏ واحسن als‏ خد ما 55ج چ. 
درس بيرناديلى خنفساء تعيش ثلاث سنين» فقطء وتلد فى السنة 
الثالثة». إذا كان احتمال بقاء مواليد الجيل الأول 1/2 ثم الجيل الثاني 
1/3 ثم ينتج من الثالث ست إناث قبل الانتهاء . فالمصفوفة هنا هي : 


0 0 6 
| . 
alg 8 Fi, 
o + 0 
1 


برهن أن (A> =I‏ تابع توزع الخنافس خلال ست سنوات منطلقاً من 
نفرض أن وباء يصيب بالمرض كل شهر نصف الأصحاء ووت ربع 
الذين أصيبوا بالمرض . أوجد الحالة الثابتة لهذه الحالة الخاصة من قضية 
مارگ ق 


ict & Ble وى‎ 
Ty + | | : i | dyk 
3 عع‎ = 0 4 > Sk |. 
Wk + 1 0 0 — [¥ 


اكتب مصفوفة الانتقال ذات النوع 3 × 3 لمقرر في الكيمياء يُدرس في 
شعبتين »ع إذاعلمت أنه في كل أسبوع ينسحب من المقرر ربع مافي الشعبة 
4 وثلث مافى الشعبة 8 وينتقل سدس مافى كل شعبة إلى الشعبة 


الأخرى. 
أوجد القيم النهائية ل œ) 4 Yk‏ جه (kK‏ ,2 إذا كان i‏ 


i, 0 


Year =-By_ + .3 غ2‎ 
يلإك. > رميرج‎ FTE Zo =D. 


4-Y-0 


\«-Y-0o 


a‏ ا 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ١‏ ۶ 


أوجد أيضاً صيغة cx ye‏ من "5۸*5= AK‏ 

(أ) انطلاقاً من الحقيقة : العمود ١‏ + العمود ۲ = ۲ (العمود 7)» أي أن 
الأعمدة مرتبطة خطياًء ماهي إحدى القيم الذاتية ل 4 وماهو المتجه 
الذداتي المقابل؟ 








(ب) أوجد بقية القيم الذاتية ل A‏ 
)+( إذا كان 0 ,10 ,0) = cu,‏ فأوجد نهاية A “u,‏ عندماه ج k‏ 
نفرض أنه توجد ثلاثة مراكز رئيسية لسيارات الشحن التي تؤجر بدون 
سائق . في كل شهرء يذهب نصف الموجود في بوسطن ولوس أنجلوس 
إلى شيكاغو ويبقى النصف الثاني حيث هو موجود» أما السيارات 
الموجودة في شيكاغو فتقسم بالتساوي بين بوسطن ولوس أنجلوس . 
أوجد مصفوفة الانتقال 4 التي هي من النوع 3 3 وأوجد الحالة الثابتة 
ب المقابلة للقسمة الذاتية 1 -.3. 
() في أي مدى ل b, a‏ تقع معادلة طريقة ماركوف التالية؟ 

me Ho -| |‏ | و EI =k =| foe‏ 
(ب) احسب u,‏ 5 “54 - »» من اجل أى قيمتين للعددين „ab‏ 
(ج) تحت أى شرط على العددين (رة يكن ل به أن تتقرب من نهاية 
محدودة عندما هج »» وما هذه النهاية؟ هل المصفوفة A‏ مصفوفة 
ناركوف؟ 
شركة متعددة الجنسيات فى الولايات المتحدة واليابان وأوربا JAB‏ 
موجوداتها ب ٤‏ تريليون. عند الانطلاق؛ كان في الولايات المتحدة 


i 


3 


1-7-8 


\¥-Y-0 


\g-Y-o 


ا حبر الخطي وتطبيقاته 


ترليونان ومثلها في أوربا. فى كل عام» يبقى نصف مال الولايات المتحدة 

في مكانه » ويذهب الربع إلى كل من اليابان وأوربا. بالنسبة OLLU‏ 

المتحدة . 

: أوجد المصفوفة التى تعطى‎ )١( 

US 
J 
E 


(ب) أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل A‏ 

(ج) أوجد التوزيع النهائي للأربعة تريليونات في آخرالعالم . 

(د) أوجد التوزيع في السنة ». 

إذا كانت A‏ مصفوفة ماركوف» برهن أن مجموع مركبات Ax‏ يساوي 
مجموع مركبات ×. استنتج أنه إذا كان ۸= Ax‏ حيث 1غ OPA‏ 
مجموع مركبات المتجه الذاتى يساوي الصفر . 

حل » | }|= =Au‏ به / du‏ ( القيمتان الذاتيتان Cii‏ يدور على دائرة : 





US 
J 


=A 


kat Alaa ته ع‎ 














sint)‏ ,01 )=». نفرض أننا قربنا بمعادلات الفر وق التقدمية والتر اجعية 
gills‏ سطة: 

i SOAR. gl u -u= Au, (Í) 

Mal = (+A) ts أ‎ H 


AFI ملا‎ = AN +1 (ب)‎ 


(I+ LAju, gf way, Ua = Augi +4, (C)‏ (ها =(P-‏ رہ 
أوجد القيم الذاتية 1A).‏ + 4(')0! -0) و "(4 - 0 و ۸4+ 1. SY‏ 


من معادلات الفروق» يبقى JH‏ على دائرة؟ 
ماهى قيمة » فى النظام +w,), Wis] = Qu, + wy)‏ ,= | 7 


التي تؤدي إلى عدم استقرار؟ 


\o-Y-0 


\1-T-0 


ودبيل 


=o‏ ارا 


\4-Y-9o 


وماد ل 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية TS,‏ 


أوجد أكبر القيم ل Nabe‏ تكون من اجلها المصفوفات التالية مستقرة 











بضرب حد بحد» تحقق من أن 1= (... + +A?‏ 4 + 0( 1-4). تمثل هذه 
المتسلسلة اللانهائية ( 4-/)» وهى غير سالبة عندما تكون 4 غير cathy‏ 
شرط أن يكون لها مجموع محدود؛ هذا هو شرط كون1 > Ai‏ اجمع 
هذه المتسلسلة» وحقق أنها تساوي '(4- ) لمصفوفة الاستهلاك : 
O11‏ 


00 1 
000 


A= 








إذا كانت ]2 !| = cA‏ فأوجد القوى SLED A*‏ ذلك (AP‏ وبرهن 
بالتفصيل أن مجموع هذه القوى يتفق مع '(4- /) . 

فسر بالرياضيات أو بالاقتصاد لماذا يوجب تزايد أي عنصر من امصفوفة 
الاستهلاك» 4 تزايد =A,‏ .وى : (ويخفض الاستهلاك) . 

مانهاية كل من المصفوفات التالية عندما -ه ج ۾ (الحالة الثابتة) . 


6 silo] 6اد‎ allt] 2 [4 2] 


7 








ه - ٤‏ المعادلات التفاضلية والدالة الأسية e"‏ 

أينما نجد نظام معادلات» سوى حالة المعادلة المنفردة» تؤدي نظرية المصفوفات 
دورها فى الحل . لقد كان ذلك صحيحاً لمعادلات الفروق حيث كان الحل My =A“ u‏ 
متعلقاً بقوة» بالمصفوفة 4. وهوء أيضاً صحيح من أجل المعادلات التفاضلية حيث 


fg‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كان talase (t) =e" i J‏ بدالة أسية فى A‏ لتعريف هذه الدالة dew YI‏ وفهمهاء 
HER‏ مباشرة » كال : 
du _ _|-2 |‏ | 
Åu = | | 2 |u‏ = = )\( 
الخطوة الأولى هي» دوماًء إيجاد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية : 


ie 4A4) 


توجد عدة إمكانات تؤدي كلها إلى الجواب ذاته . من المحتمل أن يكون أفضل 
طريق هو إظهار الحل العام وجعله يتلائم مع المتجه الابتدائي ,» عند 0 -6. J!‏ العام 
هو تركيب خطى للحلول الأسية الخالصة . إنها حلول من الشكل الخاص c ex‏ حيث 
A‏ قيمة ذاتية للمصفوفة 4و + متجهها الذاتي ؛ تحقق هذه الحلول المعادلة التفاضلية 
e™ a) = A (Ce™D) oY‏ م) اه / d‏ . (لقد كان هذا مقدمتنا للقيم الذاتية فى منطلق هذا 
الباب) . في هذا المثال الذي هو من النوع 2x2‏ توجد دالتان أسيتان خالصتان تركبان 
كما يلى : 


t C ع‎ 
era ait i 1 h 2 | 8 | gl u(t)= Ta te r 
| E E. = 


فى لحظة الصقر t‏ عندما تكون الدالة الأسية] = lo + e”‏ دعن Cy‏ وى Ga‏ 


Î 11| Fl 1 
Ho -| | | | | Soc أو‎ U, 2 © 1 خ‎ | + CX? 


نتعرف هنا على المصفوفة 5» مصفوفة المتجهات الذاتية. والثابت وس" ىدع 
هو نفسه الذي كان لمعادلات الفروق . بالتعويض بهذه القيم فى (2)» تكون المسألة قد 
as‏ لي [els‏ بالصورة المصفوفية هو : 




















يوجد قانون أساسي لهذا البند 3 u = ets a.‏ يحل المعادلة التفاضلية . LU‏ 
كما كان يحل القانون S ASS Tu,‏ معادلة الفروق . المصفوفتان الأساسيتان هما : 


| 


-Í | | 1 
At € —_ -] 
Saa a=[" al 


an حد‎ 





هناك أمران علينا إنجازهما بالإضافة إلى هذا المثال. الأول هو إتمام الجزء 
الرياضي وذلك بإعطاء تعريف مباشر للشكل الأسي المصفوفي . الأمر الثاني هو 
إغطاء تفسير ١‏ فيزيائي للمعادلة و دلي . إنها مثل صنفاً من المعادلات التفاضلية التى لها 
gye" ME EO E Te‏ 
فقط » الأعداد e‏ قطرها LS)‏ فدم سابقاً) . لمصفوفة عامة 4 الفكرة الطبيعية هي 





محاكاة تعريف متسلسلة القوى : 
sae‏ ا 
!3 !2 
Jol‏ عوضنا × ب /4و ! ب / يصبح المجموع مصفوفة من النوع nxn‏ 
ره + “=F ap gS. ae‏ 2 


إن ذلك دالة أسية فى Ar‏ هذه المتسلسلة متقاربة دائماً وإن لمجموعها الخواص 
الصحيحة : 


(£) (e) ie) کے‎ eu) 

(0) (eye) =] 

(1) a (e AD Ae” 
dt 


من المعادلة الأخيرة ل أن d= E‏ حل المعادلة التفاضلية . يجب أن يكون 


Po‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


u=Se"S uo‏ لكى نبرهن مباشرة أن هذين الحلين OLS gre‏ نذكر أن كل قوة 
(5/AS7)*‏ تظهر بالصورة =saks"‏ “4 (لأن 5 تحتصر مع Cs‏ . لذاء ol‏ الدالة 
الأسية كاملة قد bi‏ بالوقت ذاته : 


i, 2 ادع 2ج‎ 3 
SASF . SA'S" 
2! 3! 


e“ =] + SAS Tt + 


= S(1+ At 4 





(ADÎ „AD 
2! 3! 














Rod i Te lt it‏ ب 
e TTE a‏ 
at ie e aT‏ 1 
e = ee erag”‏ 3 








عند 1-0 نحصل على مصفوفة الوحدة =١‏ "كه . المتسلسلة “ء تعطى الجواب 
من اجل كل قيمة ل ct‏ لكن» من الصعب حساب ذلك . يعطى الشكل " 5'*ع S‏ 
الجواب ذاته عندما تكون A‏ قابلة للتقطير . يجب أن يقع ه من المنجهات الذاتية المستقلة 
فى 5. لكن هذا الشكل أكثر بساطة ويؤدي إلى n‏ من الدوال الآسية الخالصة ex‏ 


du Idt = Au ممكنة التقطير 857 5 = ۸ فإن للمعادلة التفاضلية‎ a ل إذا كانت‎ o 


: JA 


(Y) u(t) =e "u, = SeS tig 


أعمدة 5 هى المتجهات الذاتية للمصفوفة CA‏ بحيث يكون : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ELV‏ 


| | At 
6 
0 — | . ‘ee su. 


(A) =c,e"' x, $n FEE Xp. 
مع الشرط‎ ci الحل العام تركيب خطى لدوال أسية خالصة» وتتلائم المعاملات‎ 
يق 9ج‎ ig, Jind 
(5.0) بعطي ذلك توافقاً تامأ مع معادلات الفروق - بإمكانك مقارنة ذلك مع‎ 
قابلة للتقطير» لأنه إذا كانت خلاف ذلك‎ A في كل من الحالين» نفرض أن‎ 
ولا ي کننا» عندئذ» إيجاد عدد كاف من‎ ١ فسيكون لها متجهات ذاتية يقل عددها عن‎ 
الحلول الخاصة . يكن إيجاد الحلول الضائعة» لكنها ستكون أكثر تعقيداً من الحلول‎ 
. مع ذلك‎ . te" الأسية الخلص ؛ ا ا‎ 
صحيحاً بصورة تامة‎ u(t) ^u, يبقى القانون‎ 
وأحد براهين ذلك هو أن ننظر في قيمها‎ au) ish لاتكون المصفوفة فة “ع‎ 
هي القيمة الذاتية تية المقابلة‎ e” O cA الذاتية ؛ إذا كانت ۸ قيمة ذاتية للمصفوفة‎ 
صفراً. طريقة أخرى هي‎ lal عدداً مثل “أن لايمكن أن يكون»‎ olg- e^ للمصفوفة‎ 


حساب قيمة المحددة ال تساوي جلاع القيم الذاتية : 


det ae gee got د‎ prt =p KAD 
وأفضل طريقة هي التأكد من أن‎ . pial أنايكون مساويا‎ Se Lal رهقاء‎ 
Co) هى المعكوس وفق‎ 


إن قابلية العكس هذه أساسية من أجل المعادلات التفاضلية العادية» OY‏ ذلك 
يؤدى إلى النتيجة التالية : إذا كان لدينا n‏ حلاً مستقلة خطياً عند 0 = + فإنها تبقى دوماً 
مستقلة Last‏ . إذا كانت المتجهات الايتدائية «,. ... «فانه يمكئنا وه ضع الحل "y‏ © في 





)1( لحساب هذه الحالة المعيبة. يمكننا استخدام شكل جوردان فى الملحق (ب) وإيجاد "أ . 


ELA‏ الجر الخطي وتطبيقاته 


=i e 8 


. مصعهو فه‎ 
ev, ai A =e" |v, !, 
| f 1 S 

محل دم ot‏ المصموفة تدعى ri ioe eee‏ وى لاتساوى الصفر Lg ital‏ 
تساوي جداء محددتين غير صفريتين . وكل من مصفوفتى الطرف الأيمن قابلة 

لاتظهر كل معادلة تفاضلية على صورة نظام من المرتبة الأولى du/dt = Au‏ إذ إنه 
يمكننا الانطلاق من معادلة مفردة من مرتبة Lle‏ مغل : 

y" = 3y" + 2y' = 0. 

لتحويل هذه المعادلة إلى نظام من النوع 33 » نفرض أن yv=y ,w=y‏ 
كمجهولين إضافيين بالإضافة إلى y‏ نفسه . لذا > ob‏ هاتين المعادلتين بالإضافة إلى 
المعادلة الأصلية» تكونان : 
y‏ || 


0 1 0 
-|0 0 1| v 
0-2 3 | 











وبذلك نعود إلى نظام من المرتبة الأولى . يكن حل المسألة بطريقتين. فى مقرر 

المعادلات التفاضلية » يمكنك أن تعوض se”‏ « في معادلة المرتبة الثالثة فتجد : 
لاع -3A? Ee‏ 863 أو ea‏ 110 ود 

الحلول الأسية الخلص الثلاثة هي عد uy sey‏ كت wy‏ إنها لاتحوى متجهات 
ذاتية . 

في مقرر الجبر الخطي » نعالج ذلك كالمعتاد» كما فى حالة نظام من المرتبة الأولى 
ونجحد القيم الذاتية للمصفوفة 4 : 

l‏ يو 


0 | 
(4) det(A-AD=|0 -à 1 |[=-A7+3A°-2A=0. 
0 = 8-3 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية s q‏ 


تظهر من جديد معاملات الإساس 2 -2, 1 -2, 10 . إن ذلك قاعدة dale‏ 
تجعل الطريقتين منسجمتين . فمعدل نمو الحلول» خاصة ذاتية للمسألة وستبقى متوفرة 
ولو تغير شكل المعادلة . يظهر لنا أن حل Doles‏ من المرتبة الثالثة أسرع . 

لننتقل الان إلى التفسير الفيزيائي WEL‏ » وهو المعادلة du/dt =Au‏ حيث : 
| ا 2 | -4 . من السهل تفسير هذه المعادلة وهي بالوقت ذاته معادلة مهمة حقاً. 
تصف هذه المعادلة التفاضلية عملية انتشار يمكن تخيلها بتجزئة أنبوب لانهائي إلى 
قطع ربع » قطعتان في الوسط محدودتان وأخريان في الطرفين وهما نصفا- لانهائيتين 
(شكل .)١-5‏ في اللحظة 0= : » يكون تركيز المحلول الكيمائى الذي تحويه القطعتان 
المحدودتان مساوياً ,«. :. في هذه اللحظة وفيما بعدهاء يكون التركيز في القطعتين 
اللانهائيتين صفراً؛ بسبب كون الحجم لانهائياً» يكن أن يكون ذلك هو الصورة 
الصحيحة لمتوسط التركيز فى هذين الجزءين اللانهائيين» حتى بعد أن يبدأ السائل 
الكيمائى بالانتشار . يبدأ الانتشار فى اللحظة 0= : ويتحكم به القانون 





التالي : في كل حظة ci‏ معدل الانتشار بين قطعتين متجاورتين يساوي الفرق بين 
التركيزين . يمكننا أن نتصور أن التركيز يبقى متجانساً في كل قطعة . العملية متصلة 
بالنسبة للزمن ولكنها منقطعة في الفضاء؛ المجهولان الوحيدان هما v(t), wit)‏ 
فى القطعتين الداخليتين SS)‏ 

يتغير التركيز « باتجاهين. بالانتشار في قطعة أقصى اليسار S,‏ وبالانتشار في S,‏ 
أو فى خارجها . يكون المعدل النهائي لهذا التغيير هو 


15 اجر ea‏ یقات 


l =(w-v)+(0-v 
lt 
: وذلك لكون التركيز في ,5 مطابقا للصفر . بصورة مشابهة‎ 


dW 0 = w+ 
t 


نتيجة لذلك يكون النظام ملائماً du / dt = Au WELLE‏ فى المعادلة )١(‏ : 


۷ du ای ای‎ 1 
w dt y- 2w 1 2 














تتحكم القيمتان الذاتيتان )١-(‏ و (T)‏ بسلوك الحل . إنهما تعطيان معدل تناقص 
التركيز» وإن 2هي الأكثر أهمية OY‏ شروط انطلاق استثنائية فقط قد تؤدي إلى تناقص 
سريع معدله " 6. بالفعل» هذه الشروط SE‏ من المتجه الذاتي (1-.1) . إذا كانت 
التجربة لاتقبل سوى تركيز غير سالب» فان التناقص السريع غير SE‏ وإن المعدل 
النهائي هو ». الحل الذي يكون فيه للتناقص هذا المعدل يقابل المتجه الذاتي (L, D‏ 
لذا على التركيزية أن Levey‏ را متساوين عتما ہے ۶ 
تعليق إضافي على هذا المثال : إنه تقريب منقطع بمجهولين» فقط. لانتشار 
مستمر موصوف بالمعادلة التفاضلية الحزئية : 


du _ au 
ot ax? 





, u(0) =u(1) = 0 


نقرب هذه المعادلة بالمحافظة على التركيز الصفري فى القطعتين اللانهائيتين» 
وتجزئة وسط الأنبوب إلى أجزاء متصاغرة طول كل منها 1⁄۸ . تتحكم بالنظام ا منقطع 
دي i Y gees N JI‏ المعادلة : 


0 u,| [2 1 7 
d i = | -2 ' |= Au. 

dt E N 1 : 

U n | -2 || un 


إنها مصفوفة فروق منتهية بالعناصر 2,1-,1 . الطرف الاين Au‏ تقريب للمشتقة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ENA‏ 


الثانية 4#/» بعد تغيير لسلم القياس الذي معامله N?‏ يأتى من مسألة التدفق . في 
النهاية عندما ‏ م 07. نصل إلى معادلة ا حرارة “ 2 e‏ . إن حلولها Lal‏ 
P AS‏ اس ای 
الحالة e Axs‏ لدينا دالة ذاتية فى ×= td wdi‏ إنها u =sinn ax‏ لذاء يكون حل 
معادلة الحرارة : 


ال 2 هيم =p‏ 


n= |‏ 
يتعين الثابت » كال معتاد» بشرط البدء . معدلات التناقص هى المتجهات الذاتية : 
“م = ۸ . النماذج النظامية هي الدوال الذاتية . الشيء الجديد الوحيد هو وجود 
دوال وليس متجهات OY‏ المسألة متصلة وليست منقطعة . 


استقرار المعادلات التفاضلية : 
LE‏ كما في معادلة الفروق» فإن القيم الذاتية هي التي تقرر كيف يتصرف 
ال حل u(t)‏ للمعادلة التفاضلية be‏ بم ؛ . مادامت 4 قابلة للتقطير فانه سيكون 
للمعادلة التفاضلية n‏ بقلل الاس الخالصة» وسيكون أى حل محلد u At (E)‏ 
تركيباً لهذه الحلول من الشكل : 
ht a‏ 


٠. ._ a,Ata-!l. _ ١ | = 
u(t) = Se 5 U, =cy,e Xi + ca EO 8 a 


تتحكم العوامل e‏ باستقرار المعادلة . إذا كانت جميعها تتقرب من الصفرء 
فإن )١(‏ » تتقرب من الصفرء أيضاً؛ وإذا ازداد واحد منها دون توقف» فان JAN‏ 
fll‏ اريزا PIES‏ 09 يزداد بدون توقف . علاوة على 
ذلك» با أن القيمة المطلقة للدالة “© تتعلق » فقط » بالجزء الحقيقي من ^ » فإن الأجزاء 
ا حقيقية فقط هي التي تتحكم بالإستقرار : إذا كانت O A=atib‏ 


At tibt L : AA 
e“ =e°e =e“ (cos bt + i sin bt) و‎ le“l =e". 


ENY‏ ار اخطٍ وتطيناته 


تتخامد القيمة المطلقة» إذا كان 0 > ۾ وهي ثابتة إذا كان 0 = ۾ وتنفجر (تزداد 
دون توقف) إذا كان 0< م . أما الجزء التخيلي 5 فإنه ينتج تذبذباً صرفاء اما السعة فإنها 
6م تكون المعادلة التفاضلية du/dt = Au‏ 

مستقره و 0 _ - "4 عندما يكون 0> Reh‏ 

مستقرة حيادياً إذا كان جميع 0 > Red‏ وبعضها 0 - Reh‏ 

غير روو phe‏ محدودة عندما تحقق إحدى القيم الذاتية 0< Red‏ 

يدعى فى بعض النصوص. الشرط ۸>0 ۸ استقراراً مقارباً» لأنه يتكفل التخامد 
عيذ القيع الك ل6 ope to gem ge Glad batik‏ الول الاس اهي ورل 
حتى عندما تكون 4 غير قابلة للتقطير Ska)‏ حدود من الصورة ” (te‏ فان النتيجة 
تبقى أيضا » صحيحة : تتقرب كل ا حلول من الصفر» إذا وإذا فقط » كان جميع القيم 
الذائية أجزاء حقيقية سالبة . 

من السهل إثبات الاستقرار في نظام من النوع 2 ×2 (وهو شائع جداً في 
(clits‏ المعادلة هي : 








.ا 9 2 إى du‏ 
led”‏ إن 


وإننا بحاجة لمعرفة متى يكون للقيمتين الذاتيتين لهذه المصفوفة جزءان حقيقيان 
سالبان. (لاحظء أيضاًء أنه من الممكن أن تكون القيم الذاتية مر كبة) . إختبار الاستقرار 
مباشر فعلا : 
يجب أن يكون $V‏ 4+ ۾ سالاً . 
يجب أن تكون المحددة åa paad -bc‏ . 
عندما تكون القيم الذاتية حقيقية » يضمن هذان الاختباران أن تكون القيم الذاتية 
سالبة . إن جداءها يساوي المحددة ؛ إذا كانت موجبة فإن القيمتين الذاتيتين bel‏ موجبتان 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية AY‏ 

معا أوسالبتان SYI ge lage pores Lee‏ ¢ ]13 كان سالباً فاق القيمين esl‏ ساليتان . 

عندما تكون القيمتان الذاتيتان مركبتين iy‏ + × فان الاختبارين يبقيان ناجحين : 
مجموعهما هو 2x py‏ (الذى هو (SL‏ 9 المحددة هي (x +iy ) (x iy )=x+y‏ 

(و هي موجبة) . يبين الشكل ربع الاستقرار الوحيد. clas) T‏ القطع المكافىء 

الذي هو الحد بين القيم الذاتية الحقيقية والمركبة . يكمن تفسير هذا القطع المكافىء في 













: معادلة القيم الذاتية‎ 
ES 05 | 42 per ape 
det ‘ 4-2 | =À" - (traced + (det) = ) 
: إنها معادلة من الدرجة الثانية لذا فان القيم الذاتية هي‎ 
CYS) A= 1 [trace + (trac)? - 4(det)l. 
determinant 
۷ both Re A < 0 | both Re A > Û 4 
\ stable unstable / 
N oh Pi 
N A 2 رر‎ 
both A < 0 ™ جد‎ (ace) ˆ مي‎ both A > Û 
7 ae unstable 
| ™ trace 


and A, > 0: unstable‏ 0 < م 


شكل (ه-؟). مناطق الاستقرار لمصفوفة من النوع ۲ VX‏ 
فوق القطع المكافىء» يكون العدد الذي تحت الجذر التربيعي سالباً - لذاء فإن ٠‏ 
ليست حقيقية . على القطع المكافىء» يكون الجذر التربيعي صفراً لذا فان ۸ مكررة . 


إنها حقيقية تحت القطع المكافىء . إنها تقع على القطع المكافىء أو تحته من أجل كل 
مصفوفة متناظرة ع لآنه إذا كان > ع Ob‏ : 

(trace)? - 4 (det) = (a + d )* -4(ad-b?)=(a-d)*+4b2 0.‏ 
القيم الذاتية المركبة همكنة . فقط » عندما يكون العددان cb‏ من إشارتين متعاكستين 


مثال من كل ربع : 





على حدود الربع الثاني تكون المعادلة مستقرة حيادياً. باجتياز هذه الحدود يحصل 
عدم استقرار. على المحور الأفقي» تكون إحدى القيمتين الذاتيتين صفراً DN)‏ 
المحددة 0 .3,3 ). وتكون على المحور الرأسي فوق نقطة الأصل القيمتان الذاتيتان 
تخيليتان (لأن JY‏ صفر) . اجتياز هذين المحورين هما الطريقان الأساسيان لضياع 
الاستقرار. 

تعد nxn U‏ أكثر صعوبة. لإيجاد شرط لازم وكاف للاستقرار» أي 
اختبار كامل ليكون جميع 0> Rer‏ هناك إمكانان. الأول هو العودة إلى طريقة 
Roth and Hurwitz‏ اللذين أو جدا متسلسلة من المتراجحات في العناصر 4. sil‏ 
لاأجد هذه الطريقة جيدة لمصفوفة كبيرة ؛ من المحتمل أنه يكن للحاسوب إيجاد القيم 
الذاتية بثقة كبيرة بحيث يمكنه اختبار هذه المتراجحات . الإمكان الآخر اكتشفه ليابونوف 
Lyapunov‏ ونشر عام ۱۸۹۷م . تقوم هذه الطريقة على إيجاد مصفوفة محملة W‏ بحيث 
يبقى الطول المحمل ١|11/1:):(١‏ دوماً متناقصاً . إذا وجدت مثل هذه المصفوفة فان ut =Au‏ 
تكون مستقرة ؛ 1 Wau‏ سيتناقص نحو الصفر بثبات » وبعد قليل من التموج » يصل 
» إلى ذلك» Lal‏ تظهر القيمة الحقيقية لطريقة ليابونوف في الحالة غير الخطية» 


القيم الذاتية والمتجهات $\o asli‏ 
حيث يمكنها أن per‏ المعادلة غير RL‏ الحل . ولكنهاء مع «U3‏ تك ) Wu (t‏ 
١ا‏ متناقصة بحيث يمكن برهان الاستقرار دون معرفة قانون u(t)‏ 


0 1 
لا كان الأثر صفراً والمحددة تساوي الواحدء فان القيمتين الذاتيتين تخيليتان : 


idp dwar =| ° J u نضع المعادلة‎ ١ مثال‎ 


Rods =i لذا‎ E flan? +120 

المتجهان الذاتيان هما ( : -,1) و ( ,1) والحل هو : 
i‏ 
.| . 


إن ذلك صحيح ولكنه غير بديع . إذا عوضنا 
cost +i sint se i‏ و 6 © ب (cost ~isint‏ تعود الأعداد ا حققيقية للظهور : 


u(t) =c,e" : 








-it 
+ وج‎ 6" 





uit) = Sra | : ' 
-1 (C; -¢, ( COST +(C,+¢, ( 1 


(YY) 


57 ا 5585 IE i‏ 
عند 1= it‏ حيث 1= ccost‏ يجب أن pls‏ ذلك القيمة 








(G4 gad S‏ » فإنه يجب 
we 0 | 5‏ 


أن يضرب العددان © و 2b‏ 61 وينتهي (r)‏ » إلى الصورة : 


(1۳( | | 
a _| acost-bsint| _| cost -sint || a 

We) =] sige | الج‎ , 
bcost+asint sin t cos t || b 




















لدينا أمر مهم! المصفوفة الأخيرة تضرب eu‏ لذاء يجب أن تكون الدالة الأسية 
“4 . (تذكر أن الحل هو (u seu‏ هذه المصفوفة في الجيب وجيب التمام هي مثالنا 
الذي نفتتح به موضوع المصفوفات القائمة . للأعمدة طول يساوي الواحد» جداؤهما 
الداخلى صفرء وهذا مايؤكد الحقيقة البديعة التالية : 
إذا كانت ۸ متناظرة - تخالفية فان e”‏ مصفوفة قائمة . 
هذه هى » CLE‏ مصفوفة النظام المحافظ حيث لايوجد ضياع في القدرة بسبب التخامد 





تمثل المعادلة الأخيرة خاصة أساسية للمصفوفات القائمة . عندما تضرس متجهاً. 
فإن طوله لكشم + ad‏ دار المتجه u‏ ۾ فط » ليمثل حل المعادلة اام - ال / يرك : ail‏ 
يتحرك على دائرة . 

في هذه LLI‏ غير المستخدمة فعلاء يكن التعرف على “© مباشرة من 
المتتسلسلات اللانهائية . لاحظ أن | 1 " | = 4 تحقق 1- - 4 واستخدام ذلك بازدياد 





٠ ليبس يسور‎ 
e. 3 
apace » AY عه‎ 
2 6 
> 3 
1 + ا‎ En 
| 6 |ا‎ | 051 -sint| 
2 sin t cos t 











2 
= 3 
+. ji! +... 
6 ظ‎ | 





t 





5 K=-3 gA=-l ILS g كانت مستقرة‎ aw de =| + 3 


dwdt=w-v f du |a 1], 
dw/dt =v - W dt 


إن ذلك طريقة ماركوف المتصلة . عوضاًعن الانتقال في كل عام» يتحرك الأفراد فى 
كل لحظة. الملجموع العام +w‏ ۴ ان ينتج ذلك عن جمع المعادلتين 
وات و ويوق )— هن PEO‏ 


MCL” 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ¥ 


ماركوف إذا وإذا فقط كانت 8-4-7 مصفوفة ماركوف المتصلة . الحالة الثابتة في 
الحالتين هي المتجه الذاتي المقابل ل ٠‏ . إنه مضروب بالعدد 1 =1 فى معادلة فرق 
وبالعدد 1-"ء في معادلة تفاضلية . وهو غير متحرك. 

في هذا SUM‏ الحالة الثابتة هي v aw‏ 
مال ٤‏ فى مفاعل ذري» يقال عن حالة إنها حرجة إذا كانت مستقرة حيادياً ؛ الانشطار 
يوازن الضياع . elo,‏ الانشطار يجغلها مستقرة أو . دون احرج › etd gy cl ol,‏ 
وانشطار غير مستقر يمثل قنبلة . 


معادلات المرتبة الثانية : 

يؤدي قانون الانتشار إلى نظام من المرتبة الأولى وكذلك كثير من التطبيقات 
الأخرى في الكيمياء وعلم الحياة وفي مجالات أخرى . لكن قوانين الفيزياء PSV‏ 
أهمية لاتؤدي إلى مثل ذلك . من ذلك» قانون نيوتن Fama‏ حيث التسارع © مشتقة 
من المرتبة الثانية . يؤدى مبدأ العطالة إلى معادلات من المرتبة الثانية (علينا أن نحل 
معادلة من الشكل =Au‏ :4/» . بدلا من المعادلة A. (du/dt = Au‏ ساي هذ 
هو معرفة تأثير هذا التحول إلى المشتقة الثانية: على سلولك اللخل , ' | إن ذلك اختياري 
في الحبر الخطي ولكنه ليس كذلك في الفيزياء . 

ستكون المقارنة مثالية إذا احتفظنا بالمصفوفة A‏ ذاتها : 
Bu‏ )£( 








_| -2 
1 





F: | 
z |u 


یحی تعيون شر طين ابتداتيين في اللحظة 0-+ وذلك لتحديد انطلاق النظام 
— «الانتقال» dadl . du/dt =u ady u =u‏ هذه الشروط . نحتاج ‘Sls 2n aah‏ 


)١(‏ المشتقة الرابعة axe‏ أيضاء فى التواء العوارض »> لكن يظهر أن الطبيعة تقاوم وجود 
أعلى من المرتبة الرابعة . 


ENA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


لنستخدم Cn aia w‏ ذلك À gt‏ ولنكتب الحلول الخاصة على الصورة 
ae x‏ ». لنعوض هذه الدالة الأسية فى المعادلة التفاضلية التى عليها أن قق : 


IO ای‎ 
x). 


5 2 
(\0) -@*x = Ax al 2. E x)= 
dt? 


على ا متجه x‏ أن يكون أحد متجهات + الذاتية » c LLE‏ كما سبق . القيمة الذاتية 
المقابلة هنا هي 0 أي أن التواتر bs vo‏ مع معدل التخامد A‏ بالعلاقة ۸= أن -كل 
حل خاص Dabber‏ المرتبة الأولى يؤدى إلى حلين خاصين er‏ لمعادلة المر تبة الثانيةء 
الأسان هما <-/1+-ه . يتعطل ذلك» فقط» عندما تكون 2-0 الصفرهو 
العدد الوحيد الذي له جذر تربيعي واحدء فقط ؛ إذا كان المتجه الذاتي × فإن الحلين 
الخاصين هما tx‏ + . 

لمصفوفة انتشار حقيقية» تكون جميع القيم الذاتية ‏ سالبة ولذلك تكون كل 
o Ol JI Sl‏ عقيقية: سحول الا تار ا خالص إلى تذبذب خالص . يؤدىي العامل 
e‏ إلى استقرار حيادي» الحل لايتعاظم ولايتخامد وتبقى» فعلاً» الطاقة ثابتة 


الحل العام للمعادلة e dudt =Au‏ إذا كانت ISA‏ قيم ذاتية سالبة 4...۸ وإذا 
كان ٧-۸;‏ = سه هو : 
J‏ 
(ee 0 dee JR.‏ + ...+ زا de‏ + لاير (y3) u(t) = (Cc‏ 


ا يجرې› wee Lela‏ ج قيم الثوابت من bs J!‏ الابتدائية . إن ذلك سهل 
إجراؤه (على حساب قانون إضافي) بالانتقال من التذبذب SY‏ إلى الجيب وجيب 
التمام الأكثر إلفة : 





یکن للانتقال الابتدائي أن يعمل بصوره t Eeay: re‏ يحي أن 0 = sin Ot‏ 9 


| = أن «cos‏ يبفى ۰ عت ككل ` 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 644 


a= S uo أو‎ u, > Sa, وعم + ... +411 2ت ىه أو‎ 

يتلاءم الانتقال مع الأعداد ca‏ إِنّه يؤدّي الى Su‏ كما سبق . ثم إذا اشتققنا u (t‏ 

(وجعلنا ه r=‏ فإن b alae YI‏ تتعين بالسرعة الابتدائية : 
.م 0) رط + ...+ رع ره رط ع ui,‏ 

بتعويض المعاملات 6 ط في قانون w(t)‏ تعتبر المعادلة قد حلت . 

نريد أن نطبّق هذه القوانين على المثال الوارد أعلاه» حيث القيمتان الذاتيتان 
هما 3- -,3, 1-= ۸ لذاء فإن التواترين هما pz gost‏ به . إذا انطلق النظام من 
السكون (السرعة الابتدائية » تساوي الصفر)» فان الحدود التي من الشكل bsinat‏ 
تختفى . وإذا فرضنا أن الذبذبة الأولى أعطت انتقالاً قدره واحدء فإن u =a x tax,‏ 














لذا فإن الحل هو : 
cost | |! cos vat | | |‏ + = 0« 


یکننا تفسير هذا الحل فيزيائيا. توجد كتلتان ترتبطان فيما بينهما وبحائطين 
ثابتين بوساطة BW‏ نوابض متمائلة (الشكل (K=O‏ دفعت الكتلة الأولى بسرعة 
إتداشة 1= cu,‏ بقيت الكتلة الثانية فى مكانها وجرى الانطلاق من اللحظة 0 t=‏ ; 
تأخذ > كة الكتلثين cu (t)‏ مقو سط > كتين اهتؤازيتين خالصتين تقابلان المتجهين 
الذاتيين . في النموذج الأوّل» تتحرك الكتلتان بانسجام دون أي تمدّد في النابض 
الأوسط (شكل ١ - ١‏ ). التواتر 1-ه مطابق للحالة التى يكون فيها نابض واحد 
وكتلة واحدة . في الحالة الأسرع حيث (1-,1) = × ب ركبتين من إشارتين مختلفتين وتواتر 


EN‏ الخبر الخطي و تطبيقاته 


متساويين. (شكل 0 - ۲ 5). الحل العام هو تركيب لهذين النموذجين النظاميين 
والحل الخاص الذي اخترناه مكون من نصف كل منهما . 





(b) w, = V3, رل‎ = | 1 


شكل )1-0( النموذجان البطيء والسريع للذبذبة . 
عندما يواصل الزمن تقدمه» تظهر الحركة التى نسمّيها «دورية تقريباً»؛ إذا كانت 
النسبة OUTS fo,‏ الكتلتين ستعودان الى ه -« و v =l‏ ثم يبدأ النمط من 
GY «dye‏ تركيية sin 7 NU‏ و ]3 sin‏ دور يساوي 2 . ولكن» با أن العدد 
3 عدد أصمء فمن المفضل أن نقول» يمكن للكتلتين أن تقتربا بصورة اعتباطية مر: 
الوضع البدائي : إنهما سيقتربان أيضاً » إذا انتظرنا طويلاً» وبقدر كاف» من الوضع 
المقابل ل0- «, 1- «. مثل كرة البليارد والتى ترتد باستمرار على طاولة ملساء LL‏ 
إن الطاقة الكلية Mele BU‏ أو Mel‏ ستقترب الكتلتان» من أى حالة لها هذه الطاقة . 
Last ba‏ لا يمكننا أن نترك المسألة دون أن نستنتج توازياً مع الحالة ALAI‏ 
عوضاً عرد كتلتين أو ۸ من الكتل. يوجد مستمر . مثل الحالة الم صلة e‏ تندمج الكتل 
والنوابض في قضيب صلب. تتحول «الفروق الثانية» التي تعطى بمعاملات المصفوفة 
e 1-1‏ الى مشتفات من المرتبة الثانية . توصف هذه النهاية بمعادلة ا موجات الشهيرة . 


On u $ On u 
ar ax” 








== 


تبعاً لأول مثال. فى هذا البندء أوجذ القيمة الذاثية والمتّجهات الذاتة 
والدالةالاسة Je"‏ 


من أجل مصفوفة التمرين السابق» أوجد الحل العام للمعادلة du / dt‏ 
:4- والحل الخاص الذي يتلاءم مع (3,1)-::. ما هي ا حالة الثابتة عندما 
= م هإ(إن ذلك قضية ماركوف متصلة ؛ فى معادلة تفاضلية 0 N=‏ 
تقابل 2-1 فى معادلة فرق › (e"=1 OY‏ | 

نفرض أن اتجاه الزمن قد عكس ليعطي المصفوفة 4- : 


3 
l 











1 = et 


أو جد C)‏ » وبرهن al‏ يتعاظم بدلا من أن يتخامد Eolie‏ 

(الانتشار غير عكوسن ولا مك معادلة الخرارة أن CALS Speed‏ 

إذا كانت م مصفوفة إسقاط e‏ برهن بالاستعانة يمتسلسلة لا نهائية أن : 
18 + 1 ع ”م 

تحقّق مصفوفة قطرية مثل | ac] tO‏ المعادلة المعروفة تخواقي ب (+القي, 

. قطري‎ pare هذه القاعدة صحيحة لكل‎ OY 


.e“=Se sS بات ستخدام القانون‎ ¢ oe HN ل ل‎ guid (Í) 
غير صحيح من أجل المصفوفات:‎ E e e (ب) برهن أن القانون‎ 


وذلك انطلاقاً من المثال التالي (استخدم متسلسلتي Ce” e"‏ 


fool ,_[o -1 
a=? o] B= 4 


4-4-6 


07-4- 


A-—%-0 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 


يمكن كتابة معادلة المرتبة الثانية 0 - ley “ty‏ صورة نظام من المرتبة 
الأولى بادخال السرعة ' :ركمجهول آخر : 


Hz 
1 ظ‎ =y 8 

إذا كان ذلك هو du Idt =Au‏ فما هى المصفوفة 4ذات النوع 2×2 ؟ 
أوجد قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية واحسب الحل الذي ينطلق 


من 50 =2,y‏ ا 
حول 0 =“ «الى نظام من المرتبة الأولى :du Idt =Au‏ 


spk: 

ae ly} (0) 100 

هذه المصفوفة ذات النوع 2 × 2 معيبة (لها قيمة ذاتية واحدة. فقطى ولا 
S‏ تقطيرها) ; ادب E‏ من ا ف ...ع ETTE‏ واكتب الحل e'u‏ 1 


منطلقاً من 4= ,3= Ey,‏ من أن | ,2 |= » يحقق 0=“ , 
نفرضص أن rol Vi owe‏ و علد الذئاب ails w‏ تتحكم بها المعادلتان 


d 


dt 


y 


m 
qy 














y 














: التفاضليتان‎ 
ar پا سے‎ 
dt 
ow =rt+w. 
dt 


)1( هل هذا النظام مستقر أم مستقر el Colm‏ غير مستقر ؟ 

(ب) 131 كان فى البدء 200 = r=300 ,w‏ 6 فماهو عدد كل منهافى 
اللحظة + ؟ 

(ج) بعد زمن طويل» ما هى نسبة عدد الأرانب الى عدد الذئاب؟ 


أو جد القيم الذاتية لكل من المصفوفات : 


خب | 


\\-£-0 


\¥-2-0 


\¥-£-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EY‏ 


( وه‎ d ند‎ a= i 


| k 1 | jek A 
dv/dt = ؛ك / ملف و‎ =v قرّر فيما يتعلّق باستقرار أو عدم استقرار النظام‎ 
هل يوجد حل متخامد؟‎ « 
إنطلاقاً من الأثر والمحدّدة» عند أى قيمة للزمن ۲ تتغيّر المصفوفات التالية‎ 


من مستقرة بقيم ذاتية حقيقية إلى مستقرة بقيم ذاتية مركبة الى غير 


مستقرة؟ 
A © -ti t -l‏ = 
| اعم malt ah Asal? 45th‏ 








ادا al ase‏ تغرف 6 دون تساف © أن "© مصفوفة قائمة Oly‏ 
نا + llu (0) IP > u? U5‏ سيكون ثابتاً ؟ 


المعادلة التالية متناظرة - تخالفية 








' O e -6 || *1 
Cf SAn =|-c 0 a || 4 
dt b-a () Ha 


UU FU U, + ugu; = 0 أن‎ S gu" w اک و‎ (|) 

)>( استنتح أن الطول. 5+ 5+ uf‏ ثابت: 

(ج) أوجد القيم الذاتية للمصفوفة 4 . 

سيدور الحل حول المحور Au OY w= (abc)‏ هو «الجداء المتصالب 
(الخارجى)) ««كا u‏ - المتعامد مع كل من usw‏ 


EYE 


\£-£-0 


‘o—-$—6 


١ هخ‎ 


\V-2-0 


\A-2-0 


io a 


ee: 


yl‏ الخطى وتطسقاته 


ما هي القيمة الذاتية ٠‏ والتواتره المتعلقين بالمعادلة : 





اكتب الحل العام كما فى المعادلة VV)‏ 
حل alea‏ المرتبة الثانية : 


., 0 | | du “Ss afi]. 
aelel mela] 4 إ4‎ 


في معظم التطبيقات » تظهر معادلة المرتبة الثانية مثل 0= u»‏ )+ »0 
حيث تضرب مصفوفة الكتل M‏ بالمشتقّة الثانية . عوض SIL‏ الأسية 
الصرقة "ب سرارسد ساك القيمة الان امم اتی يهب ان 
تحل بالنسبة التواتر ه والمنّجه × . | 

فى المعادلة 0= “+۴٠ '-۸٠‏ » » تمثل F‏ مصفوفة احتكاك . عوض بدالة 





j 


Al‏ هدعو tom gly‏ عسآلة ribi‏ ية ل 
أوجد للمعادلة (O E)‏ في النص» > aS‏ الكتلة الثانية إذا كانت الأولى 


=4 التواتران 





قد صدمت في اللحظة 0= er‏ حيث | | o], u's‏ 
هما | EFE‏ 
يمكن كتابة مصفوفة أثرها صفر بالصورة : 


A=| 4 b+e 
b-c - 





oak se تكون‎ leis فی‎ AA الذاتية‎ leas برهن أن‎ 
2 1 


l i 1 
ig = Ü| اا نب‎ 0 
E dt 0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 0 


0 - ه المصفوفات المركبة : المتناظرة » الهرميتية القائمة و الواحدية 

لم يعد من الممكن العمل بالمتجهات والمصفوفات الحقيقية» فقط . في النصف 
الأوّل من هذا الكتاب حيث كانت المسألة الأساسية هي Axs b‏ » كان من المؤكد أن × 
سيكون حقيقياً عندما يكون كل من 5و4 حقيقيًاً. لذلك» مالم يكن هناك حاجة 
للأعداد المركبة . لقد كان ذلك نمكناً» ولكنه لم يكن قادرا على المشاركة بأي شيء 
OW eke Y «ue‏ قرش US‏ . أن ساملات ك Balla gable‏ لصفو aa i‏ 
أعداد حقيقية » لكن القيم الذاتية (مثل الدوران) يكن أن تكون مركبة . 

لذلك» سنقدم هنا C”‏ مع فضاء المتجهات التي مركباتها أعداد مركبة . يتبع 
جمع المصفوفات وضربها القواعد السابقة ذاتها . لكن طول المتجه يختلف عن صورته 
السابقة . لو كان” OG e Uhr ax Htr‏ طول المتجه (:,1) سيكون صفراً: 0= +1 . 
ينما يجب أن يكون طوله VZ‏ مربّع الطول 111+ 1. يفرض علينا هذا التبديل في 
حساب الطول سلسلة كاملة من التغييرات الأخرى . الجداء الداخلى لمتجهين ومنقول 
مصفوفة وتعريف التناظر» والتناظر - التخالفي والمصفوفات القائمة» كل ذلك يحتاج 
الى تغيير بسبب وجود الأعداد المركبة . في كل حالة» يتطابق التعريف الجديد مع 
القديم عندما تصبح المتجهات حقيقية . 

لقد أحصينا كل هذه التغييرات فى نهاية هذا البند وستكون هذه القائمة كافية 
بصورة عملية للانتقال بين الحالتين الحقيقية والمركبة ونأمل أن تكون مفيدة للقارئ . 
تحوى هذه القائمة أيضاً» من أجل كل صنف من المصفوفات أفضل المعلومات المعروفة 
عن مواقع قيمها الذاتية . بصورة خحاصة» نريد أن نكتشف كل ما يتعلق با مصفوفات 
التناظرية : أين تقع قيمها الذاتية وماهي الأمور الخاصة بالمتجهات الذاتية ؟ إن ذلك› 
من الناحية العملية» أهم مسائل نظرية القيم الذاتية» لذلك ندعو مقدماً للانتباه الى 
السحين الأساسين: 


Yq‏ ایر seek‏ وتمان 


|« للمصفوفة ا متناظرة قيم ذاتية حقيقية . 

". يكن إختيار متّجهاتها الذاتية متعامدة . 
من الغريب» لبرهان كون القيم الذاتية حقيقية» تنطلق من الإمكان المعاكس- 
وهذا ينقلنا إلى الأعداد المركبة والمتجهات المركبة والمصفوفات المركبة . التغبير ات سهلة 
وهناك فائدة إضافية : سنجد بعض المصفوفات المركبة التي لها قيم ذاتية حقيقية 
ومتجهات ذاتية متعامدة نظامية . LG)‏ المصفوفات الهرميتية» ولقد رأيناء وسنرى فيما 
بعد» آنها تضم المصفوفات المتناظرة الحقيقية وتشترك معها في كثير من الخواص 


الأساسية: 
الأعداد المركبة ومرافقاتها 


من المحتمل أن يكون القارئ على معرفة بالأعداد المركبة . وبما Ll‏ نحتاج» 
فقط » إلى الأمور الأساسية منها فسيكون من السهل تقد مراجعة مختصرة (الفكرتان 
المهمّتان هما المرافق المركب والقيمة المطلقة) ‏ الكل يعرف أن العدد Fis i‏ المعادلة 
al) ci -1‏ عدد تخيّلي بحت وكذلك مضاعفه ib‏ » حيث ade b‏ حقيقي . مجموع 
ote‏ حقیقي وآخر تخيلى هو عدد مركب a +ib‏ ؛ ولقد مثل بصورة طبيعية في المستوي 
ارکب شكل (5 - 4). 

الأعداد الحقيقية (حيث 0- (b‏ والأعداد التخيّلية (حيث 0- (a‏ محتواة» 
كحالات خاصة في الأعداد المركبة» إِنّها تقع على واحد من المحورين» الإحداثيين . 
يجمع العددان المركبان وفق القاعدة : 

(a+ ib)+(c+ id) =(at+c)+i(b+ (ك‎ 
:: =-1 ويضربان باستخدام القاعدة‎ 


(a + ib\(c + id) = ac + ibe + iad + ibd = (ac - bd) + i (bc + ad). 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۷ 


imaginary axis 


b+ r=latibl aa +ib=re" 
=e + رط‎ 
| 
b 
tangent of ĝ Ee 
# | 
F real axis 
| 
| 
| 
| 
| 
= 
i] o A 
-b è a-ib=a+ib=re" 


العدد ا مركب ال مرافق للعدد a +ib‏ هو العدد -ib‏ © وذلك بعكس إشارة ا جزء 
التخيّلى منه . هندسياً» إِنّه نظير الأول بالنسبة للمحور الحقيقى ؛ أي عدد حقيقى مرافق 
aad‏ يمثل المرافق بشرطة تعلوه a+ib = a-ib‏ . للعدد المرافق ثلاث خراص 

: مهمة‎ 
(\) (a+ ib)ie + ia) هك‎ ba) -i (be + 20 = (a+ id) E+ ia). 


(atc) +i )5 + aû) =atc)-i (b+ a) = (a + ib) + (c + ia). 








(Y)‏ جداء أي عدد «1+» بمرافقه -ib‏ » يساوي عدداً حقيقياً وهو مربّع طول 
الوتر فى الشكل (5-0) . 
(Y) (a + ib) a-ib) =a" + b* =r’.‏ 
هذا البعد يسمى القيمة ا لمطلقة للعدد الأصلى 5:+» (أو قياس) ويرمز له بإضافة 
قطعتين رأسعن +b?‏ = ع داؤز+غ| . 


SYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أخيراًء يربط علم المثلئات الضلعين a‏ ط فى المثلّث القائم بالوتر/ . بالعلاقتين : 
60 رزة >5 a=rcos®@,‏ 

بتركيب هاتين العلاقتين ننتقل الى الاحداثيّات القطبية : 

iT) a+ ib =r (cos® + i sin 0) "مرح‎ 

هناك حالة خاصة (tage‏ وذلك عندما يكون القياس + مساوياً الواحد. يكون. 

عندئذ» العدد المركب هو 6 «زك: +0 دم» e ٠=‏ إِنّه واقع على دائرة الوحدة في المستوي 
المركب . عندما تتحوّل 8 من الصفر إلى 2 » يدور العدد المركب Se‏ نقطة الأصل 
دعل نصف قطري ثابت .1 = Bl =Vcos*@ + sin’@‏ 
مثال : جداء :3+4 = × بمرافقة × يساوي مربّع قيمته المطلقة : 

xx =(3 +413 - 4i) = g tele =5. 


لل A‏ على العدد 3+41 . اضرب ال لبط والمقام بمرافق هذا العدد : 


2+1 _ 2+1) )3 - 41( _ 10 - Si 


aI‏ ی ی ۽ 


— ب ب-ب------- ي ا — )لس سيم ا ~~ 


G-4i) 25‏ )41+( 3+4 
بالإحداشيات القطبية يكون الضرب والتة لتقسيم أسهل من ذلك : 


0+8 والزاوية‎ rr, فى داي ؛ القيمة المطلقة‎ ٣ ,8ذى‎ elas 
TET a و‎ a a ee =. 4 
0-0, القىمة المطلقة عع والزاوية‎ $ re على‎ re ' لخارج كسمه‎ 


الأطوال والمنقولات في الحالة المركبة 

لنعد إلى الجبر الخطي ولنقم بتحويل من الحقيقي الى المركب . أوّل خطوة هي 
قبول المتجه المركب» الأمر الذى لا Be‏ مشكلة : بالتعريف» يتكون الفضاء ") من 
جميع ا متجهات التي لها مركبة مركبة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۲۹ 


X 
x=| * |, Xj =a; + ib; 


يجمع المتجهان bax, y‏ أيضاً JAS ys‏ عر 4S‏ لكن pall‏ & بعدد يجري 
بأعداد مركبة . كما سبق ء تكون المتجهات va,‏ مرتبطة خطياً إذا وجد تركيب غير 
تافه y tute m,‏ مساوياً الصفر ؛ ؛ يمكن للأعداد أن تكون هنا مركبة . ler‏ 
الوحدة الاحداثية موجودة فى امرض هنا سعد علي 3 Lal‏ ¢ وکو أساسا. 
Col mae‏ فضاء متجهات عدد أبعاذه Jn‏ 

لقد bast‏ سابقاً أنه لا بد من أن يتغيّر تعريف الطول؛ مربّع عدد مركب ليس 
بالضرورة عدداً E Ht Oly le yo‏ اعااغير مستخدم هنا . التعريف الجديد طبيعى 
al a LE‏ عن ٭بقاسها Glee gle ١‏ عندها gla‏ 

J J 


(£) 





cae 
2 - 43 





سال | }|= y=‏ و 25د ارا 

فى حالة المتجهات الحقيقية» يوجد ترابط بين الطول والجداء الداخلي × 3ك el‏ 
نريد أن نحافظ على هذه الرابطة. لذاء علينا أن نعدّل فى تعريف الجداء الداخلى 
بحيث ينسجم مع التعريف الجديد للطول » والتعديل القياسي هو أن نغير el‏ 
الأول »× في الجداء الداخلى بمرافقة × وهذا يعني أن × أصبحت × ويصبح 
ا جداء الداخلي للمتجهين د × بالتعريف : 


1 
(0) I P29) اع عه‎ 











: y =(4,2 -i ) ,x=)1+1,31 ( هو‎ C الفضاء‎ o مثال تمودجى من‎ 


E i 55 us 
x y=(1- 144 )-31()2 - 1( =1 - 101. 


per! sy.‏ الخطي وتطبيقاته 


وإذا أخذنا الجداء الداخلي للمتجه × بذاته فاتنا نحصل من جديد على مربّع 
الطول : 





*أ«اك 9 + 2 = x x= (1 +i) (1 +i) + Gili)‏ 
y “x of oY‏ يختلف بصورة غامة عن ر “+ لذاء Le Of‏ بعد الآن أن 
نعير انتباهنا الى ترتيب المتجهين فى الجداء الداخلى . هناك أشياء جديدة أخرى : إذا 
تغير × فأصبح cx‏ فإن الحداء الداخلي للمتجهين «, × لا يضرس بالعدد ع بل بالعدد © : 
إن ما سبق يستدعي تغييراًآخر علينا فعله . إِنّهِ تغییر بالرمز أكثر من كونه شيئاً آخر Shy‏ 
يدمج رمزين في رمز واحد: عوضاً عن الشرطة المستخدمة في المرافق Ty‏ المستخدمة 
في النقل» فان هاتين العمليتين تدمجان في ما يسمى نقل ا مرافتق ويرمز لها بالدليل 
AS yall‏ أي أن += ' × » ويستخدم الرمز نفسه من أجل المصفوفات: منقول 
مرافق المصفوفة A‏ هو : 
(AN), = Aji pet A =A".‏ )1( 
إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع Opm Xn‏ “4 مصفوفة من النوع nz‏ مثال 
دل 


oe) | lee aad p 
NE 3 s Q 
0 0 E 








يؤدَي الرمز 4 تمييزاً رئيسياً للواقع وهو أنه عندما تكون العناصر مركبة» فمن 
النادر جداً أن نسعى الى نقل 4 فقط» بل نقل المرافق أو النقل الهرميتى وهو الملائم 
فعلاً لكل MeN‏ يكن تلخيص التغييرات التى يتطلبها استخداء الأعداد المركبة 
بسهولة كما يلى : 


(1) كثيراً ما يشار إلى المضفوفة 4ب Ae pA‏ غليئا أن Bas‏ للمييزبين هذا الاس 
راك gas ol dae A‏ أن سارف JAY‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية A‏ 


oxy =0 ويكونان متعامدين إذا كان‎ oxy ay الداخلى ل دو‎ ءادجلا)١(‎ oe 

. ااعاا‎ =) x) طول المتجه ×هو‎ (Y) 

(A B)” =B" يصبح بعد تغيير كل عنصر بمرافقه "م‎ (A B) =B A (Y) 
المصفوفات الهرميتية‎ 

لقد تكلمنا فى أبواب سابقة عن المصفوفة المتناظرة : 4-47. سنوسع الآن مفهوم 
التناظر بعد أن تعرفنا على المصفوفات ذوات العناصر المر LAS‏ ليس التعميم الحقيقى 
هو ا مصفوفة التي تساوي منقو لها بل ا مصفوفة التي تساوي منقول مرافقتها . هذه هي 
التى نسميها المصفوفة الهرميتية . إليك مثالاً غوذجياً: 


2 3- 31| _ aH 
3 + 3[ 5 |4 





(Y) F 


لاحظ أن على عناصر القطرء أن تكون حقيقية وهي لا تتغيّر عند أخذ مرافق 
المصفوفة . كل عنصر غير قطري يقابل خياله في مرآة القطر الرئيسي و :3 - 3 مرافق 
للعدد :3 + 3ف يكل الأحوال » سيكون .»© = sa‏ وسيوضح هذا المثال الخواص 
الأربع الأساسية للمصفوفات الهرميتية . 

سيكون هدفنا الأساسي هو إثبات هذه الخواص . ومن الضروري التأكد من 
جديد أن هذه الخواص تتحقق ٠‏ أيضاء من قبل المصفوفات التناظرية ؛ فمن المؤكد أن 
مصفوفة تناظرية هي هرميتية . من أجل المصفوفات الحقيقية» لا يوجد فرق بين "4و 
e 4“‏ السؤال الرئيسي هو ماالأشياء التي لا يغيرها النقل . إذا وجد US‏ فان القيم 
الذاتية تبقى حقيقية كما سنبرهن ذلك . 

الخاصة ١‏ إذا كان =A‏ ۸ فان لكل متجه مركب × 6 يكون ×4 + حقيقياً. هناك 
إسهام من كل عنصر من 4 فى x Ax‏ : 


2 3-31 || u | 
3 + 33 5 ا‎ 











=-2uu+5vv+ ) 3 3خ‎ juv +) 3 uv. 


الحدان الناتجان عن العنصرين القطريين حقيقيّان POY‏ »ا2=» 2u‏ 
وا GT. 21 ves‏ الحدان الناتجان عن العنصرين غير القطريين فانهما مترافقان. 
لذاء إذا جمعا معاً ينتج عن ذلك مثلي الجزء الحقيقي ل v‏ »(:3-3) أي أن ل K'ar‏ 
من أجل برهان عام لهذه الخاصة» يمكننا حساب Ay‏ سوف نصل الى 
مرافق المصفوفة Ax‏ »التي هى من النوع [ غ61 ولكئنا سنصل Mad‏ من جديد» 
AE td Stal!‏ وك ور مارت (x AS)‏ . وهذا يعني أن هذا العدد حقيقي . 
الخاصة Y-‏ جيمع القيم الذاتية لمصفوفة هرميتية أعداد حقيقية . 
البرهان : لنفرض أن ۸ قيمة ذاتية ly‏ × هو المتجه الذاتى غير الصفري المقابل 
لهذه القيمة : Ax = dx‏ . الطريقة تستدع ي أن نضرب با مصفوفة x‏ 
عد = aA‏ الطرف الأيسر حقيقي بسبب الخاصة )١(‏ كما أن الطرف الأيمن 
Ihe I‏ =× × حقيقى موجب وذلك لفرضنا 0+ × . لذلك» فإن على < أن يكون 
حقيقياً. نلاحظ في مثالناء 2-8 أو 2--١‏ : 


3 - 1 


at pot | 2A ee an. eal? 
(A) IA - All = cia eg 4 A+ 13 - 3i| 








=A*-7A-8=U- BA + 1).‏ 
ملاحظة : يلاحظ أنه يكن أن يكون البرهان أسهل من ذلك إذا كانت A‏ حقيقية : 


Ax =Ax‏ تعطى =Ax'x‏ عماع لذا کے حفيقى 


XX 
مصفوفة حقيقية » ولكن فى ذلك خدعة : يكن‎ SY يبدو أن ذلك محقّق‎ oS 
Aled یکرت ذلك: فقطء فى الخالة الى يكون‎ LS pO le SU للمشجة‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ETT‏ 


4= » حيث يكنا أن نؤكد أن ۸ و × يبقيان حقيقيين . أكثر من ذلك» المتّجهات الذاتية 
متعامدة 0= <'+ فى المصفوفة المتناظرة الحقيقية و 0= »فى الحالة الهرميتية ASM‏ 
الخاصة ١‏ المتجهات الذاتية لمصفوفة متناظرة حقيقية أو هر ميتية » المقابلة لق 
داتية ممختلفة » متعامدة Lad‏ سنها. 
ينطلق البرهان من المعلومات المعطاةء “4 - 4 Ax =Ax,Ay =A y,‏ : 
(A, x)" y = (AD y =x" Ay =x" (Azy).‏ )4( 


العددان المتطرفان يحقّقان OV ary SA‏ العددين A‏ حقيقيان . نستخدم OV‏ الفرض 





pV AeA,‏ الذى يفرغن deel‏ 0= ب ب مها 


lf] + 
Delete» ]سم‎ 


: المتجهان الذاتئان متعامدان‎ Olds 
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من الواضح أن أي مضاعفين دو y B‏ يصلحان متجهين ذاتيين . لنفرض أنّنا اخترنا 
بان »دو y/ B‏ متجهي وحدة» فنكون بذلك قد 
نظمنا المتجهين الذاتيين ليكونا بطول يساوي الواحد. Lagi Ley‏ متعامدان فإنهما 
متعامدان نظامّان . إذا اخترنا هذه المتجهات الذاتية أعمدة لمصفوفة 5 » فيكون لدينا 
TAS =A‏ 5 (كما كان عندما كانت المتجهات الذاتية أعمدة) . أعمدة امصفوفة المقطرة 
متعامدة نظامية . 

[ذاكانت geval‏ فة الأصلية A‏ حقيفة ومساظ 3+ فان AHN god‏ حقيقية سب 


اش 


اا B = lly‏ ,اا ۸اا = » بحيث يصبح الہ > 





3 الجبر الخطى وتطبيقاته 
الخاصة (۲). و متجهاتها الذاتية متعامدة حسب الخاصة (Y)‏ . هذه المتجهات الذاتية 
حقيقية » أيضاً > JEU)‏ 0-+(27- 4) كما رأينا ذلك عند دراسة الفضاء الصفرى فى 
الفصل (۲) ويمكن تنظيم أطوالها لتصبح مساوية الواحد. لذاء يمكنها أن تقع في 
مصفوفة قائمة : 
إذا كان =A‏ ۸ فانه يكن للمصفوفة ا مقطرة أن تكون مصفوفة قائمة Q‏ . 

إن كون الأعمدة متعامدة نظامية يكافئ 1= 0'0 أو "0= "0 . يصبح التقطير 

المعتاد S'AS =A‏ خاصاً - إنه ۸ - 0740 أو "0۸0 = 4 لقد وصلنا الى أضخم 


: الجبر الخطى‎ ol h 
صقر فة متناظرة حقيقية فق 4-080 تقع المتجهات الذاتية‎ [NF يكن‎ 0 
. ۸ المتعاملة النظامية في © والقيم الذاتية في‎ 

في الهندسة أو الميكانيك» هذه هي نظرية المحاور الأساسية . إنها تعطى 
الاختيار الصحيح لمحوري القطع الناقص . هذان المحوران متعامدان ويتجهان فى انّجاه 
المتجهين الذاتيين للمصفوفة المقابلة . (البند ۲-١‏ يربط المصفوفات المتناظرة بمعجسمات 
القطوع الناقصة في فضاء gd‏ بعداً). في الميكانيك» تُعطي المتجهات الذاتية 
الاتجاهات الأساسية التي يقع عليها الضغط المحض أو التوتّر الملحض- في الاتجاهات 
الأخرى» يحصل «تشوه» . 

فى الرياضيّات» يعرف القانون "80 4-0 بنظرية الطيف . إذا ضربنا أعمدة A‏ 
بأسطرها فإن هذه المصفوفة تصبح تركيباً لمساقط وحيدة البعد - التي هي المصفوفات 
الخاصة جج dle kN‏ 


xt 
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A= QAQ" =| xı 


سے 








he Xa 








es |‏ ) [ ش 
AX aXe .‏ + * > 4 اب Agta: + RRS‏ = 


لمصفوفتنا ذات النوع 2 2 القيمتان الذاتيتان (3) و (1) : 


i 
یم = | رم‎ | = 











= | زم ت H|‏ 
س | یم = u|‏ 


المتجهان الذاتيّان اللذان Jie‏ طولاهما الى الواحد»ء هما : 


لذا فإن المصفوفتين الواقعتين فى الطرف الاين هما × ×و "×× - جداء عمود بسطر- 
إنهما المسقطان على المستقيم الحامل ل * والمستقيم الحامل x,‏ 

نؤكد أن ذلك هو التقطير AS‏ 4-5 نفسه المعتاد. لقد خصص ب0 - 5و 
١ =‏ » وعلاوة على ذلك» يجزأ الى أجزاء منفصلة بحيث تعطى كل قيمة ذاتية 
قطعة : النتيجة هي بناء كل مصفوفة متناظرة من مساقط ذوات بعد واحد- وهي 
مصفوفات متناظرة من رتبة تساوي الواحد . 
ملاحظة : إذا كانت مصفو فة حقيقية وصدف أن كانت قيمها الذاتية حقيقية» فإن 
متجهاتها الذاتية حقيقية» أيضاًء إِنّها تحل 0 - ×( (A -A‏ ويمكن حسابها GILL‏ 
لكنها ليست متعامدة VJ‏ إذا كانت A‏ متناظرة : “80 0- 4 يودي الى A =A‏ 

إذا كانت المصفوفة حقيقية» إلا أن بعض قيمها الذاتية مركبة» فان هذه القيم 
الذاتية تظهر على صورة أزواج مترافقة . إذا كان +ib‏ ۾ قيمة ii pial isli‏ حقيقية › 
فإن -ib‏ ۾ أيضاً. إن محدّدة 4-27 كثيرة حدود يمعاملات حقيقية» ولمثل الكثيرة 
الحدود code‏ تكون الجذور المركبة أزواجاً. في المصفوفة ذات النوع 22. يحوي 
قانون الدرجة الثانية الحد *-4ac)”‏ )+ . 


۳ء الخبر اخطي وتطبيقاته 


تنبيه : بقول دقيق » لقد برهنت نظرية الطيف "۸0 0= e A‏ فقط» في الحالة التي 

تكون فيها القيم الذاتية للمصفوفة A‏ مختلفة» لذاء فإن هناك» clase‏ «من المتّجهات 
الذاتية المستقلة» ويمكن تقطير 4 بأمان . مع ذلك (انظر البند 1-0( فمن الصحيح أنه 
إذاكان مصفوفة متناظرة قيم ذاتية مكرّرة » فإنها تبقى مع ذلك ذات مجموعة كاملة من 
ا متجهات الذاتية ا متعامدة النظامية . ا حالة القصوى هى مصفوفة الوحدة التى تقبل A‏ 
1= قيمة ذاتية مكررة ۸ مرة - لا يوجد نقص في المتجهات الذاتية . 

لانهاء لحالة المركبة» نحتاج الى مشابه للمصفوفة الحقيقية القائمة - وبامكانك 
أن تخمن ماذا سيحدث J pad)‏ = 0 سيحول النقل الى نقل ال مرافق . يصبح الشرط 
1- 7ا1 . ا حرف الحديد U‏ يعكس الاسم الحديد . تدّعى مصفوفة مركبة ذات أعمدة 
متعامدة نظامية مصفوفة واحدية . 
المصفوفة الواحدية : 

هل يمكننا أن نفرض التشابه التالي ؟ يكن مقارنة مصفوفة هرميتية مع عدد 
حقيقي » ومصفوفة واحدية بعدد واقع على دائرة الوحدة - عدد مركب تساوي قيمته 
المطلقة الواحد. من أجل القيم الذاتية لهذه المصفوفات» ستكون المقارنة أكثر من تشابه : 
الأعداد ۸ أعداد حقيقية إذا كان ۸= ۸ وتقع على دائرة الو jii‏ كان 1= U‏ . 
ستكون المتجهات الذاتية متعامدة ويمكن جعلها متعامدة نظامية 

لقد أثبتت هذه القضايا من أجل المصفوفات الهرميتية (بما في ذلك المتناظرة) 
ولكنها لم تبرهن من أجل المصفوفات الواحدية (بما فى ذلك القائمة). لذا سنسعى 
مباشرة الى خواص ا الثلاث التى تقابل الخواص ١‏ , ؟ , "7 للمصفوفة 4 . ولنتذكر أن 
U‏ ذات أعمدة متعامدة نظامية : 


)1( ستقارن فيما بعد المصفوفات «الهرميتية - التخالفية» بأعداد تخيلية بحتة والمضفوفات 
'النظامية ' بأعداد مر كية b‏ +4. المصفوفة التي متّجهاتها الذاتية غير متعامدة لا تقع في هذه 
الأصناف» وهى جارج التشابه . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۷ 


uF =u! a uut=1 4) UUs 
يؤدي ذلك مباشرة الى الخاصة (1) » لايؤثر الضرب ب0ا على الجداء الداخلي أو‎ 
. الزاوية أو الطول . البرهان» كما كان من أجل © » بسطر واحد» فقط‎ 
: أن الطول محفوظ‎ ad (y =× (باختيار‎ g(x)" y (=× U Uy - y ۷ الخاصة‎ 
(\\) lux]? + 
. الذاتية» كل ۸ في نقطة من دائرة الوحدة‎ U الخاصة التالية تعين مواضع قيم‎ 
. ٠۸ا1 قيمة مطلقة‎ U الخاصة 7 لكل قيمة ذاتية للمصفوفة‎ 
الطرفين‎ Sob وذلك بالمقارنة بين‎ Ux ينتج ذلك مباشرة من العلاقة ةع‎ 
ااعداادائماء لذاء فإن‎ = FATIH ولكن‎ CV) استناداً الى الخاصة‎ » Us = ll : 
. 21-1 
. الخاصة ” المتجهات الذاتية المقابلة لقيم ذاتية مختلفة متعامدة فيما بينها‎ 
ذاخلياً ونستند الى‎ bo را وخرئ‎ =Ay 6 Ux يفرض البرهان أن + 2خ‎ 
: ١ الخاصة‎ 
xy د‎ ( Ux )” (Uy) = (Ao Aay) = A Aa". 
ysi =l إذا قارنًا الطرف الأيسر بالطرف الأيمن, نحد أنه يجب أن يكون‎ 
تعطي ! = .2.12 لذا فلا یکن أن يكون أيضاً 1 =,۸ ۸ ينتج‎ Y لكن الخاصة‎ .0 
. والمتجهات الذاتية متعامدة‎ xy =0 عن ذلك أن‎ 
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فثال ۱ " 


القيمتان الذاتيتان لهذا الدوران هما "ء, e”‏ بقيمتين مطلقتين تساويان الواحد. 
المتجهان الذاتيان we‏ ( )= ول = + وهما متعامدان jut ob goat)‏ 
المرافق فى 0= +1= y‏ ). بعد التقسيم على 1/2 » يصبحان متعامدين نظاميين 


SYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
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ثلاث مصفوفات واحدية وينتح مصفوفة واحدية في الطرف الأيسر. المغال التالى هو 
أكثر المصفوفات الو احدية أهمية . 


| | | i ) 92 مصهوفة‎ Y مثال‎ 
BaF a dLE ow w™ 
Vn vn ا‎ yy)? 


المعامل Vin‏ يرد الأعمدة الى متّجهات وحدة . (القيمة المطلقة لكل عنصر تساوىي 
الواحد» لذاء op‏ طول كل عمود من المصفوفة الأصلية # يساوى VT‏ كون 
1 - نا “نا هو المتطابقة الأساسية فى تحويل فوريه المنتهى» ولتعد الى ذاكرتنا النقطة 
الآساسية من البند :)٥-۳(‏ 
جداء السطر oyal‏ بالعمود 2 من لهو 0=( اوی 
n‏ 


1 2 ii 
LWW +W ‘)=058U بالعمود رمن‎ U” جداء السطر امن‎ 
1 (الأول) من الدرجة‎ se هو الجذر الا‎ w US AI العدد‎ «AVI فى‎ 
قواه‎ ce ””” يساوى‎ ail. 9-2 n/m للواحد. إنه واقع على دائرة الوحدة» زاويته‎ 
W موزعة بالتساوي على دائرة الوحدة. يحقق هذا التوزيع كون مجموع جميع قوى‎ 
التي عددها ”_جميع جذور الدرجة للواحد-يساوي الصفر. جبرياًء هذا المجموع‎ 
w - 1 0 هو (1-) /(1- نل) ولكن‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۹ 


فى الحالة الثانية» ۷ هى قوة ل« . E‏ وهى» أيضاء جذر للواحد . El‏ 
لست dt‏ الأول للواحد e‏ وذلك JY‏ ننظر في pols‏ قطر U‏ "ا أي jai‏ 
مجموع قوى W‏ يساوي الصفر» أيضاً : 0= (1-/1(/)18-”17) . 

وهكذا وجدنا أن U‏ مصفوفة واحدية . لقد كتبنا من قريب معكوسها_ الذي له 
الصورة ذاتها عدا الاستعاضة عن e = wo ow‏ س. الآن لنتعرّف على ما حدث . 
ا كانت U‏ واحدية UU‏ جد معكوسها بالانتقال (الذى لا يغيّر Cent‏ وأخذ المرافق 
(الذى pe‏ « إلى Cw‏ معكوس ا هذه هو ل . 

استناداً الى '1 من خواص المصفوفة الواحدية» Op‏ طول aill‏ يساوي طول 
Ux‏ . الطاقة في فضاء ما تساوي الطاقة في متَحوّل هذا الفضاء . والطاقة هي المجموع 
.ا وهي أيضاً مجموع الطاقات في مختلف «المتوافقات» . يحوي متجه مثل 
OLAS × = )1,0.....0(‏ متساوية من كل مركبة للتواترء المتجه Ux = )1,1.....1(/ Vn‏ هو 
متجه وحدة . 

. بسرعة بطريقة حويل فوريه السريع‎ Ux slim أله یکن‎ Si 


0 Y- مثال‎ 
0 
l 


هذه المصفوفة مصفوفة قائمة» لذاء استناداً» ال٣‏ » يجب أن يكون لها متجهات 
ذاتية متعامدة. | أعمدة مصفوفة فوريه ! يجب أن يكون لقيمها الذاتية قيم مطلقة 
تساوى الواحد . UG)‏ الأعداد ' "س...., Lyw‏ (أو 1,1 » فى هذه الحالة: 4 ×4). 
ِنْها مصفوفة حقيقية» لكن قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية مركبة . 

ملاحظة أخيرة . تحقّق المصفوفة الهرميتية التخالفية #- -” × تماماً PALS‏ 
مصفوفة تناظرية تخالفية K =K‏ تنتح خواصها مباشرة من ارتباطها القريب مع 
المصفوفات الهرميتية : 

إذا كانت 4 هرميتية فان 4 :- × هرميتية LUL‏ . 


ال الذاتية Hero tows ANS K re‏ لقد 
or‏ 


=-K", 





OF 3431 | 
` | = 3 + 31 51 


العناصر القطرية مضاعفات (باستثناء الصفر) i‏ القيم الذاتية هى Bi‏ :- . 
تبقى المتجهات الذاتية متعامدة ويبقى لدينا KU AU‏ بمصفوفة واحدية U‏ عوضاً 
عن المصفوفة الحقيقية © القائمة» و ب :1,8 الواقعة على قطر ۸ . 

يلخص هذا البند بالجدول الذي ft‏ التوازي بين AAH‏ والمركّب . 


الحقيقى مقابل المركب 
#فضاء متجهات pon‏ كبة حقيقية ج> C"‏ فضاء متّجهات ب ١‏ مركبة مر كبة 
الطول : Co tbe =x" + ntx”‏ الطول: ٣ا le Pe eb‏ 
النقل: :4= 4 ج النقل الهرميني: Aj = An‏ 


am =p A عم‎ (AB) =B A’ 





xy = X لإ ر‎ + wie +X ج> الجراء الداخلي, لام‎ x y =X Yat we +X, Yn الجداء الداخلي‎ 


(Ax ارد(‎ (Aly) (Ax) =x" (Ay). 
xy =0doladl جه‎ y =0 التعامد:‎ 
A =A : مصموفات تناظرية : 4-4 جه مصعوفات هرميتية‎ 
A= 0810-1 = QAQ" ب (أحتينية)‎ A = 0417-١ = UAU" ) حقيقية‎ A) 
P-k ج> مصفوفات هرميتية تخالفية‎ ko =k مصفوفات تناظرية تخالفية‎ 
UU زد‎ AUU مصفوفات قائمة "0-0 أو 00-1 جه مصفوفات واحدية‎ 
و اجا دااع ا‎ (vx) جعي ليد رون‎ WOxtl=lixils (Ox) (Qx)=x y 
I= 1 متعامدة نظامية وكل‎ U الأعمدة والأسطر والمتّجهات الذاتية من © و‎ 


۳-0-0 


٤-0-0 


0-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية \ ££ 


تمارين 


من أجل العددين المركيين i‏ - 1 و 344i‏ 

. أوجد موضعيهما في المستوي المركب‎ (I) 

. وجداءنهما‎ Lage perce te gl (WO) 

(ج) أوجد مرافقيهما والقيمة المطلقة لكل منهما . 

هل يقعان داخل دائرة الوحدة آم فى خارجها ؟ 

ماذا يمكنك أن تقول حول : 

)١(‏ مجموع عدد مركب ومرافقه ؟ 

(Y)‏ مرافق عدد يقع على دائرة الوحدة ؟ 

(۳) جداء عددين واقعين على دائرة الوحدة ؟ 

f مجموع عددين واقعين على دائرة الوحدة‎ (E) 

إذا كان ,x =24i‏ :1+3- ر» فأوجد رد xy, Ix,‏ ×× × . تحقّق من أن 
القيمة المطلقة layl‏ تساوي جداء اا ب اناا والقيمة المطلقة | ×/1اتساوي 
خارج قسمة 1 على اندا. 

أوجد العددين b a‏ من العدد المركب + ه الواقع على دائرة الوحدة 
عند الزوايا .30:,60:,90 - 0 . e AÈ‏ بضرب» مباشر» من أن مربع 
الأول يساوي الثاني وأن مكعب الأول يساوي الثالث . 

(أ) إذا كان =٠"‏ × فما هو ×, :د ,”× في الاحدائيّات القطبية f‏ 

أين يقع العدد المركب الذي يحقّق ×= fx‏ 

(ب) فى اللحظة 0= : » يكون العدد المركب 1 eS‏ مساوياً الواحد. 
ارسم الخط الذي يرسمه عندما تزداد امن الصفر الى 27 . 


CEN 


1-0-0 


١ ١6ه‎ 


١١ مه‎ 


a‏ | خط ,54 Landes‏ ته 


أوجد طولي المتجهين التاليين وجداء هما الداخلي : 


2 + 41 _ 
4 | فى‎ te 


اكتب المصفوفة "4 واحسب 44 ٥=‏ إذا كانت 


8 ل‎ 
y= jp ; 


4i 











L i p 
it O [1 


مهي العلقة بين © , ”© ؟ هل ذلك o‏ 
)1( بالمصفوفة السابقة A‏ » استخدم الحذف لحل Ax=0‏ 

(۲) برهن أن الفضاء الصفري الذي انتهيت من حسابه متعامد مع 
(4)#.وليس مع فضاء الأسطر )"2(4 المعتاد. الفضاءات الأساسية 
الأربعة في الحالة المركبة هي RA) NA)‏ كالسابق ثمء RA")‏ 


CATA ع‎ Ls دما‎ > 





th) 

(I)‏ ما هى محددة “4 بدلالة محدّدة A‏ ؟ 

(ب) برهن أن محددة أي مصفوفة هرميتية هي عدد حقيقي . 

(أ) ما هو عدد درجات الحرية في مصفوفة متناظرة حقيقية » في مصفوفة 
الجوابين الآخرين » AQ OY‏ 0= ۸.) 

(ب) برهن أن للمصفوفات الهرميتية من النوع 33 تسع درجات حربة 
وللمصفوفات الواحدية ست . (يمكن ضرب أعمدة U‏ الجديدة ade gh‏ 
من الشكل Ce?‏ 

اكتب المصفوفات التالية بالصورة 3:5 + Ap xy xt‏ لنظرية الطيف : 


P| i} elt of e-i 5} 


۲-0-0 


۳-0-0 


12-0-0 


0٥-0-0 


القيم الداتىة والمتجهات E ANU)‏ 


أعط سبب الصحَة Vey‏ معاكساً فى حالة الخطأ : 


)1( إذا كانت 4 هرميتية فان 1¡ + 4 قابلة للعكس . 

Lal إذا كانت © قائمة فان 7 + + © قائمة‎ (Y) 

)1( 131 كانت A‏ حقيقية فان A +i‏ قابلة للعكس . 

افرض أن 4 متناظرة من النوع 3 ×3 » God‏ الذاتية 0,1,2 . 

(أ) ما هى الخواص المضمونة للمتجهات الذاتية الواحدية المقابلة SuvwJ‏ 
(ب) بدلالة uyw‏ » صف الفضاء الصفرى» الصفري اليسارى» فضاء 
الأأسطر وقضاء الأعمدة ل A‏ 

f هل هو وحيد‎ . Ax =v +W pare x ote أوجد‎ (>) 

)9( تحت أي شروط على ٠‏ يكون للنظام Ax=b‏ حل ؟ 

(ه) إذا كانت uvw‏ أعمدة 5. فما هي ' 5 و ESTAS‏ 

فى القائمة الواردة أدناه » أى صنف يحوي المصفوفة 4 وأيّها يحوى 


قائمة» قابلة للعكس » إسقاط » مبادلة » هرميتية» من المرتبة واحدء قابلة 
للتقطير» ماركوف . أوجد القيم الذاتية ل 4و 8. 

ما هو عدد أبعاد الفضاء 5 لجميع المصفوفات المتناظرة الحقيقية من النوع 
Xn‏ ؟ تقول نظرية الطيف إن كل مصفوفة متناظرة تركيب MS‏ من 
مصفوفات الاسقاط . با أن عدد الابعاد هنا يزيد على on‏ كيف يكن 


تعسير هله الزيادة 3 


هم نم١‏ 


۱۷-0-0 


۱ A-0-0 


\4-0-0 


۲-۵-0۵ 


Y }-0=0 


ا خبر الخطى وتطسقاته 


اكتب الوقائع ذوات الشأن المتعلقة بالقيم الذاتية لما يلي : 
)١(‏ مصفوفة متناظرة حقيقية 
(Y)‏ مصفوفة مستقرة: جميع حلول المعادلة du/dt = Au‏ تتقرب من 
Aa‏ 
(Y)‏ مصفوفة قائمة 
CE)‏ مصفوفة ماركوف 
)0( مصفوفة معيبة (غير قابلة للتقطير) 
)1( مصفوفة شاذة 
برهن أنه إذا كانت كل من U‏ و ۷ واحدية» فان UV‏ تكون كذلك . استخدم 
المعيار =I‏ ل“ U‏ 
برهن أن محددة مصفوفة واحدية تحقق 1 - | 6:7 | ولكن المحددة 
ليست» بالضرورة» مساوية الواحد. صف جميع المصفوفات الواحدية 
من النوع 2 2 . 
أوجد عموداً ثالثاً لتصبح المصفوفة التالية واحدية . مامقدار الحرية في 
هذا الاحتار؟ 

IN3 in2 


U =| 1N3 0 
i3 1N2 


قطر المصفوفة الهرميتية-التخالفية × ذات النوع 2 × 2 والتي جميع 
عناصرها تساوي:. احسب " 8ء5 =" ءوتحقق من أن “+ واحدية. 
ماقيمة مشتقتها عند 0= ؟ 

صف جميع مصفوفات النوع 3 × 3 التي تتصف بكونها هرميتية وواحدية 


وقطرية في وقت معاً. كم واحدة نجد مثل تلك المصفوفة؟ 


۲۲-0-0 


YY - 0-0 


دف 4م 


0-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتة EF:‏ 


يكن تجزئة أي مصفوفة 2 إلى مصفوفة هرميتية وهرميتية AA‏ 
LLE Z =A +‏ مثل العدد المركب z‏ الذي يجزأ بالصورة ppl atib‏ 
الحقيقى ل > هو نصف > +: و« الجزء الحقيقى» ل 2 هو نصف “2+2 . 
أوجد قانوناً مشابهاً «للجزء التخيلى» وجزيء المصفوفتين التاليتين 





برهن أن أعمدة مصفوفة فوريه #ذات النوع 44 هي متجهات مصفوفة 
المبادلة م فى Tull‏ 
اعقو المادلة تللق 2S)‏ المصفوقة الدوارة : 
cP + cP‏ ضرع + cI‏ -)(مصفوفة متجهاتهاالذاتيةهى. 
ee) Cx Ax‏ هو التغقاف ل ل عع c= (CC‏ و( × (x, XxX,‏ = 

è -‏ 5 5 اک = : go eti i‏ 
من اجل المصفوفة الدوارة C =F AF‏ لماذا يكون الضرب ب ٣م‏ ب 
۸ ثم ب F‏ (قاعدة الالتفاف) أكثر سرعة من الضرب مباشرة ب © ؟ 


1-0 تحویلات التشابه : 

لقد تضمنت كل خطوة فى هذا الباب» فعلاً» التركيب 45 eS‏ حيث المتجهات 
الذاتية للمصفوفة 4 قد وضعت أعمدة للمصفوفة 5 والتركيب SAS‏ كان مصفوفة 
قطرية (سميت 8). عندما كانت 4 متناظر ة كتبنا 0 عوضاً عن 5 كتذكرة بأنه من الممكن 
اختيار المتجهات الذاتية متعامدة نظامية . فى اخالة المركبة » عندما كانت PA‏ ميتية ؛ 
فقد كتبنا 1 » لكنها بقيت مصفوفة المتجهات الذاتية. الآنء في هذا البند الأخير 


سننظر في تركيب آخر AM‏ 11- شكل بالطريقة نفسهاء ولكن بأية مصفوفة قابلة 
للعكس M‏ تقع في اليمين ومعكوسها في اليسار . قد يصدف أن تكو ن المتجهات الذاتية 
غير ممكنة التكوين (الحالة المعيبة)» أو أننا لانعرفها أو أننا لانريد استخدامها. 

لنصف أولاء العلاقة بين "4٥ 9A‏ . يقال عن هاتين المصفوفتين إنهما 
متشابهتان . يدعى الانتقال من إحداهما إلى الأخرى تحوي ل تشابه . إنها الخطوة الطبيعية 
التي يجب القيام بها عند التعامل مع معادلات تفاضلية أو قوى مصفوفة أو قيم ذاتية 
(LE‏ كما كانت خطوات الحذف طبيعية عندما تعاملنا مع Ax =b‏ (الحذف يضرب A‏ 
من اليساري اء ولكن لأيضرب من البمين Fale (Lo‏ بكو ن ستاك جماعة كاملة 
من المصفوفات M AM‏ جميعها مشابهة CAS‏ وهناك مسألتان أساسيتان : 

M'AM ماهي الأمور المشتركة بين هذه المصفوفات‎ )١( 

(Y)‏ باختيار خاص ل om‏ ماهو الشكل الخاص الذي يكن أن نصل إليه 
[MAM‏ 

الجواب الاخير يعطى من قبل صيغة جوردان التي ينتهي بها هذا الباب. 

من المتحسن أن تدش ركف أنشى هذا التركيب.: لتقرض bl‏ أعظنا معاد 
تفاضلية أو معادلة فرق بالمتغير cw‏ ولنفرض أننا أجرينا التغيير =٨‏ > لإدخال المتغير 
الحديد ov‏ فيكون : 


dv elias ع‎ dv . du 
5" =M'AMyv ol M —=AMy\, تصبح‎ = = Au 
dt 3 dt ش‎ dt 


Ung, =M'AMv, أو‎ Mva, - 4107, mpa Ugg) =A 


المصفوفة الجديدة فى المعادلة هى MAM‏ فى الخالة ioH‏ يكون M=S‏ 
ويتفكك النظام AS OY‏ 4-5 قطرية . تتطور النماذج النظامية بصورة مستقلة . إذا 
تكلمنا بلغة التحويالات | Abed‏ التى قدمت قبل» فإن المتجهات الذاتية قد اختيرت 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۷ 


بحيث تكون قاعدة للفضاء . إن ذلك هو أقصى تبسيط» لكن تبسيطات أخرى أقل 
تطرفا مستعملة أيضاً . نحاول أن نجعل العمل M'AM‏ أكثر سهولة من العمل As‏ 

السؤال الأول كان حول جماعة المصفوفات IIM AM‏ تضم 4 ذاتهاء وذلك 
باختيار M‏ مصفوفة الوحدة . يكن جعل كل واحدة من هذه المصفوفات تظهر فى معادلة 
تفاضلية أو معادلة فرق نتيجة لتغيير المتغير 0= cu‏ لذاء من المتوقع أن يكون بينها 
أشياء مشتر كة وهى واقعة» فعلا : المصفوفات ال متشابهة مشتركة بالقيم الذاتية . 
هع إذا كان B=M AM‏ فان للمصفوفتين 8 و 4 القيم الذاتية نفسها ويقابل متجه ذاتي ل 
[gece A‏ ذانا BS MX‏ 
البرهان pte‏ لما كان A=MBM'‏ 

Ax =x > MBM "x = Àx => B(M ' x) =A(M' x). 

لذا تكو ن < قيمة ذاتية للمضفوفة 8 أيضاً. المتجهات الذاتية ضربت ب M‏ 

يمكثناء أيضاً » أن نتحقق من أن المحددتين ل -A‏ 4و 8-۸7 متطابقتان» وذلك 
من قاعدة ضرب محددتين : 


det (B -AI) = det M'AM - A1) = det M (A -AL.)M) 
= detM™' det (A -AD) det M = det (A Al). 


المحددتان كثيرتا الحدود المميزتان ل 4 و B‏ متساويتان . لذاء فان -ha j g>‏ 
القيم الذاتية ل ۸4و 8-متطابقة . المثال التالي يوجد بعض المصفوفات المشابهة للمصفوفة 
مغال : المصفوفة A = F J‏ قطرية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0 . 


إذا كانت | te = AM = [ib] opm- i b‏ قيمتاها الذاتيتان 1 و6 


د -B= MAM‏ مصقوفة إسقاط قيمتاها الذاتيتان 


إذا كانت | M = | E‏ فإن 








او 0 


SoA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


إذا كانت | ” “ | = فان B=M'AM‏ مصفوفة اختيارية قيمتاها الذاتتان 1 و 0 

في هذه Ll‏ يمكننا أن ننتج أي مصفوفة لها القيم الذاتية الصحيحة» إنها حالة 
سهلة OV‏ القيمتين الذاتيتين 1 و 0 مختلفتان. شكل جوردان يمكنه أن يتدير أمر le‏ 
القيم الذاتية المكررة وأي نقص ممكن في المتجهات الذاتية . كل مايمكننا قوله الآن هو 
أن M AMI‏ العدد ذاته من المتجهات الذاتية المستقلة مثل ONDA‏ المتجهات الذاتية 
ضربت (M3‏ 

الخطوة الأولى منفصلة ونظرية» وهي النظر في التحويلات الخطية التي تقع 
بعد المصفوفات . إن ذلك يعيدنا إلى البند 1-۲ حيث نظرنا بالدوران أو الانعكاس أو 
الإسقاط بتعابير هندسية كشيء يقع فى فضاء ذي « بعداً. يمكن أن يحدث التحويل 
حارج الجبر الخطي لكن ال جبر الخطي يعيده إلى ضرب المصفوفات . 


تغيير الأساس = تحويل تشابه : 

ستكون العلاقة بين المصفوفتين المتشابهتين AM 9A‏ 8-14 شديدة القرب» لنعد 
إلى التحويلات الخطية و لنذكر الفكرة الأساسية : يث لكل تحويل خطي بمصفوفة . 
لقد ظهرت في البند )1-1( نقطة إضافية واحدة : تتعلق المصفوفة باختيار الأساس . 
إذا غيرنا الأساس فاننا نغير المصفوفة . نحن OV‏ مستعدون لرؤية ماذا يفعل تغيير 
الأساس في المصفوفة . 
مثل ا لمصفوفات المتشابهة تحويلاً خطياً واحداً بالنسبة لأسس مختلفة . 

الجبر دقيق غالبا ad‏ 2 أن لدينا التحويل 7(مثل الدوران) والأساس ٠...۷‏ 
يمكن تكوين مصفوفة A‏ كما يلي : ينتج العمود رفي 4 عن تطبيق 7 على iv‏ 


a Vt... 0 V المتجهات لا شو‎ up تن کت‎ = Ív. 
i a njn” 8 A j 
تبنى‎ (B وإذا كان لدينا اساس جديد 7,..., ۷ فان مصفوفة جديدة (لنسمها‎ 


. 
الطريقة ذاتها : 77د تركيب ف AY ousi‏ 287 . کک يحب hi‏ 
ظ i] 1 ١‏ 


القيم الذاتيه والمتجهات الذاتيه 684 


يكون كل ۷ أيضاً تركيباً في متجهات القاعدة القدية ypa. V= à mV;‏ 
M‏ هذه» تمثل » حقاًء التحويل المطابق (!) عندما يكون الشىء الوحيد الذي يحدث 
هو تغيير الأساس . تبعاً للقاعدة الواردة فى البند (؟5-5)» لقد طبقناء cha‏ التحويل 
المطابق (الذي يترك ۷ Ga LS‏ وكتبنا EWI‏ بتركيب في «. المصفوفة المعاكسة M‏ 
«fee‏ أيضاًء التطبيق المطابق» عندما يتغير الأساس من « إلى ۷ . قاعدة الجداء تعطى 
النتيجة التى نريدها : 

سفوفتان 4 و 8 اللتان تمثلان التحويل الخطي 7 نفسه بالنسبة لأساسين مختلفين 
دو هما مصفوفتان متشايهتان : 


Tiss = [I] uov gee Vea 
B =M“ A M 


هذا البرهان ESI)‏ عن قاعدة الضرب) إلى حدما غامض c‏ وال مثال هو أفضل 
طريقة لتفسير ذلك . نفرض أن 7 هو الإسقاط على مستقيم L‏ يصنع مع المحور الأفقي 
زاوية قدرهاه . إن ذلك تحويل خطى وهو موصوف بصورة ALLS‏ دون الاستعانة 
بأساس . ولكن» لتمثيل ذلك بمصفوفة» فنحن بحاجة إلى أساس» يعرض الشكل 
)0-0( إختيارين . أحدهما الأساس المعتاد (1,0) = « و (0,1) = « والآخر أساس اختير 
خصيصاً من أجل 7. فى الحقيقة ۷= OV) TV‏ ۷ واقع على المستقيم L‏ مسبقاً) و 7-0 
V, OY) V,‏ متعامد مع المستقيم) . في هذا الأساس» تكون المصفوفة قطرية  VOY‏ و 
V,‏ متتجهان ذاتيان : 





û = [TÎ ا بوب‎ 4 


الشىء الآخر هو المصفوفة 4 التى تغير الأساس. من أجل ذلك نعبر عن ۷ 
بال كين 0 v cos 0 + v sin‏ ونضع معاملا نه في العمود الأول . بصورة مشابهة V,‏ (أو 
IV,‏ التحويل هو التطابق) هو 6 sin 0 +v cos‏ ۷- وينتج العمود a l‏ 1 


.$0 الجبر الخطي وتطبيقاته 


B=[Thrwv= م‎ af 


b, b, 
jp jorin V-coordinates M b 
= 2 


A or in V-coordinates BM ` | 
| b, | b, 





شكل )00( n‏ تغيير الأساس لجعل مصفوفة الإسقاط قطرية. 





M -]1|[ .م‎ |“ er 
ركبت مع 8و‎ NV هو هنا المنقول) من« إلى‎ GI) 14 ' ينقل معكوس المصفوفة‎ 
: )5-17( فإنه يعطى مصفوفة الإسقاط التى كتبت فى الأصل فى البند‎ M 


2 
C CS 


A =MBM" = an 
CS 5 








يمكننا تلخيص هذه النقطة . نفرض أننا أعطينا مصفوفة مثل 4.. طريقة تبسيطها- 
بالفعل» هو تقطيرها هو إيجاد المتجهات الذاتية . إنها توضع في أعمدة ۷ (أو (S‏ 
فنحصل على مصفوفة قطرية AM‏ . يقول الحبريون الأمر ذاته بلغة التتحويل الخطى : 
طريقة إيجاد مصفوفة قطرية JAE‏ 7هي اختيار أساس مكون من متجهات ذاتية . 
aol i‏ المعتاد v‏ يؤدي إلى 4 التي ليست بسيطة t‏ الأساس الملائم V‏ يؤدي إلى 8 التى 
هي قطرية . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية \ $0 


نؤكد من جديد آن تر كيبا مثل MAM‏ لايظهر للوجودخلال حل ط=×4؛ العملية 
الأساسية هناك هى ضرب A‏ (من اليسارء فقط) i gias‏ تطرح مضاعف سطر من 
سطر آخر . إن مثل هذا التحويل يحافظ على الفضاء الصفري وعلى فضاء أسطر 4 
الذي ليس له أي عمل على القيم الذاتية . بالمقابل» تبقي تحويلات التشابه القيم الذاتية 
ذاتهاء التى تحسب» في الواقع» بمتتالية من التشابهات البسيطة . تتحول المصفوفة 
بالتدرج إلى مصفوفة مثلثية الشكل e‏ وتظهر القيم الذاتية بالتدرج» أيضاً» على القطر 
الرئيسى . (لقد وصفت هذه المتتالية في الفصل السابع كما أن خطوة واحدة قد وضحت 
فى التمرين السابع أدناه) . إن ذلك أفضل محاولة لحساب كثيرة الحدود ) det (A -M‏ 
التي جذورها هي القيم الذاتية . من أجل مصفوفة كبيرة» من المستحيل حسابيا حشد 
كل هذه المعلومات في كثيرة الحدود ومن ثم استخراجها من جديد . 


الأشكال المثلثية بوساطة مصفوفة واحدية M‏ 

إن أول انتقال L‏ بعد IL‏ المعتادة MS‏ هو خطوة صغيرة : عوضاًعن استخدام 
ا لحالة الأكثر عمومية eM‏ نتجه في طريق آخر ونقتصر على مصفوفة واحدية . UU‏ 
هنا هي أن نجد شكلاً مبسطاً بحيث يمكن إنجاز الت ركيب AM‏ 14 تحت تأثير هذا القصر . 
يتطلب ذلك أن تكون أعمدة M =U‏ متعامدة نظامية (في ال حالة الحقيقية» كتبنا (M =O‏ 
. مالم تكن المتجهات الذاتية متعامدة» فمن المستحيل الحصول على مصفوفة قطرية ؛ 
لكن نظرية شور Schur‏ التمهيدية التالية تنتج WSS‏ كثير الفائدة على الأقل - من 
اة Ve BS‏ 


)1( سنكرسس بقية هذا OUI‏ لأمور نظرية أكثر منها عملية. إن شكل جوردان في 0 ر مستقل 
عن الشكل المثلثى فى ۵ ف . 


مع الحبر الخطي وتطبيقاته 


ه ص توجد CY‏ مصفوفة مربعة cA‏ مصفوفة واحدية M =U‏ بحيث تكون  U'AU‏ 
7= مثلثية عليا . القيم الذاتية للمصفوفة A‏ مشتركة مع المصفوفة المشابهة لها7 وتظهر 
على قطرها الرئيسي . 

البرهان لكل مصفوفة» مثل أية مصفوفة من النوع 4 ×4 » قيمة ذاتية واحدة على 
الأقل؛ فى أسو | الحالات. يمكنها أن تتكرر أربع مرات . لذا فان للمصفوفة A‏ متجهاً 
ذاتياً واحداً »على الأقل . لنجعله نظامياً cx‏ ولنضعه فى العمود الأول للمصفوفة 
1 . في هذه الحالة » يتعذر تعيين الأعمدة الثلاثة الباقية» لذاء نتمم المصفوفة بأي طريقة 
شرط أن تبقى واحدية ولنسمها .U‏ (طريقة غرام شميدت تؤكد إمكانية ذلك) . 
60 على الأقل العمود الأول من الجداء U AU,‏ بالصورة الصحيحة: Ax=Ax‏ 


ww‏ .ال 
Aa NES hk, ER‏ 
zed _ () wo | O0 * * *#‏ 
Os () ex‏ ج AU‏ او U, AU, = 0 ee e‏ 
Q * * #‏ * * * )( 


في المرحلة ASUS!‏ نتعامل مع المصفوفة ذات النوع 3 × 3 التي تقع OV‏ فى 
القرنة الدنيا واليمنى . لهذ هذه ا 3 
في العمود الأول في مصفوفة واحدية من النوع 3 3. فيكون : 





: موفة قيمة ذاتية gh‏ متجه gle‏ واحدى × اوت 


i, 2 AA 1O0 O Û 
ا‎ OES ا‎ 
U- (U; AU,)U, = 0 0 * * z a= 0 M; 
0 () x 3# 0 


apea‏ > كمرحلة أخيرة» نضع متجا ذاتياً للمصفوفة ذات النوع 2 2 الواقعة 
القرنة اليمنى والدنياء و he‏ ° 


E 


== 


U; (Uz U AU, U2)U; = 


* * + عد 


E 
۸3 
0 





5 
ويم 0 
0 0 
0 0 


القيم الذاتة والمتجهات o ASI)‏ 


الحداء U =U UU,‏ مصفوفة واحدية أيضاً لقد تحقق ذلك بالتمرين -\V-0-0‏ 
وبذلك» نحد المصفوفة المثلثية المطلوية AUST‏ 17 . 

بسبب كون هذا التمهيد يطبق على جميع المصفوفات» فان ذلك يجعلناء في 
الغالب» نهمل فرضية كون 4 قابلة للتقطير . يمكننا استخدام ذلك لبرهان كون القوة ۸ 
“تتقرب من الصفر عندما تكو ن كل ٠١ 1> ١‏ وتكون الدالة الأسية "© متقاربة من الصفر 
عندما يكون كل 0> 63 دون الحاجة إلى المجموعة الكاملة للمتجهات الذاتية التي 
فرضت نظرية الاستقرار وجودها فى البندين (4-؟) و )8-0( 
مثال : 

للمصفوفة | م | - 4 القيمة الذاتية ١‏ - (مزدوجة) . 

أحد مستقيمات المتجهات الذاتية (بالفعل هو الوحيد) يمر من النقطة )1,1( . بعد 

التقسيم على 72 » نصل إلى العمود الأول ل U‏ والعمود الثاني قائم عليه : 


IN2 1N2 |[2 | 1N2 1N2 "i 4 
IN2 -IN2 |1 OJ 2ل/م1‎ -1N2 001 


UAU = 

















تلك هي المصفوفة المثلثية ٠7‏ تقع قيمها الذاتية على القطر. من أجل مصفوفة 
أكبر» توجد الخطوة الأولى 7]آ-يتبعها ...1,1 e‏ جميعها مضروبة فيما بينها فى U‏ 


= 


Line » بصورة خاصة‎ i TO, ped 


تقطير المصفوفات المتناظرة والمصفوفات الهرميتية 

كتطبيق لهذا الشكل المثلثى e‏ نريد أن نبين أن لكل مصفوفة متناظرة أو هرميتية - 
سواء أكانت قيمها الذاتية مختلفة أم لا مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية . نحتاج لمصفوفة واحدية U‏ بحيث تكون AU‏ ا قطرية» ولقد أوجدها تمهيد 
شور فى GO‏ . هناك خطوتان للانتقال من المثلثية الى القطرية : 


cof‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


: هرميتية أيضاً‎ UAU كانت 4 هرميتية فان‎ اذإ)١(‎ 
(U Au)? =u"a"(u")" =U AU. 

(Y)‏ 131 كانت مصفوفة متناظرة أو هرميتية وكانت أيضاً مثلثية» فانها تكون 
قطرية . بما أن T=U AU‏ هرميتية مثلثية معا فإنهاء بصورة آلية » قطرية . وهذا ما ينهى 
برهان نظرية أساسية في الجبر الخطي : 

٥‏ ق (نظرية الطيف) يمكن تقطير أي مصفوفة متناظرة وحقيقية بمصفوفة قائمةء 
ويمكن تقطير أى مصفوفة هرميتية بمصفوفة واحدية : 

(الحالة الحقيقية) =A‏ 40 © (الحالة المركبة) u'AU =A‏ 

أعمدة 0 U sl)‏ ) تحوى مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية . 

ملاحظة ١‏ إذا كانت A‏ حقيقية ومتناظرة» فان قيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية Liis‏ 





في كل خطوة من خطوات 5 ف . ينتج ذلك مصفوفة حقيقية واحدية U‏ بقول آخر 
ملاحظة ۲ من المؤكد أن للمصفوفات المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية 
المتعامدة» ولو كانت بعض قيمها الذاتية مكررة . يمكننا أن نعتبر 4 نهاية لمصفوفة متناظرة 
ذات قيم ذاتية مختلفة » وعندما تتقرب من النهاية » فإن متجهاتها الذاتية» في النهاية. 
تبقى متعامدة . e pL‏ للمصفوفة غير المتناظرة : 


ua | O Cos? 
AW) =o sin @ 








المتجهان الذاتيان )1,0( و )6 )cos 0, sin‏ . عندما 0 + -_6 ؛ we pA‏ المتحه الذاتى 
الثاني من الأول_الذي هو المتجه الذاتي الوحيد للمصفوفة غير القابلة للتقطير | L‏ 
مئال لقد برهنت الآن نظرية الطيف بالنسبة لمصفوفة متناظرة مثل : 








القيم الذاتية والمتجهات ZS‏ £00 
التى لها قيمة ذاتية مكررة 1- = 2= 1= ۸ . أحد اختيارات المتجهات الذاتية : 


xX; = , ول‎ = 

















1 | 
V2 y2 


1 
-1 | 
0 


` 5 0 £ LG 
2 2? 0 0 0 23 3 
A=) Axel المح‎ 1 10 /+4,)000/4Aad-2 £ Ol. 
2 2 0 0 [ j 92 2 
000 000] 


لما كان = Joba‏ كيب الإسقاطين الأولين (كل منها من المرتبة الأولى) يعطي إسقاطاً 
P‏ من المرتبة الثانية » وتكون 4 : 


| 0 
0|- KP, +À, P, = (+1) y 0 | + )- 1( | 0 |. 
0 [ 


0 
هنا يو جد مستو كامل من المتجهات الذاتية التي تقابل 1 A=‏ ؛ المتجهان x,‏ × قد اختبرا 
abled sy pe‏ تقريياً. للك Ob‏ المقداريق التمايوين "ع , "د اعباطياة Lal‏ 
وليس سوى Lage pores‏ إسقاط ‏ على المستوي الكامل هو الذي عين بصورة 
وحيدة . لكل مصفوفة هرميتية ذات »من القيم الذاتية ا لمختلفة «تحليلها الطيفي» | 
لخاص وفق  c 4-12 Hoth‏ حيث P‏ | سقاط على الفضاء الذاتي ا متعلق ب 2 . 
U‏ كان هناك مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية» فان مجموع الإسقاطات يساوي 
المطابقة . ولما كانت الفضاءات الذاتية متعامدة» فإن جداء كل أثنتين من هذه الإسقاطات 
يسناو ي الصفر 0= PP‏ 
أصبحنا الآن قريبين جداً من الإجابة عن سؤال طبيعي ومهم وقادرين › Laf‏ 


nl-‏ ب إنم ت 
د | زيم ب |د O‏ 
= | یا ب | یا ت 
pape‏ س ألم oS‏ 


٤07‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


على متابعة الطريق حتى نهايته . ما هي المصفوفات التي تكون فيها المصفوفة المثلثية 
7 هي المصفوفة القطرية ۸ ذاتها ؟ لقد وضعت المصفوفات الهرميتية والمصفوفات 
الهرميتية التخالفية والواحدية» سابقاًء فى هذا الصنف ؛ إنها تقابل على الترتيب أعداداً 
من المحور e AAL‏ أعداداً تخيلية بحته» ودائرة الوحدة . نريد OW‏ الصنف الكامل 
وهو الذي يقابل مجموعة الأعداد المركبة ALIS‏ . تدعى هذه giall‏ فات نظامية . 
0 ر نقول عن مصفوفة N‏ إنها مصفوفة نظامية » إذا كانت تبادلية مع NNT ENN iN”‏ 
في هذه المصفوفات دون غيرهاء تكون المصفوفة المثلثية NU‏ 7-17 هى المصفوفة القطرية 
۸ . المصفوفات النظامية هي بالضبط » تلك المصفوفات التى لها مجموعة كاملة من 
ا ملتجهات الذاتية المتعامدة النظامية . 

نلاحظ أن المصفوفات الهرميتية (أو المتناظرة) هي مصفوفات نظامية حتماً : إذا 
كان 4-47 فإن كلا من 44و “44 يساوى A?‏ المصفوفة الواحدية نظامية» أيضاً : 
كل cp‏ 00و UU‏ يساوي الوحدة . في هذه الحالات الخاصة » نكون قد برهنا أن 
A‏ > 7 بمرحلتين وتستخدم هاتان المرحلتان بالذات مصفوفة نظامية : 

: نظامية لأى أيضاً‎ T=U'NU نظامية فان‎ N إذا كانت‎ )١( 

TT” = U انبر‎ NFU “نع‎ NNPU = ان‎ NO NU = USNS UU زابخ‎ =T"T. 

(Y)‏ إذا كانت مصفوفة مثلثية 7 نظامية» فإنه يجب أن تكون مصفوفة قطرية 
Oly poll)‏ 9ا لے (Ve‏ 

وهكذا at‏ أنه إذا كانت N‏ نظامية فان المصفو فة ال مثلثية UNU‏ مصفوفة قطرية ولا 
كان لها القيم الذاتية ل 8 نفسها فانها تكون المصفوفة ۸ بالذات . المتجهات الذاتية 
للمصفوفة هي أعمدة U‏ وهي متعامدة نظامية . هذه هى الحالة الجيدة ولننتقل OV)‏ 
الى الحالة العامة من أفضل المصفوفات الممكنة الى الأسوأ الممكن . 


dame‏ جوردان 
لقد CON cm bles‏ في هذا البند» أفضل مانقدر عليه باستخدام المصفوفة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ال 


الواحدية في التشابه؛ باشتراطنا MOS‏ مصفوفة واحدية» توصلنا بالمصفوفة M AM‏ 
إلى شكل مثلثي 7. سنرفع OV‏ هذا القيد عن المصفوفة M‏ ستكون أي مصفوفة 
مقبولة» وسيكون هدفنا جعل المصفوفة 11404 أقرب مايكن من القطرية . 

ستكون نتيجة هذا الجهد الكبير في التقطير الحصول على صيغة جوردان .. في 
الحالة التى يكون فيها للمصفوفة A‏ مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المستقلة» نأخذ 
M S‏ ونصل إلى ty -5 ASA‏ تتحد» في هذه الحالة» صيغة جوردان مع المصفوفة 
القطرية 8 . إن هذا الآمر متعذر لمصفوفة (Aas‏ وستحوى صيغة جورداد. من أجل 
كل متجه ذاتي مفقود» العدد واحد فوق قطرها الرئيسي مباشرة . تظهر القيم الذاتية 
على القطر الرئيسي OY‏ مثلثية . يمكن لقيمتين ذاتيتين مختلفتين أن تنفصلا دائماً. 
القيمة الذاتية المكررة ۸ » فقط » هى التى تتطلب (أو لاتتطلب) عنصراً غير قطري في 
f‏ 
0 ش إذا كان للمصفوفة A‏ متجهات ذاتية مستقلة » فإنها تكون مشابهة لمصفوفة ذات s‏ 





J 


J=M"'AM = 


SoA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


عندما تكون الكتلة من مرتبة 1< com‏ فان القيمة الذاتية A‏ تتكرر 7 مرة ويوجد 
m -‏ من الوحدان فوق القطر . يمكن للقيمة الذاتية .3 » نفسها أن تظهر في كتل متعدّدة. 
إذا كانت تقابل متجهات ذاتية متعدّدة ومستقلة . تكون مصفوفتان متشابهتين إذا اشتر كتا 
بصِيغة جور دال . 

يضع كثير من المؤلفين هذه النظرية في ذروة مقرّرهم في الجبر الخطى . بصراحة» 
إنْنى أعتبر ذلك خطأ . من المؤكد أنّه لا يكن تقطير كل مصفوفة» وتُعد صيغة جوردان 
هى الحالة الأكثر عمومية ؛ ولكن » بسبب ذلك » سيكون إنشاء ها تفنياً وغير مستقر . 
(أي تغيير طفيف في 4 قادر على إعادة المتجهات الذاتية المفقودة وتغيير أمكنة الوحدان 
الموجودة خارج القطر) . 

لذاء كان أفضل موضع للتفصيلات هو الملحق”'' » والطريقة المفضّلة للانطلاق 
بصيغة جوردان » هي النظر في أمثلة خاصة سهلة JH‏ . 
مثال ١‏ : 


{lið "REN |P Û e] NEA f ع‎ 5 
=] 8| كل من | 1 نْ|-” و | 4-70 و |؟ !|- إلى‎ es 


لهذه المصفوفات الأربعة القيمتان الذاتيتان )١(‏ و )١(‏ مع مجه ذاتي وحيد لذاء فإن 
ل مكونة من كتلة واحدة . لنحقق OVI‏ ذلك . المحدّدة تساوي الواحد والأثر (مجموع 
عناصر القطر الأساسي) هو (۲) . تمق القيمتان الذاتيتان 1 -2,1.1 -1+1. من أجل J‏ 
BLA‏ ,» التي هي مصفوفات مثلثية» تقع القيم الذاتية على القطر . نريد أن نبيّن أن 
هذه مصفوفات متشابهة - إِنّها واقعة في الجماعة ذاتها-و J‏ هى صيغة جوردان لهذه 
الجماعة. 


Filippov هذه التفصيلات سهلة المتابعة وأعتقد أن برهان فيليبوف‎ fer كل مؤلف يحاول‎ O) 
. من الملحق‎ J هو الأفضل . إنه سهل بصورة كافية ليجعلنا نعكس قرارنا ونتقل إنشاء‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية £04 


الانتقال من 7 الى J‏ » هو تغيير الاثنين بواحد ويمكن لمصفوفة قطرية 14 أن 
تفعل ذلك : 








فخ إلى Med‏ لعمل هو جعل المصفوفة مثلثية ومن ثم تغيير ١ Y‏ : 


‘au =|} 7‏ ن يؤدى إلى 5 | | |= M'TM‏ 


لقند cals‏ 148 0 مال هد شور G0)‏ أعلذه)؛ MSU eli‏ يعطى J‏ 
من 8 إلى ل ٠‏ العمل هو نقل ومبادلة يعطيان : 


aol olioli 


مثال ۲ 














أا كان الصفر قيمة ذاتية مكرّرة ثلاث مرات لكل من هاتين المصفوفتين» ED‏ ستظهر 
فى كل كتلة من ES‏ جو ردان . سواء وجدت ALS‏ واحدة من النوع 3X3‏ أو واحدة 
من النوع 2 ×2 وواحدة من النوع 1 × 1 أو ثلاثة من النوع 1 ×1 . لذا فإن الأشكال 




















om‏ الحبر الخطى وتطبيقاته 


في حالة المصفوفة A‏ سيكو ن المتجه SIU‏ الوحيد هو )1,0,0( . لذا فان صيغة جوردان 
ستكون ذات كتلة واحدة» واستناداً الى النظرية الأساسية o)‏ ش)ء ستكون 4مشابهة 
للمصفوفة 7. للمصفوفة B‏ متجه ذاتى آخر هو (0,1,0)» لذاء فإن صيغة جوردان 
هي ,/.. توجد كتلتان على طول القطر . أمّا فيما يتعلّق بالمصفوفة , J‏ فانّها تقع في 
صنف خاص thy‏ ستكون 0 = M OM‏ وهي المصفوفة الوحيدة المشابهة لصفر 
المصفوفات . 

في هذين المثالين» يكفي تعداد المتجهات الذاتية لتعيين المصفوفة -J‏ وإن ذلك 
ممكن Lego‏ إذا لم يكن هناك تعقيدات تزيد على ثلاثيّة القيمة الذاتية . ولكن» سيظهر 
كون تقنية التعداد قاعدة Dle‏ في التمرين الأخير . 


تطبيقات على معادلات الفروق وا معادلات التفاضلية (القوى والدوال GLY‏ 
إذا أمكن تقطير 4 » فان قوى ' ASAS‏ سهلة: ' ASAS‏ إذا لم يكن من 
الممكن تقطيرهاء فسيبقى لدينا ' 14 A SMI‏ » بصيغة جوردان في الوسط- نحتاج 
الآن الى قوق J‏ : 
تير “زياد A“ = MJM MJM”) ... MIM)‏ 
J‏ كتلة قطرية ويمكن أخذ قوى هذه الكتل بصورة منفصلة : 











A 1 0|” L” a A DA 
FOAI] =| 6 AS nam! 
00A] 0 0 Mel 





يمكن أن يدخل ذلك في حل معادلة فرق» ]13 كان هناك قيمة ذاتية ثلاثية ومتجه ذاتي 
فريد. إنها kál TEF‏ »الى حل المعادلة التفاضلية المقابلة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ETA‏ 


T‏ ظ 
e™ te! p“‏ 
Ji Ok‏ 

٠ = E 2” fe” 

چ 0 0 


يأتي ذلك من جمع المتسلسلة ....+ !2 /( + LHI tH‏ الذي ينتج 
ليس ووا bi Je‏ و المع اة قق AG‏ 
مثال يظهر العمود الثالث من gt"‏ في حل المعادلة du / dt = u‏ : 





يحل النظام بالتعويض - التراجعى (لأن المصفوفة مثأثية) . تؤدّي المعادلة الأخيرة 
الى Use‏ معادلة ,»هى cdu Idt =u tu,‏ وإن te eke‏ المعادلة الأخيرة 
du /dt =ru +u.‏ وحلها if a gh‏ من أجل كتلة من حجم — من قيمة ذاتية 
مضاعفتها 71 ومتجه ذاتى واحد فقط ‏ يظهر العامل الاضافى 1,1- m‏ مرة. 

هذه القوى والقوى الأسّية ل ز هي جزء من قانون الحل . الجزء الآخر هو 
المصفوفة 14 التى تربط المصفوفة الأصلية 4 بأكثر المصفوفات ل موافقة : 


u = A*u, = MJ M "u, OB upp =Au, إذا کان‎ 


u =e“u, = Me" Mî u, Öl du/dt = Au اذ| كان‎ 


عندما MOS‏ و J‏ هماك و ۸ (الحالة القابلة للتقطير) سيكون هذان القانونان هما 
قانوني البندين )١-١(‏ » )8-0( يتعرض الملحق (ب ) الى المصفوفات غير القابلة 
للتقطير ويبيّن لماذا يكن لصيغة جوردان أن تتمدد . 

آمل أن تكون القائمة التالية تلخيصاً ملائماً . 


جدول محويل التشابه 
A -١‏ قابلة للتقطير : أعمدة 5 هى متّجهات 4 الذاتية »و S'AS=A‏ مصفوفة 


A -Y‏ اختيارية : أعمدة M‏ متجهات 4 الذاتية ومتّجهاتها الذاتية المعممة وتكون 
صيغة جو ردان هنا =J‏ 14 ۸ 1 قطرية بالكتل . 
A -Y‏ اختيارية و U‏ واحدية : یکن اختيار U‏ بحيث تكون atts U'AU HT‏ 
A-E‏ نظامية e‏ ۸ ۸= مم : یکن اختیار U‏ بحيث يكون ۸= UAU‏ 
حالات خاصة من )8( » جميعها ذوات متّجهات ذاتية متعامدة all;‏ : 
| - إذا كانت A‏ هرميتية فان ۸ -حقيقية . 
أ - إذا كانت A‏ حقيقية متناظرة فإن ۸ حقيقية وإن U =Q‏ قائمة. 
باد إذاكانت A‏ رة تخالفية فانم 2055 


ج - )13 كانت A‏ قائمة أو واحدية فان 1 -121. 
1 


cp yt 


A وكانت ©مشابهة 8» برهن أن © مشابهة‎ A إذا كانت 8 مشابهة‎ ١-5-6 
ماهي المصفوفات المشابهة‎ .(B=M'AM و‎ © - 1 BN (افرض‎ 
لمصفوفة الوحدة؟‎ 

: انشين منها‎ seld ` | صف بالكلام كل المصفوفات المشابهة ل‎ Y-1-0 

A+ أبداً مشابهة ل‎ A فسرلاذا لا تكون‎ ۳-٣-٥ 

: لبرهان أن‎ )١1-( و‎ )١( مركبة من‎ M أوجد مضغوفة قطرية‎ ٤-1-٥ 


ف ~~ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ENY‏ 


0-1-0 برهن آنه إذا كانت 8 قابلة للعكس فان BA‏ مشابهة ل AB‏ . 

٦-٦-٥‏ ()إذا كان CD =DC‏ (وكانت 77 قابلة للعكس) برهن أن © مشابهة 
-C J‏ 
(ب) استنتج أن القيم الذاتية ل © تظهر أزواجاً بالاشارتين + أو - . 
(ج) برهن مباشرة آنه إذا كان C(Dx)=-A(Dx) OUCX=AxX‏ . 


: «دوراناً خاصاً للمستوى»‎ M لتكن 4 مصفوفة ماو‎ ۷-٦-٥ 


cos O -sin@ QO 
sn@ cos@ 0 
0 0 | 


, M= 














| 


اختر زاوية الدوران 6 بحيث ينعدم العنصر (3,1) في M AM‏ . 
تنبيه : ليس من السهل متابعة هذه الا OY BOL‏ الدوران الذى يحدث صفرين Laye‏ 
عن hd‏ يمكن أن يغيّر الصفر الواقع في القرنة . علينا أن نبقي قطرا واحداً تحت القطر 
الرئيسي وننهي حساب القيم الذاتية بطرق مختلفة . وإلا » إذا ESE‏ من جعل A‏ قطرية 
ورأينا قيمها الذاتية c‏ فسوف نجد جذور كثيرة الحدود ( det (A -M‏ باستخدام الجذر 
التربيعى» فقط » الذي يعين 8 CaS‏ » ولكن ذلك مستحيل . 
۸-٦-٥‏ ماهي المصفوفة M‏ التي تغيّر الأساس (1,4) VE‏ , (۷=)1,1 الى 
الأساس =A‏ ع زقج) 2 ؟ أعمدة M‏ تنتج عن التعبير عن ۷و 
الاكتركيبين فى الآ + 
۹-٦-٥‏ بالنسبة للأساسين السابقين » عبر عن المتجه (3,9) كتركيب من 
c V +c Vi) pall‏ أو .dvtdv.‏ عق ايا أن bı SM‏ © ب ]0 : M‏ 
c =d‏ 


: أكك التمري- الأخير سيريا :]13 كان‎ ١و١‎ -ô 


2 \2 


۱1-1-0 


۱۲-1-0 


1-1-2 


\g-\-0 


| الخطى وتطبيقاته 


gm c+m c =d V=m v+m v V =m v+mv 
lI | IZ 2 | Z Iz | it d I it 1 21 2 


dv +d لا‎ sew tey, neml فان امت‎ ¢ m ctm c =d 


متطابقان . إن ذلك هو «قانون تغيير الأساس» Me =d‏ . 

إذا كان التحويل 7 هو الانعكاس على المستقيم الذي يصنع 40" مع 
قوز dey) 6x‏ مصفوفة هذا التحويل بالنسبة للآساس المعتاد y=‏ 
Lals, «= (0,1) (1,0)‏ بالنسبة لالأساس V=(1,1), Va(-1)‏ 
برهن أن هاتين المصفوفتين متشابهتان . 

التحويل المطابق يطبق كل متجه على نفسه : xx‏ أوجد المصفوفة 
المقابلة لهذا التحويل» إذا كان الأساس الأول (3,4) = v = )1,2( , v‏ 
pla,‏ الثانى هو )0,1( w =(1,0) w=‏ و Se‏ هي مصفوفة 


2 2 aM. 35 
„b هى 01+ × ع2+‎ © + × +٤ × مشتقة‎ 


)1( اكتب مصفوفة من النوع 33 بحيث يكون : 


T 


D= 


ZC |. 


al 
b 
C | 0 














(ب) احسب D‏ وفسر الناتج بدلالة المشتقّات . 

(ج) ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 2؟ 

برهن أنه ليس للتحويل Tf (x)= | (t) dt‏ قيم ذاتية» بينما يصلح 
كل عدد قيمة ذاتية للتحويل 4f dx‏ = (8) 7# . الدالة معرّفة لكل 


x Sand 


١ 5-0 


ie etl 


۱۷-1-0 


\A-1-0 


۱۹-1-٥ 


feaa 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 6 


فى فضاء المصفوفات من النوع 22 » نفرض أن 7 هو التحويل الذي 
ينقل كل مصفوفة » أوجد القيم الذاتية و«المصفوفات الذاتية» ل 
77المصفوفات التى (A =A GF‏ | 

: 0 AQ =A أوجد مصفوفة قائمة 0 حيث‎ (Í) 

0 0 0 


0 00 
003 


A=‏ و 














ثم أوجد زوجاً آخر من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية XA,‏ من 
أجل 0 A=‏ 

(ب) Gi‏ أن Pixa + ax?‏ هي نفسها من أجل الزوجين . 
برهن أن كل مصفوفة واحدية ALG A‏ للتقطير بمرحلتين : 

)1( إذا كانت A‏ واحدية وكانت U‏ كذلك: 6s‏ يكون T=U AU‏ 
(Y)‏ كل مصفوفة مثلثية عليا وواحدية» هى مصفوفة قطرية ۸ . 

ينتج عن ذلك أن المصفوفة المثلثية 7هي cA‏ وأن لأي مصفوفة 
واحدية(سواء كانت قيمها الذاتية مختلفة (Y pl‏ مجموعة كاملة من 
المتجهاتالذاتية المتعامدة النظامية U AU = A:‏ . جميع القيم الذاتية FF‏ 
s TALSI‏ 

أوجد مصفوفة نظامية ليست هرميتية ولا هرميتية تخالفية » ولا واحدية 
أو قطرية. برهن أن جميع مصفوفات المبادلة نظامية . 

نفرض أن T‏ مصفوفة مثلثية عليا من النوع (3X3‏ عناصرها ؛ . قارن 
ين TOT pele sTT” pole‏ ورهن أله إذا LIS‏ مساويتين فان 
7قطرية . 


إذا كانت N‏ نظامية. برهن أن Nx Il = IN Il‏ || لأى متجه Xx‏ 


21 


51١-51-6 


55-1-6 


51١-51-6 


yż- 1-0 


= =6 


١ al a 


۲۷-٦-0 


استنتح أن للسطر :من N‏ طول العمود: نفسه. تنبيه: إذا كانت N‏ 
Lal‏ مثلثية علياء فان ذلك يؤدّي من جديد لاستنتاج أن N‏ يجب أن 
تكون قطرية . 

برهن أن مصفوفة Old‏ متّجهات ذاتية متعامدة نظامية هى مصفوفة 
نظامية» كما geal‏ في (ه ر)؛ 

NN” =N"N OWN =U AU” أو‎ U NU =۸ إذا كان‎ 

أوجد مصفوفة واحدية ومغلشة 7 بحيث U AU =T ON‏ من أجل : 


010 
000 
100 
إذا كان للمصفوفة 4 القيم الذاتية 0,1,2 فما هي القيم الذاتية A (A -J‏ 
)A -21)‏ )1؟ 

() برهن» بضرب مباشرء أن مصفوفة مثلثية» مثل 3 ×3 » GE‏ 
معادلتها المميزة : 0= )1^ (T-21) (TA, (T‏ 

(ب) بتعويض U AUT‏ » استنتج نظرية كايلي - هاملتون : كل 
مصفوفة تُحقّق معادلتها ا مميزة : 

(A-1) (A-1) (A 21) =0‏ . 
كثيرة ادود viel ad pool) soll‏ 
٤ (‏ ط- . بتعويض مباشر» حقّق نظرية كايلى - هاملتون 4( A`- (a+b‏ 
0 > إ( »© 6- 4 ه) + . 

في المثال (۲) الوارد في نهاية هذا الباب» أوجد M‏ التي تنجز  M‏ 
"BM =J‏ . 


_|5 -3 99 
DF 1 i m= 











١ - )4 +d ( 3+ (ad هي‎ ۸ = 


إذا كان a =I‏ للعناصر الواقعة فوق القطر الرئيسى و0 = 4 في بقية 


YA-1-0 


Y¥4-1-0 


ا اک 
Poe t LEF‏ 


۳-1-0 


۳۱--0۵ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EIV‏ 


المواضع» أوجد صيغة جوردان (مثلا 4 4%( وذلك بايجاد جميع 
برهن بطريقة التجربة والخطأ (بمصفوفة (M‏ أنه لا توجد صيغتان 
متشابهتان من صيغ جوردان فى المثال ذي النوع J#M'JM ‘3x3‏ و 
J+M IM‏ و J#M'JM‏ . 

حل المعادلة الأولى oe pil‏ التراجعي والثانية بالوصول 
الى ' :A=MJM‏ 





























اخس و oy AM‏ إذا كانت * AMIM‏ 
a =| 14 05 3 AHH‏ 
3 4|| 2 3[]0 4-] [16-10- 
اكتب جميع صيغ جوردان الممكنة لمصفوفة من النوع 44 لها الصفر 
قيمة ذاتية مضاعفة أر بع مرات (بالاتفاق» الكتل تصغر عندما تتحرك 
تحت المصفوفة J‏ نحو الأدنى). إذا كان هناك متّجهان ذاتيان مستقلآن 
فبرهن أنه يوجد إمكانان مختلفان ل ل. 


ETA 


3 1 
AC 


أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية والمصفوفة المقطرة S‏ يلى: 








| 2 2 IT 
=| | ي‎ amas] 
: أوجد محدّدة ۸و ' 4 إذا كان‎ 
هد‎ O fai 
A=S 0 4, 5 








إذا كان للمصفوفة 4 القيمتان الذاتيتان 1,0 اللتان تقابلان المتجهين 
الذاتين : 

| ا 

vi| |2 


لاذا يمكن أن تقول bad‏ إن A‏ متناظرة ؟ ما هو أثرها ومحددتها 
؟ ماهى fA‏ 

في التمرين السابق» ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل ”4 ؟ ما 
هى العلاقة بین 4 و 4 ؟ 

هل توجد مصفوفة 4 بحيث تكون الجماعة 27+ A‏ كاملة قابلة للعكس 
ote IS‏ مركب Te‏ أوجد مصفوفة حقيقية A‏ بحيث 10555 Atr‏ 
قابلة للعكس لكل عدد حقيقى ” . 

حل من أجل القيمتين الابتدائيتين ثم أوجد e‏ 


01 seas LI wey 8 
u =| 0| وإذا كان‎ u = ادا كان‎ oo 





٠١-6 


۱۱-0 


۱-0 


١١-6 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۹ء 


هل ELS‏ أن تفضل ربحا مركباً بمعدّل /.٤١‏ يحسب في أرباع السنة أو 
۰ يحسب سنويا . 

صح أو خطأ ae)‏ مثال معاكس إذا كان (U>‏ . 

AS ipla فان‎ cp be بين‎ Dol Bye A ol إذا‎ (1) 

(ب) إذا كانت مصفوفة مثلثية مشابهة لمصفوفة قطرية فانّها قطر ية مسبقاً . 
(ج) تؤدي كل اثنتين من هذه القضايا الى الثالثة: ۸ هرميتية» A‏ 
واحديةء „A =I‏ 

(د) إذا كانت 4و 8 قابلتين ل 
ماذا يحدث لتنالية فيبوناتشي إذا رجعنا بالزمن» وكيف hgp‏ 7ب 
SF‏ 

‘ 

يبقي القانون ۴+ FSF‏ ساري المفعول. لذاء يكون !1 ح ۴ . 

أو جد ا لحل العام للمعادلة du /dt =Au‏ إذا كان : 


. كذلك‎ AB Ob مر‎ 











0 -1 0 
A=| I Û -I 
0 1 0 


هل يمكنك أن تجد زمناً T‏ يعود فيه الحل (7) * الى القيمة الابتدائية Cu‏ 
إذا كانت P‏ المصفوفة التي تسقط R‏ على فضاء جزئي oS‏ فسر لاذا 
يكون كل مجه من 5 متجها ذاتياً وكذلك كل متجه من 5 . ماهى 
القيم الذاتية ؟ (لاحظ العلاقة 22-2 التى تعنى أن ۸= (K‏ 

يرهن أن كل مصفوفة » تزيد مرتبتها عن الواحد» هي مجموع 


C)‏ برهن أن للمعادلة التفاضلية المصفوفية dX /dt =AX +XB‏ ال حل 
Br‏ 


ae OF y=e'X (0) © 


tv. 


١1-6 


\V-0 


\A-0 


alandas الخطى و‎ pol 


(ب) برهن أن حل «dX Idt =AX -XA‏ يحافظ على القيم الذاتية لكل 
زمن . 

إذا كانت القيمتان الذاتيتان هما 3,1 والمتجهان GUNS‏ )5,2( , (2,1)» 
فاو جد حل كل من المعادلتين du /41 =Au‏ ا منطلقا 

من (9,4) =4 

أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 


0 -1 0 
A= 2 Lih 
0 -1 0 








بتجربة حل : 














برهن al‏ ليس للمصفوفة A‏ جذر تربيعي.غيّر عنصري القطر الرئيسي ل 
A‏ ب 4 ٠‏ ثم أوجد الحذر التربيعى . 

() أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 

(ب) حل du//dt =Au‏ منطلقاً من )100,100( w=‏ . )>( إذا 
كانت () « = دخل سمسار البورصة (سوق الأوراق w (tg (ASU‏ 
)= دخل الزبون» ويتساعدان فيما بينهما وفق النظام dv Idt =4w‏ و 
dw /dt = — ۷‏ » الى ما تسعى النسبة JW‏ «عندما co‏ ؟ 

صح أو خطأ مع السبب في حالة الصحة ومثال معاكس في حالة الخطأ : 
(Í)‏ بأى مصموفة de » A‏ حل للمعادلة du Idt =Au‏ انطلاقاً من 


A= 


0 4 
hg 
1 








۱۹-۵ 


ا 


مق ۲ 


YY-o 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۷١‏ 


(1,...,1)= »× (ب) يكن تقطير أي مصفوفة قابلة للعكس . 

(ج) يكن عكس آي مصفوفة قابلة للتقطير . 

(د) المبادلة بين سطري مصفوفة من النوع 2 × 2 بعكس إشارتي قيمتي 
ean We)‏ 

(ه) إذا LU‏ المتجهان × , ر قيمتين ذاتيتين مختلفتين فان 0= ر × . 
إذا كانت K‏ مصفوفة متناظرة - تخالفية برهن أن 1+ 1) -K)‏ 1) = © 





| مسقو ق فة K=|9 SIS 13) OD se gl‏ 
إذا كان = K”‏ (هرميتية - تخالفية) فإن القيم الذاتية تخيّلية والمنّجهات 
الذاتية متعامدة . 

(أ) كيف يمكنك أن تعرف أن 5-7 قابلة للعكس ؟ 

(ب) كيف يمكنك أن تعرف أن KSUAU‏ من أجل مصفوفة 
واحدية TU‏ 
oe” ULC)‏ ,ا 
BU (>)‏ “© واحدية ؟ 
إذا كانت M‏ قطرية عناصرها 4,4,4 » فما هي المصفوفة 14 4' M‏ 
وما هي قيمها الذاتية إذا كان : 


1 î 3 
1 1 3 
EER 


A= 





إذا كانت 1- = A‏ فما هي القيم الذاتية ل 4 ؟ إذا كانت A‏ حقيقية ومن 
النوع ”× on‏ برهن أنه من الضروري أن تكون cheatin‏ أعط مثالا . 
إذا كان × 2= ×4 و Ay =y‏ (كل شيء حقيقى) برهن أن 0 = xy‏ 
شكل مختلف لمصفوفة فوريه هو «مصفوفة الجيب) 


EY 


۲0-0 


۲1-٥ 


TY—-0 


18-6 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


i sin 6 sin 20 sin 30 
—— | sin 20 sm46 مزع‎ 66 
v2 sin 30 sîn 6Û sin 90 


j S= 


تحقّق من أن ' 55-5 (الأعمدة هي المتجهات الذاتية لمصفوفة ثلاثية 
الأقطار ia‏ 

. 7-0 بست يكون‎ N de pb مسقو ةة‎ tol (1) 

(ب) }13 كان «Nx Ax‏ برهن al‏ يلزم أن تكون 0 -2 . 

)>( برهن أن N‏ (تسمى مصفوفة «(معدومة» القوى) ولا يكن أن 
تكون متناظرة . 

(Í)‏ أوجد المصفوفة P =a a'la'a‏ التى تسقط أي متجه على مستقيم 
مار من (2,1,2) = © (ومن نقطة الأصل) . 

(ب) ماهي القيمة الذاتية الوحيدة غير الصفرية ل وماهو المنّجه الذاتي 
المقابل ؟ 

(ج) حل =Pu‏ » منطلقاً من )9,9,0(= u‏ . 

نفرض أن السطر الأول من A‏ هو(7,6) وأن قيمتيهما الذاتيتان ii‏ 
أو جد A‏ 

C)‏ من أجل أي قيمتين ل4 , © يكون للمصفوفة A‏ قيم ذاتية حقيقية 
زهتجهات A513‏ متعامذة P‏ 








(ب) من أجل أى قيمتين ل 4, © يمكننا أن BW JS‏ متجهات متعامدة 


١ 4-6 


ا 


5 نظامية وهی تراكيب للأعمدة . SY)‏ جدها) ؟ 
إذا كان المتجهان ×, x,‏ عمودي 5 فما هي القيم الذاتية والمتجهات 
الذاتية لما يلى : 





ماهی نهاية a F‏ 4 | (مصفوفة ماركوف في الحالة الثابتة) وذلك 


عندما مه , __ع ؟ 





yor) ae) 


المصفوفات المعرفة إيجابياً 


١ - 5‏ النهاية الصغرى والنهاية العظمى والنقط السرجية 

حتى الآن» لم يكن لدينا أي مبرر للاهتمام بإشارة القيم الذاتية . في الحقيقة. 
سيكون قبل أوانه» السؤال عن اشارة 2 قبل معرفة كونها حقيقية . لقد قرر الباب 
الخامس أن للمصفوفات الأكثر أهمية ‏ المصفوفات المتناظرة فى الحالة الحقيقية 
والمصفوفات الهرميتية في الحالة المركبة قيماً ذاتية حقيقية . لذاسكون (tase‏ شولا 
أن نتساءل متى تكون هذه القيم موجبة وسيكون. عندهاء أحد أهدافنا هو التالي i‏ 
إيجاد معيار يمكن تطبيقه مباشرة على المصفوفة المتناظرة A‏ يضمن لنا أن تكون جميع 
قيمها الذاتية موجبة » وذلك دون ضرورة لحساب هذه القيم . يستدعي هذا المعيار 
ثلاثاً من أهم الأفكار الأساسية لهذا الكتاب وهي المحاور» المحددات والقيم الذاتية . 

قبل النظر فى مثل هذا المعيار» نريد عرض حالات جديدة يكون فيها لإشارة 
القيم الذاتية أهمية تذكر . إن ذلك مختلف» تماماً» عن مسألة الاستقرار في المعادلات 
التفاضلية حيث كنا بحاجة إلى قيم ذاتية سالبة أكثر من حاجتنا إلى الموجبة منها. (لم 
نكن بحاجة للعجلة في تجاوز هذه النقطة إلا أننا نريد ذلك : إذا اجتازت 4 المعيار 
الذي نبحث عنه بنجاح » فان للمعادلة S> du/dt=Au‏ متخامداً etx‏ لكل قيمة ذاتية 
0 > . ويكون للمعادلة سه -42 /ءه حل تذبذبى خالص “ء حيث 32-/1- 0 . 
تظهر الحالة الجديدة فى العديد من التطبيقات العلمية ‘ential‏ وفى كل مسألة تفاؤلية› 
Job LW‏ سن القارى» أن يكوة سا OY‏ سلم جلا به الخلفية وأن ينطلق مباشرة 
بالمسألة الرياضية . 


£Vo 


“لاع 41 الخطي وتطبيقاته 


المسألة التي ننظر فيها الآن هي تعيين نهاية صغرى وسنقدمها بمثالين : 


Kx y) = x? + بورك‎ ty’. 
هل لكل من أو ۴ أو لإحداهما نهاية صغرى عند النقطة 0= ر=+؟‎ 
ليس للقيمتين (من الرتبة صفر) 0-(0,0)/و 7-(0,0)” أي تأثير على‎ ١ ملاحظة‎ 
. / و‎ / Sly ا لجواب . إنهما يرفعان أو يخفضان‎ 
يعطي ا جزء ا خطي من هاتين الدالتين شرطاً ضرورياً : لكى يكون هناك‎ Y ملاحظة‎ 
فرصة لنهاية صغرى عند نقطة الأصل» يجب أن تكون هذه النقطة نقطة‎ 
roe etl توقف. على مشتقا ت المرتبةالأول‎ 
: وهذا يعنى‎ . =y=0 


OF - 4x +y) -y cosy -siny > 0 و‎ il = 4u + y) - 345 = 0 


oy Ox 


F -ae+2=0 5 SF = ax + 4y =0 
ay OX 


لذاء فإن نقطة الأصل نقطة توقف لكل من Ff‏ هندسياء يمس السطح z= F (xy)‏ 
المستوي الأفقي 7-: كما يمس السطح («»)/=المستوي 2-0 . المسألة هى ماإذا كان 
السطحان F gf‏ واقعين فوق هذين المستويين عندما نتحرك عليهما مبتعدين عن نقطة 
xey=0 , pla‏ 

ملاحظة “ا حدود التربيعية » التي تننج عنها مشتقات ا مرتبة الثانية » هي التي تعطي 
الرأي القاطع : 




















x a 

OX ` y 0 

TF 2F 4 Pf FS و‎ 
2 oy OY OR OX oy dy Ox 

a =4 + y sin Po 2 cosy = 2 2 s‏ و 








OV OV 
أنهاء بالنسبة ل ۴,۴ » متطابقة » لذا» يجب‎ Leg هذه المشتقات الحواب»‎ s gt 
أن تحوي الجواب ذاته لكل من هاتين الدالتين . تتصرف هاتان الدالتان بصورة واحدة‎ 
Llef بجوار نقطة اللأصل » وإن للدالة ۴ نهاية صغرى إذا وإذا فقط » كان للدالة‎ 


+ 


صغرى . 
ملاحظة ٤‏ ليس لحدود الدرجات العليا فى SEF‏ على مسألة النهاية الصغرى المحلية. 
إلا أنها قد تمنع هذه النهاية الضغرى من أن تكون شاملة . في مثالنا الأول سيدفع الحد 
عب عاجلا أو أجل #نحو ‏ مه » بصرف النظر عن مايحصل فى جوار x=y=0‏ 
مثل هذا الاحتمال عدر Ul AL‏ راو لأي شكل تربيعي آخر لايحوي حدوداً 
من درجات عليا . 

لكل شكل تربيعي bxy toy‏ + ٠ه‏ = إنقطة توقف في نقطة الأصل حيث 
=<f =f‏ = اذا كان لها نياية سرخ does‏ عند ,ر فاق oda‏ النقظة ukg‏ 
ا شاملة . يرسم السطح Le f(y)‏ يشبه الطاس e‏ مستنداً على نقطة واحدة هي 
نقطة الأصل . 

نلخص ماسبق : إن مسألة النهاية الصغرى المحلية للدالة ۴ مكافئة FULL‏ 
ذاتها. إذا كانت نقطة توقف F‏ عند olbx=y=0 “ele sex=a,y=B‏ التغير الوحيد 
الذي يطرأ على ماسبق هو استخدام مشتقات المرتبة الثانية عند 8 , © : 


2 72,7 
)١( +ع (رع)ر‎ is (a, Û) + xy 


2 Ox IX OY 2 2 7 


هذا الشكل التربيعى يتصرف بجوار )0,0( بالطريقة ذاتها التى تتصرف فيها 











هناك حالة تشذ عن ذلك» تقابل إمكان كون 0-“”. وهي مشكلة كبيرة كما 
هو الحال في الدالة ذات المتغير الواحد. تستدعى مشتقات المرتبة الثالثة فى مثل هذه 
oY JL‏ مشتقات المرتبة الثانية فشلت في اعطاء قرار محدد . لتحاشي هذه العقدة. 
من المعتاد اشتراط أن يكون الجزء التربيعي غير شاذ . من أجل نهاية صغرى حقيقية في 
نقطة الأصل» من المسلم به أن تنعدم cf‏ فقطء في النقطة 0--*. يدعى الشكل 
التربيعي الموجب. Sed‏ في بقية النقاط » معرفاً إيجابياً . 

تصل المسألة الآن إلى مايلي : من أجل دالة في متغيرين coy‏ ماهو البديل 
الصحيح عن الشرط 0<“ ؟ في دالة ذات متغير واحد» إشارة المشتقة الثانية كافية 
للتمييز بين نهاية صغرى ونهاية عظمى . لكن» هنا لدينا ثلاث مشتقات من المرتبة 
الثانية FF,‏ -ي” F,‏ تعين هذه الأعداد الثلاثة الدالة وهي تحدد متى يكون أو 
لايكون للدالة ۴ (كذلك (f‏ نهاية صغرى . ماهي الشروط المتعلقة 
التي تضم نكون axt 2bxy + cy?‏ = معرفاً إيجابياً ؟ 

من السهل إيجاد شرط ضروري : 

)1( إذا كانت معرفة إيجابياًء فمن الضروري أن يكون 4<0 . 

يكفى أن ننظر فى النقطة 0= «, 1 = × حیث يكون Uxby + cy‏ +تده مساوياً a‏ 
على + أن يكون موجباًء إذا كان /معرفاً إيجابياً. fied‏ إلى F‏ » إن ذلك يعني تماماً أن 
oe > 0‏ نبت 0= «ونترك «متحولا بمفردهة فتجد أنه يجب أن 555 F“>00‏ 
لتكون هناك Ul gi‏ صغرى . وبصورة مشابهة» إذا ثبتنا 0= × وتركنا y‏ متغيراً بمفرده. 
فإن ذلك يعطينا شرطا متعلقاً بالمعامل e‏ : 

.»<0 إذا كانت /معرفة إيجابياً فانه من الضروري أن يكون‎ (Y) 

هل يضمن الشرطان 0,6<0<ه أن تكون /موجبة؟ الجواب لا_الحد المتصالب 
2xy‏ قادر على سحب Sf‏ ماتحت الصفرء إذا كان كبيراً da‏ كاف . 
مثال تر + 10y‏ -# م . في هذه الحالة 1 -1,6 -ه وهما موجبان Le‏ لنفرض أننا 








۹ المعرقة [يجابيا‎ call all 


اخترنا النقطة 1 --+» فنجد 8-- UPD)‏ فإن الدالة of‏ معرفة إيجابياً. 
الشرطان 0,<0<ه يؤكدان أن رمتزايدة فى AlE‏ :دو ( ولكنها قد تتناقص على 
طول خط آخر . هذه الدالة سالبة على المستقيم -+ OV‏ 10--5 يطغى على e ga‏ 
من المستحيل اختبار التعريف الإيجابي بدراسة ذلك على طول آي عدد منته من 
المستقيمات الثابتة ‏ يكن لهذه الدالة /رأن تزيد على الصفر وتنقص عنه كذلك . 

من الواضح أن ل ( دخل في المسألة ولقد كانت في دالتنا الأصلية /موجبة . 
هل يكفى هذا لجعل مو جبة والتأكد من وجود نهاية صغرى ؟ الجواب مرة أخرى لا؛ 
إن إشارة b‏ ليست ذات أهمية فى هذا الأمر. رغم أن جميع معاملات مثالنا الأصلي 
ty?‏ وره +22 مو جبة » فانه ليس معرفاً إيجابياً وليس لأي من الدالتين /أو ” نهاية 
صغرى . نلاحظ» على المستقيم ودعي أن #سالة؟ fU,-)=2-441=-1‏ 

إن كبر cb‏ مقارنة ب ase‏ »هو الذي يتحكم بكون f‏ معرفة إيجابياً . نريد TOW‏ 
ad‏ معياراً دقيقاً يعطى شرطاً لازماً وكافياً للتعريف الإيجابي . أبسط طريقة هي PEYI‏ 
إلى المربع الكامل : 


١2‏ ظ 
x+2y‏ 
a‏ 


الحد الأول من الطرف الأيمن غير سالب لأنه مربع كامل مضروب بالمعامل الموجب a‏ 
. لايزال الشرط الضروري الأول محققاً. إلا أن المربع الكامل يمكن أن يكون صفراًء 
وحينئذ » يجب أن يكون الحد الثاني موجباً . هذا الحد هو ر مضروباً بالمعامل (ac - b?)‏ 
Sa‏ الشرط الأخير كى يكون /موجباً هو أن يكون هذا المعامل موجباً : 

)1( إذا كانت dm po f‏ فمن الضروري أن يكون ac >b?‏ . 

يلاحظ أنه إذا تحقق الشرطان )١(‏ و (Y)‏ معا فان ذلك يؤدي إلى تحقق الشرط 
الثاني . إذا كان acah‏ 0<ه فإن 0<» حتماً . من المؤكد أن الطرف الأيمن من (۲) 
موحي elo Ky‏ ا قد أجبنا عه Ail‏ 
٦‏ يكون الشكل التربيعى bry to?‏ +تمه = D paf‏ إيجابياً إذا وإذا فقط كانه 


(Y) f=a’ + 2bxy + 2ن‎ =a $ hes 














EA.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


0< - و 0< .a‏ بالمقابل تكون للدالة #نهاية صغرى (غير شاذة) عند 0= ر= »إذا 
وإذا فقط كان : 


4 
a 








2. 2 2 | 2 
p (0, 0) > 0, g z (0, o) er (0, 0)| > 8 2 (0, 0) 
dx” x ove OX OV 

















شروط النهاية العظمى OY » Uge‏ / يكون فى نهاية عظمى عندما 
يكون ؟- في نهاية صغرى . إن ذلك يؤدي إلى قلب إشارات abe‏ إن ذلك يبقى 
الشرط 0 ac -b>‏ قائماً : يكون الشكل التربيعى معرفاً سلبياً إذا وإذا فقط كان : ac - b‏ 
.a<0 <0‏ التغيير ذاته يطبق على LF‏ 

يكون الشكل التربيعى شاذاً عندما يكون tac-b=0‏ هذه الحالة لم نبحث بها 
حتى الآن . في هذه الحالة » سيختفي الحد الثاني من (۲) ويبقى الحد التربيعي الأول 
فقط _ إنه شبه معرف إيجابياً» إذا كان 0 > » وشبه معرف Lol‏ إذا كان 0> 4 . إن 
Soll‏ شبه pF‏ إمكان مساواة /باالصفر كما يحصل عند النقطة م- بر ,م -: . 
nt‏ ينحط السطح c= flay)‏ من شكل طاس حقيقي إلى قناة لانهائية الطول . 
(تشبه السطح <= z‏ فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة : تنمو هذه القناة فوق وتحت 
محور «وكل مقطع لها (مواز لمستوي (or‏ هو القطع المكافىء ×= > الواقع في هذا 
المقطع). هناك شكل تربيعي أكثر شذوذاً وهو الذي يساوي الصفر دائماً» =b=c‏ ۾ 
0-» هوء بالوقت ذاته» شبه معرف إيجابياً وشبه معرف سلبياً ويصبح الطاس مستوياً 
Lk‏ 

في حالة البعد الواحد ومن أجل دالة oF x)‏ يمكن معالحة الامكانات المختلفة 
بصورة كاملة : إما أن توجد نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو تكون 0 -. في حالة 
البعدين » تبقى أمامنا حالة مهمة : يكن للتركيب olac -b‏ يكون سالباً . لقد ظهر 
ذلك في مثالنا عندما كان كبر / مهيمناً على »و » : وكان /موجباً فى بعض الاتجاهات 
وسالباً في اتجاهات أخرى. من المؤكد أن يحصل ذلك» بصرف النظر عن 6b‏ إذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAN‏ 


كانت ga‏ من إشارتين مختلفتين» فإن اتجاهي ×و « يعطيان نتيجتين متعاكستين . 
تكون Jef‏ أحدهما متزايدة:وتكون متناقصة على الآخر : من الممفيد أن ننظر في 
الجالتين الخاصتين : 
2ع كر و ر عد وير 

في b JV‏ مهيمنه حيث =c=0‏ 4. في الثانية ga‏ »من إشارتين مختلفتين. في 
كل من هاتين الدالتين» ac-P=-1‏ 

هاذان الشكلان التربيعيان غير معرفين لأنه يمكنهما أن يأخذا كلا من الاشارتين ؛ 
الحالتان f>0‏ 9 0>/ممكنتان؛ بحسب قيم *و «. لذا» سيكون لدينا نقطة توقف وهي 
ليست نهاية عظمى ولانهاية صغرى . تدعى هذه النقطة نقطة سرجية . (قد يكون ذلك 
لأن السطح JEJ «z= F009)‏ مثلاً» إن ze ey!‏ يشبه سرج الحصان VAN JSE)‏ 
يهبط إلى الأسفل باتجاه محور «في الجزء الملائم للفخذين ويصعد إلى الأعلى في 
اتجاه محور *). ربما تفضل أن تتصور ممراً جبلياً؛ أن أعلى نقطة في الممر هي نهاية 
صغرى إن أنت نظرت للجبال التي من حولك› ولكنها نهاية عظمى على طول الممر . 


y 





شكل O-‏ السرج 2xy‏ = 1 وخطوط تسويته . 


AY‏ ایر ger!‏ وتطبيقاته 


السرجان ر cx?‏ 2:2 متماثلان Rd‏ لأنه لو دورنا المحاور حول محور z‏ 
دوراناً قدره © 4 فاننا نتتقل من أحدهما إلى الآخرء يكاد يكون من المستحيل رسمهما 

يكفي الحساب لإيجاد شرطى النهاية الصغرى : اس F>0,F,F,>‏ . لکن 
الجبر الخطي مستعد لفعل أكثر من ذلك عندما نعرف كيف نجعل معاملات Bf‏ مصفوفة 
متناظرة A‏ يقع معاملا الحدين ax’, cy‏ في القطر ويظهر معامل الحد المختلط 2bxy‏ 
موزعاً بين العنصر الواقع فوق القطر والعنصر الواقع تحته» ويكون الشكل التربيعي 
مطابقاًء LE‏ للجداء المصفوفى : 


ab 
bec 


هذه المتطابقة هي مفتاح هذا الفصل كاملا. يكن كتابتهماء أيضاًء بالصورة -م/ 
4*؛ يمكن تعميمها مباشرة إلى حالة » بعداً؛ ستقدم هذه المطابقة طريقة مثالية 
ومختزلة لدراسة النهايتين العظمى والصغرى . عندما يكون هناك ۸ من المتغيرات 
المستقلة EA‏ ص اب عم العو عو at‏ 


09 ax” + 2bxy + cy = |x y | 

















, 2 2 
(4) <= 43 [ + 43 ردن + 2 1 غ2‎ aA] + ... mn 


-X > Aj Xi %j- 

i=l j= 

ليس هناك حدود من درجات عليا أو دنيا-إنها حدود من الدرجة الثانية» فقط . 
الدالة تساوى الصفر عند 0-+ وكذلك مشتقاتها الأول . المماس مستوء و 0 = هي 


ae عطس أو تسا س‎ Ug slg pe Ug CASI Ly wT نقطة توقف وعلينا‎ 


SAY إيجابيا‎ 43 all المصفوفات‎ 


A 


مثال +4ry +y? ١‏ “2 = ر , نقطة سرجية ف )22 
a.‏ ظ Alea;‏ 4 4 
مثال ۲ ر×2 f=‏ , نقطة سرجية "E‏ 


í bla f= 2x - 252 + 2x2 -2X7X3 +2x? Y Slee 








هذه الدوال جميعها تربيعية خالصة » إلا أن كل دالة ( ...»)۴ تعالج بالطريقة 
نفسها . إننا نبحث عن نقاط التوقف» حيث جميع المشتقات الأول أصفار . عند هذه 
blast‏ « تكون A‏ «مصفوفة مشتقات المرتبة الثانية» أو مايسمى ب («مصفوفة 


| | 2 | 
هيسيان» ) (Hessian‏ عناصرها aj, = an‏ إنها بطبيعة الخال متناظرة eel‏ 
Yili‏ 


نفسه الذي من ٠‏ أجله ۴ °F‏ و يكون ا F‏ نهاية صغرى إذا كانت 
ax dy dy ETT‏ 


F وهي تتحكم في وضع‎ f معرفة إيجابياً . حدود المرتبة الثانية معزولة في‎ f= wrx 
: × =0 عند نقطة التو قف - كما تبين متسلسلة تيلور ذلك بالقرب من‎ 








| 5 _ TA T “allali T= ]| .: 4 
(0) F(x) =F(0) +x (gradF) + Lx Ax + asl حدود من المرتبة‎ 
متجهاً صفرياً. والصيغة التربيعية‎ grad F =, p, يكون عند نقطة التوقف > ك‎ 
Xx | An | 





۸۸ تزيد من قيمة F‏ أو تنقصها. إذا كانت نقطة التوقف عند,+ بدلا من الصفر فإن 


المتساسلة تیدا 212 وی × فتصبح ,× - x‏ على الطرف الاين من (5) . 
قرار ما إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء وهذا هو الهدف الرئيسى من هذا الباب . 


EA 


؟ دس 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
تمارين 


برهن أن للشكل التربيعي 2 + 4 +*:-/نقطة سرجية في نقطة fe‏ 
رغم أن معاملاته موجبة . بين كيف يمكن كتابة /من جديد على شكل 
فرف بين مربعين كاملين . 

قرر ما إذا كانت المصفوفات التالية معرفة إيجابياً واكتب من أجل كل 
منها الدالة fax7Ax‏ الموافقة : 


© تياب انناب زناه زج 


محددة (ب) تساوى الصفر ¢ على أي مستقيم تبقى الدالة f‏ مطابقة 
للصفر؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة متناظرة من النوع 2 ×2 تحقق من أن 4<0 و cac>B?‏ 
حل المعادلة 0= 20- 4) = det‏ وبين أن جذورها موجبة . 

ميز بين نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو نقطة سرجية للدوال : 

, زا ىد ين‎ ibad عند‎ F= -1 + -ع)4‎ x) - 5x sin y +6y" (í) 

=l]; ý= عند نقطة التو قف‎ F = (xX - 2x) cos y (o) 

Blu, 3 j Pa 3 3 - 3‏ 1 59 3 
CI)‏ من أجل أى الأعداد b‏ تكون المصفوفة 0 | |- 4 معرفة إيجابيا؟ 
(ب) أوجد التحليل A= LDL‏ عندما تكون ق عد why ntl‏ 





الإيجابي . 
(ج) أوجد القيمة الصغرى للدالة -y‏ م9 + بودم2 +) د حينما تكون 
.فى هذا المدى . 


(د) ماهي النهاية الصغرى في حالة 3= $b‏ 
نفرضن أن المعاملين الو جين 4 , © يهم نان على .at+c>2b Ol gash‏ 


امل | 


aa 


المصفوفات المعرفة إيجابيا E AO‏ 


هل يكفى ذلك لضمان أن ac> b‏ وأن المصفوفة معرفة إيجابياً $ اعط 
برهاناً لذلك أو Veo‏ مضاداً . 
)1( أي المصفوفات من النوع 33 تقابل : 
fy =x +X + - 2K 12 - 2+ 33 + 22512‏ 

و ود4 - وخ fo =x] + 2x5 + 3x3 - 22 X2 - 2x‏ 
(ب) بين أن es,‏ كامل وحيد ولیس معرفاً إيجابياً. متى يكون /مساوياً 
(ج) عبر عن ,/ كمجموع لمربعات ثلاثة وحلل مصفوفته 4 على النحو 
LDL‏ . 


s mT E # E NTN h aie 
. معرفة إيجابيا‎ At معرفة إيجابيا؛ فبرهن أن‎ A = : ادا كانت ا‎ 





الدالة التربيعية 3(x,+ 2x,)?+ 4x?‏ = مو (4m‏ بك مصفوفتها ثم حللها 
و " «LDL‏ وأو A>‏ العلاقة بين العنصرين L 3D‏ والدالة الأصلية/. 





إذا كانت | * | = ۸ فاكتب ee‏ وتأكد من أنها معرفة Laban)‏ ما لم 
تكن ESLAR‏ 

ادا CLS‏ أ | - 4 هرميتية (بعدد مركب (b‏ فأوجد محاورها 
ومحددتها. 


(ب) أتهم الطرف cI‏ المركب لتصبح المساواة صحيحة : 














| =x Ax = 0 Ix,|* + 2Reb x, x, +c x,|7 =a\x,+(2x, 
4 
إيجابياً ؟‎ 


(د) هل المصفوفتان التاليتان معرفتان إيجابياً ؟ 


EAN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


l-i 2 4-1 6 





| 3 4+1 





T | + 


٠۲-١-١‏ قرر ما إذا كان للدالة ر2 - ×2 Fry-‏ نهاية صغرى عند 1= ر=×(بعد 
اثيات أن المشتقتين الأوليين OL glen‏ الضف عند تلك (aa!‏ 
ab 1-1-5‏ الشروط التى يجب أن يحققها Sabe‏ يكون : 


ç XV لكل‎ cx + 2bxy + cy’2 x + J 


5-1 معايير التعريف الويجابي 

ماهي المصفوفات المتناظرة التي ت تتمتع بتحقيق العلاقة 0 < Ax‏ لكل متجه +« غير 
صفري ؟ إن هناك أربعة أو خمسة طرق للإجابة عن هذا السؤال» نأمل أن نكتشفها 
كلها . لقدابتداً البند السابق بتلميحات GL‏ باشارة القيم الذاتية» لكن هذه المناقشات 
كانت معلقة بالهواء. عوضاً عن ذلك» قد اعطت مسألة القيم الذاتية مكانا لشرطين 


إذا كان 





a b 
C 





a>0, 42-6“ <0 فإننا نحتاجح‎ A= 


لتكون A = z bj;‏ معرفة إيجابياً» من الضرورى أن يكون .a>0,ac-b>0‏ 

هدفنا الآن هو تعميم هذا الشرط لتشمل المصفوفة ذات المرتبة on‏ وإيجاد علاقة 
ذلك باشارة القيم الذاتية . في الحالة 2 × 2ء على الأقل؛ يعني olia‏ الشرطان أن 
القيمتين الذاتيتين موجبتان : جداؤهما المحددة 0 b>‏ - 6 » أي أن القيمتين الذاتيتين 
موجبتان معا أو سالبتان cher‏ ويجب أن يتحقق الأول OY‏ مجموعهما الأثر a+c>0‏ 

يلاحظ كيف يعكس» من قريب» هذان الفرضان الأول مباشر وحسابي 
والثاني أكثر تعلقاً با لخواص الذاتية للمصفوفة (قيمها الذاتية) جزأي هذا الكتاب . 
في الحقيقة إذا نظر بدقة في المعيار الحسابي» فمن الممكن اكتشاف ظهور المحاور . لقد 


المصفوفات المعرفة إيجابيا AV‏ 2 


بدت عندما فرقنا / إلى مجموع مربعين : 


(\) 


ax? + 2bxy + cy? =a 


x+ Lae 
a 








المعاملان (ac -b)/a‏ و »هماء Sad‏ محورا المصفوفة ذات النوع 22 . إذا بقيت 
هذه العلاقة صحيحة من أجل المصفوفات الكبيرة» فانها تعطينا معياراً سهلاً جدا 
للتعريف الإيجابي : نفحض المحاور . بالوقت ذاته سيكون لذلك التفسير المألوف : 
يكون ×4 معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط أمكن كتابته كمجموع ۸ مربعاً مستقلة . 
هناك ملاحظة مهيدية اضافية. يرتبط جزءا هذا الكتاب بواسطة نظرية 
اللحددات» لذا نتساء ل عن الدور الذي تلعبه المحددات في التعريف الإيجابي . من 
ا مؤكد أنه لايكفي أن نتطلب 0< . OY‏ هذا المتطلب محقق » فى مثالناء إذا كانه 
i b=0 yac =]‏ الأمر الذى يؤدئ إلى 1-= ۸» وهو شكل معرف im oo‏ النقطة 
المهمة هنا هو أن معيار المحددة لم يطبق» فقط » على المصفوفة 4 ليعطي 6-82<0ه بل 
Lal. gb‏ على المصفوفة 4 الجزئية © ذات النوع 1 × ! الواقعة في الزاوية اليسرى 
العليا يجب أن يحيط التعميم الطبيعي بجميع المصفوفات الجزئية اليسارية العليا : 











| |All 212 ayy 
aj; ayo | 
| da, 22 ١ 
d3] dı7 113 


إليك النظرية الاساسية ويرهانها المفصل : 
"ب كل من المعايير الأربعة التالية شرط لازم وكاف لتكون المصفوفة الحقيقية المتناظرة 
معرفة إيجاباً : 

. × لكل متجه غير صفرى‎ 74× <0 )١( 

)1( جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 نحقق ۸<0 . 

. محددات موجبة‎ A, المصفوفات الجزئية‎ aot (Y) 


.4< 0 جميع المحاور (بدون مبادلالت سطرية ) تحقق‎ CE) 


البرهان الشرط الأول يعرف المصفوفة المعرفة إيجابياً وستكون خطوتنا الأولى هى 
برهان تكافؤ هذا الشرط مع الشرط الثاني . لذاء نفرض أن )١(‏ محقق» ولنستنتج أن 
كل قيمة ذاتية A,‏ موجبة . البرهان سهل . لنفرض أن ,دهو المتجه الذاتى الواحدي 
المقابل . لذا 


y | 5 
x) Ax, =X AX HA, لدا‎ Ax; = AX 


×١ st oY‏ . لما كان الشرط )١(‏ محقق لكل or‏ فانه صحيح» بصورة خاصة من 
أجل المتجه الذاتي cx,‏ لذاء فإنه من الضروري أن يكون xT Av ad,‏ موجباً. أي 
للمصفوفة ا معرفة إيجابياً قيم ذاتية موجبة . 

نتتقل الآن إلى الاتجاه الثاني» نفرض أن جميع 1,<0 ولنستنتج أن 0 < ×4" 
(يجب برهان ذلك لكل متجه × وليس c‏ فقط e‏ للمتجهات الذاتية) . Le‏ أن للمصفوفة 
المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية النظامية القائمة والمستقلة خطياً (نظرية 
الطيف). فانه يمكننا أن نكتب أي متجه كتر كيب خطى من الصورةي» +..... CAA‏ . 
لذاء فإن 





توفي + .+ ac FEAR, SEATE]‏ + بحل مع Ax‏ 
بسبب كون المتجهات x‏ نظامية ومتعامدة فان E x=1‏ 
(Y) TAr arcu ratar eila ka Î‏ 
=c] À] +a + E‏ 
إذا کان كل 0 > A‏ 3 فإنه ینتج من (۲) ان xTAx>0‏ . لذا b aJo‏ الثاني يؤدذي إلى 
الآأول. 
ننتقل الآن إلى (۳) و CE)‏ المكافئين CV)‏ وسنبرهن ذلك على ثلاث مراحل : 
إذا كانت )1( صحيحة فان (Y)‏ كذلك : Vl‏ محددة أي مصفوفة تساوى 


المصفوفات المعرفة إيجابيا £A4‏ 


جداء قيمها الذاتية . وإذا كان )1( صحيحاً فقد عرفنا سابقاً أن القيم الذاتية موجبة 
سسب ON‏ لذاء بک 

detA =A,A,...A, >0. 

لبرهان الأمر ذاته من أجل جميع المصفوفات الجزئية cA,‏ نحقق أنه إذا كانت A‏ 
معرفة إيجابياً فان كل A,‏ كذلك . الطريقة هي فحص المتجهات التي مركباتها n-k JI‏ 
الأخيرة أصفار : 





1 
XL T 
an =xX,A دابا‎ a 
() 





9 : 

إذا كانت 42<0 لكل متجه غير صفري Or‏ فإنه يكون» بصورة خاصةء AX,‏ 

xf <0‏ لكل pbx,‏ صفري . لذاء فإن الشرط )١(‏ صحيح لكل ,4 وإن هذه المصفوفة 

الجزئية تجيز المناقشة التي أجريناها ل 4 ذاتها . قيمها الذاتية (التي هي ليست ,3 ذاتها !) 
موجبة ومحددتها تساوي جداء هذه القيم الذاتية . 

إذا كانت (Y)‏ صحيحة فان (E)‏ كذلك : إن ذلك سهل البرهان OY‏ هناك علاقة 

مباشرة بين الأعداد det A,‏ والمحاور. وفقاً لما جاء فى البند (5-5)» المحور ,4 يساوي 





x Ax = XE () 


LLE‏ النسبة بين ,46:4 و ,4:ء4. لذاء إذا كانت هذه المحددات موجبة فان جميع 
WIS Lm go ghoul!‏ وليس هناك ضرورة لمبادلآت بين الأسطرلمضفوفة معرفة 
إيجابياً. 

اذا كانت )٤(‏ صحيحة فإن )١(‏ كذلك : لقد فرضنا أن المحاور موجبة وعلينا 
أن نستنتج أن 74×<0». هذا ماقمنا به في حالة 2x2‏ بالإتمام إلى مربع . لقد كانت 
المحاور هي الأعداد الواقعة خارج المربعات . لبرهان الأمر ذاته من أجل مصفوفات 
متناظرة من أي حجم كان» علينا أن نعود إلى منشأ المحاور ‏ الحذف الغاوسي و A=‏ 
LDU‏ . هاهى ال حقيقة الأساسية : في ا حذف الغاوسي ii gial‏ متناظرة» كانت 
المصفوفة ا مثلثية العليا U‏ هي منقول ال مصفوفة ا مثلثية الدنيا 1. لذاء فإن A=LDU‏ 


= LDT. 











لنضرب من اليسار بالمتجه ”× ومن اليمين بالمتجه × فنحصل على مجموع مربعات 
معاملاتها المحاور = .2 : 


x Ax =|u V W | 1 


فعا | انح 











. < 
= 2u - tv)? + 3(v- 2)? + 2w)”. 


هذه المحاور موجبة مضروبة بمربعات كاملة تؤدي إلى كون Ax‏ موجبة . والشرط 
(4) يؤدي إلى الشرط )١(‏ وهذا ماينهى البرهان . ستكون هذه النظرية ذاتها صحيحة. 
فى AS MILI‏ من أجل المصفوفات الهرميتية حيث ”4 -4. 

إنه شيء جميل أن يكون انشاءان اساسيان -الحذف والاتمام إلى مربع كامل - 
متطابقين فعلا. المرحلة الأولى من الحذف تحذف ,دمن جميع المعادلات التي تلى 
الأولى. بصورة مشابهة يتعلق المربع الأول بكل حد من ج4”ديحوي ×. جبرياًء 
مجموع المربعات (التى برهنا بها كون 0< (TAx‏ هو : 


(Y)  x'Ar = LW)" x) =d (Lx) + و لكايه‎ +... + da (L د‎ 


المحاور واقعة في الخارج . المضاريب 1 فى الداخل | یکننا أن نرى ‏ - و > 9 
(وجميع أعمدة 2 ) داخل مربعات JU‏ الثلاثة . 


ملاحظة قد يكون من الخطأ أن نتخلى عن انطباعنا في الشرط الثالث وهو كون 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAA‏ 
المصفوفات الحزئية العلوية ,4 حالات خاصة تماماً. يمكننا بصورة مطابقة أن نختبر 
محددات المصفوفات الحزئية اليمنى والدنيا . ويمكتناء أيضاء استخدام أي سلسلة من 
المصفوفات الجزئية الرئيسية منطلقين من عنصر قطري a,‏ كمصفوفة جزئية أولى» ثم 
اضافة سطر وعمود (متزاوجين) جديدين في كل مرة. بصورة خاصة» هناك شرط 
ضروري للتعريف الايجابي وهو أن يكون كل عنصر قطري , ۾ موجباً. ذلك هو فعلا 
معامل ١‏ ×. كما رأينا في الأمثلة» لكن النظر فى عناصر القطرء فقطء لايمكنه أن 
يكون أبدأ كافيا . 

لايجوز الخلط بين المحاور d,‏ والقيم الذاتية . لمصفوفة نموذجية معرفة إيجابياً. 
توجد مجموعتان مختلفتان» تماماً. من الأعداد الموجبة . في مثالنا ذي النوع 

3 3 من المحتمل أن يكون معيار المحددات هو الأكثر سهولة : 
.4 = ماعل = detA; =2, detA, =3, detA}‏ 
من أجل مصفوفة كبيرة» من الأسهل النظر في المحاور من خلال عملية الحذف» وهي 
هنا النسب 4/3 -,4, 3/2 -,4 , 2= 4. عادة» يكون معيار القيم الذاتية هو الأطول› 
لكنناء في هذا المثال نعلم أن جميعها موجبة. 
hy =2-V¥2, asî Az =24+V2.‏ 

رغم أنه من المتعب تطبيق ذلك على مصفوفة معينة 4» فانه» فعلاء أكثر المعايير 
استخداماً في القضايا النظرية . كل معيا ركاف بحد ذاته . 





المصفوفات المعرفة إيجابياً والمربعات الأصغرية 

آمل أنك تسمح بتقديم معيار إضافي للتعريف الإيجابي . لقد أصبح الآن قريباً 
وسيعطي فهماً أفضل للمعايير القديمة ‏ وللارتباط مع بقية الكتاب. لقد ربطنا 
المصفوفات المعرفة إيجابياً بالمحاور (الفصل الأول) وبالمحددات (الفصل الرابع) 
وبالقيم الذاتية (الفصل الخامس) . سندرسها الآن فى مسائل المربعات الأصغرية الواردة 
في (الفصل الثالث)» منطلقين من المصفوفات المستطيلة من (الفصل الثاني) . 


44۲ + الخطي وتطبيقاته 


ستكون المصفوفة المستطيلة ۸ ومسألة ole MW‏ الأصغرية Rr=b‏ لهذا النظام 
معادلة حيث man‏ (تدخل في ذلك الأنظمة المربعة) . نحتاج إلى الحرف 4 
للمصفوفة المتناظرة ۸۸ التي تظهر في المعادلات النظامية : × اختيار المربعات 
الأصغرية هو حل =R'b‏ × 878 . الصفوفة RIR‏ ليست » فقط » متناظرة بل معرفة 
laa]‏ كما سدين الان شط أن تكن أعمدة SIR‏ و#سعقلة Las‏ 
ج تكون 4 مصفوفة متناظرة معرفة إيجابياً إذا وإذا فقط حققت الشرط : 

)0( توجد مصفوفة ۸ باعمدة مستقلة Gat‏ ۸'۸ = 4 . 

لكى تر أن 8 معرفة إيجابياً نلاحظ أن ۸۴۲ ) هو مربع طول ?|| s&s || x‏ 

أن يكون سالباً وهوء Lal‏ » لايمكنه أن يكون صفراً(إلا إذا كان 0=»)» وذلك SOV‏ 
R‏ أعمدة مستقلة : إذا كان ×لايساوي الصفر فان Rr‏ لايساويى الصفر . لذاء فإن 
“| × ۸|| = ×4 موجب وإن ۸۲۸ = 4 معرفة إيجابياً. 

بقي علينا أن نبرهن أنه إذا كانت 4 محققة للشروط )5-١(‏ فانها تحقق أيضاً 
الشرط (5). علينا أن نجد SIR‏ تحقق 8# = 4» وبالفعل قد وجدناها مرتين قبل 
الآن: 

)١(‏ في المرحلة الأخيرة من النظرية الاساسية» فرّق الحذف الغاوسى 4 إلى 
LDL’‏ . كانت المحاور موجبة» وإذا حوت ۷5 الحذور التربيعية لهذه المحاور على 
طول قطرها 

الرئيسي » فسيكون 17 A =1 ۷<5 VD‏ لذاء سيكون هناك اختيار واحد 
للمصفوفة ۸ وهي المصفوفة المثلثية VD LT‏ . 

(Y)‏ برهان آخرء يعطي مصفوفة R‏ مختلفة عن السابقة ويقوم على استخدام 
Le ge (Y)‏ عن CE)‏ قيم ذاتية موجبة عوضاً عن محاور موجبة . توضع المتجهات 
الذاتية فى مصفوفة قائمة 0 : 





(00 A = QAQ" = (QVA )VAQ')=R'R. 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ۹۲ 


هناك احتمال ثالث هو :0 01/8 - ٠1‏ وهو ا جذر التربيعي ا معرف إيجابياً للمصفوفة 
A‏ 

كانت هذه الاختيارات الثلاثة ل ۸ مصفوفات مريعة . لسنا بحاجة لفرض R‏ 
مستطيلة . هناك العديد من الاختيارات» مربعة أو مستطيلة ويمكننا تفسير ذلك . إذا 
ضربت أحد الاختيارات ish‏ مصفو فة ذات أعمدة متعامدة نظامية (مثل (o‏ فان elat‏ 
سيحقق =A‏ 8718 = 8:07:08 =( 0۸ )08(7) . لذاء سيكون 08 اختياراً آخر . النقطة 
الاساسية هي أن مسائل المربعات الأصغرية تؤدي إلى مصفوفات معرفة إيجابياً-وفي 
التطبيقات التي نتجت عنها"''' . 


ملاحظة كثيراً ما يسأل صفي عن المصفوفات غير المتناظرة المعرفة إيجابياً. إنني لم 
استخدم» قط» هذا التعبير . تعريف واحد ممكن هو أن يكون الجزء (A +A")‏ — المتناظر 
معرفاً إيجابياً . (تحتاح الحالة المركبة أن يكون الجزء الهرميتي (//+4) + معرفاًإيجابيا). 


ذلك يكفى لضمان كون الأجزاء الحقيقية للقيم BD‏ مرجية: لكن ذلك غير لازء 
كما يبين ذلك البرهان والمغال التاليان : 


شرط كاف ليكون ReA>DO‏ : || كان =x‏ عه فإان «صة- x"Arx = gw Ax‏ 
Axx‏ . بالجمع As‏ الجزء الحقيقي 

(Re À ) xx = zw (A +A") x >0 

7 1 2 = | A 2 5 ; 5 
aran=]! | | لكن‎ ReA>0 نجد‎ cA | bt قرط هي‎ 


Introduction to لقد ادخلت تطبيقات المصفوفات المعرفة إيجابياً فى الفصل الأول من كتابى‎ )١( 


. Applied Mathematics (wellesley - Cambridge Press) 


مجسمات القطع الناقص في فضاء ذي n‏ بعداً 

خلال هذا الكتاب» كانت SE‏ الانشاءات الهندسية خلف جبر المصفوفات . 
في الفصل الأول» مثلت المعادلة الخطية مستوياً. نظام المعادلات 5 -مهأدى إلى 
تقاطع مستويات وإلى إسقاط عمودي (المربعات الأصغرية) عندما لاتلتقى المستويات . 
المحددة كانت عبارة عن حجم متوازي سطوح . والآن» بالنسبة للمصفوفة 4 المعرفة 
إيجابياً وكذلك بالنسبة للدالة التربيعية Ax‏ -/ » نحصل على شكل منحن . إنه 
القطع الناقص في الفضاء gd‏ البعدين » ومجسم القطع الناقص في فضاء ذي faun‏ 

المعادلة التي ننظر فيها هي Arl‏ إذا كانت 4 مصفوفة الوحدة فإن هذه 
المعادلة تبسط لتصبح : 1 = × +....+ 5+ + xt‏ إنها معادلة «كرة الوحدة». لاحظ 
إنه إذا ضربت المصفوفة 4ب 4. بحيث يكون 4= A‏ فإن الكرة تصغر وتتغير المعادلة 
فتصبح [ = ar + 4 x? +......+ 4x?‏ 1 وبدلاً من نقاط مثل (1.0.....0) فإن الكرة 
مر بالنقطة (2.0.....0). مركز القطع الناقص هو نقطة الأصل» لأنه إذا كان المتجه × 
يحقق Ara]‏ فإن المتجه المعاكس * - يحققها Lal‏ . إننا poled‏ مع صيغ تربيعية 
محضة » والخطوة التالية_الخطوة المهمة_هي الانتقال من مصفوفة الوحدة إلى مصفوفة 


T 2 . 2 2 eee 
x Ax =4xp +25 + 25-1 'تكوان المعادلة‎ A= 
9 





بما أن العناصر غير متساوية (وموجبة !) فاننا نتحول من الكرة إلى مجسم قطع 
ناقص . 

x= (> 0,0) ل هو‎ diiad Jol Uns Sd dbl is Fol Sa 
واقع على طول المحور ,:د. وفي‎ x= (01,0) وافع على المحور الأول . وحل 51 هو‎ 
. الاتجاه الثالث» تقع النقطة (0,0,3) = × وهي أبعد نقطة عن المركز يصل إليها المجسم‎ 
النقاط )0,0 )و (,0, 1-,0) و )3-,0,0( تقع عند النهايات الأخرى للمحور الصغير‎ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 240 


والوسط والكبير . إنه يشبه كرة القدم أو كرة الركبي ولكن ليس تماماً . هذان المجسمان 
xp +2 + = ER EY‏ . يجعل المعاملان المتساويان هاتين الكرتين دائريتين 
في المستوي ,× -,×» يقطعهما المحور الكبير في ( 0,0,/2) . 

والآنء نأتي إلى الخطوة النهائية fad‏ الأعداد غير الصفرية خارج القطر 
الرئيسي AS‏ 
مثال 1 | 4و 1 عتمر5 +« 8 +56 نفد . إنه قطع ناقص في المستوي ۷-». 
ys‏ 05 فى db‏ الأسل I‏ الساور ليست راشا SALI (E) Olt‏ يفم اة 
خارج القطر يبقيان المصفوفة معرفة إيجابياً» لكنهما يدوران القطع الناقص -لايقع 
محوراه على المحورين الاحداثيين(شكل CVV‏ سنبين أن محوري القطع الناقص 
في اتجاهي ا متجهين الذاتيين للمصقوفة A‏ با أن المصفوفة متناظرة» فإن متجهاتها 
الذاتية متعامدة . المحور الكبير للقطع الناقص ‏ المقابل للقيمة الذاتية الصغرى ل -A‏ 
عمودي على المحور الصغير الذي يقابل القيمة الذاتية الكبرى . 

للتعرف على القطع الناقص نحسب القيمتين الذاتيتين : 2,=9, 1= ۸. المتجهان 
الذاتيان المنظمان هما ( 1/1/2-, 1/۷2) و ( 1/8/2 , 1//2). هذان المتجهان يصنعان 
زاوية £0 ae‏ المحورين v‏ -» ويقعان على محوري القطع الناقص . الطريقة التي تريناء 
بوضوحء القطع الناقص هي في اعادة كتابة المعادلة بالصورة : 


2 


أ او وف ا لوبو يوي (o) i‏ 
ave) ê‏ 














القيمتان الذاتيتان ١,9تقعان‏ خارج المربعين. ويقع المتجهان الذاتيان في 
E‏ 19 اال يالا Ve ad‏ سعد Nl‏ ¥ لع لعإل (las. Sees‏ 
خل . المربع الاول يساوي FF‏ لواقعة في نهاية المحور 


j 


. حيث المحاور تقع في الخارج‎ 5 uti HE هذا يختلف عن الإتمام إلى المربع الكامل‎ )١( 


£47 ار الخطي وتطبيقانه 





شكل )1-¥(. القطع الناقص 1 -*50 + Sut Suv‏ ومحاوره الأساسية . 
, ظ l ARTENE A‏ | ا ele‏ 
OY bell‏ المربع الأول يساوي ١‏ عند النقطة ١‏ د سح )الواقعة في نهاية الور 
للمضروب “( 2) GIL‏ العدد 9. إن طول المحور الصغير هو ! . 
E.‏ تنظ أي مجسم | = x Ax‏ بالطريقة نفسها» بعك أن Logs‏ مادا حصل 
للمعادلة )0(. وكما هي العادة» فان الخطوة الرئيسية كانت تقطير ۸ . هندسياً» نقوم 


i إلى مجموع مر بعات‎ = OX 








(1) x'Av = xw O) A (Q'x) =y Ay =A, y Î +... + Anya: 
X مركبة‎ pay = )072(, 2ب و‎ + has eet ive = | OV! تصبح المعادلة‎ 


باتجاه المتجه الذاتى الأول . ماهو كبر هذه المركبة ؟ أكبر مايمكن أن تصل إليه هو : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا gay‏ 





A |‏ . مين i wf . È a á‏ وات 
در » وذلك عندما تكون جميع المربعات الأخرى أصفارا. لذاء فإن المحور 
P r Vi‏ 
الكبير الذي يقع على المتجه الذاتي المقابل للقيمة الذاتية الصغرى يصل إلى مسافة 
aS Ne‏ 
iG‏ من المركز | | 
A‏ ا ais.‏ المنجهات الذاتية الأخرى . أطوالها 
(SENS i e..‏ لا ن يجت أن ل جيه = فه يجبا 
هي: سک 2 فيم تكون موجبة_المصفوة 
أن تكون معرقه 4 Vi p-Lolen!‏ فان ala‏ الحذور التربيعية Sse‏ اضطراباً . المعادلة 
yeni yi=‏ ثل قطعاً زائداً ولیس lasts.‏ 
إن تبديل المتغير , مرخ y= O'x ol x‏ کو المحاور في الفضاء لتنطيق على محاور 
مجسم القطع الناقص . wl pall‏ 3غ :> يمكننا أن نرى أنه مجسم قطع ناقص. OY‏ 
مويب i‏ 
١د‏ نفرض أن A‏ مصفوفة معرفة إيجابياً : "0 8 0 = 4 حيث 1<0 . عندئذ» يكن 
للدوران ×0 دمر أن سط x'Ax= l‏ إلى : 








. + a i 3 T ow 
Ayi + ...+ أو 1= برخ‎ y'Ay=1 أو‎ x QAQ'x=1 


I 
T i a هذه معادلة مجسم قطع ناقص . أطوال محاوره‎ 
. الااصلى تقع هذه النقاط على المتجهات الذاتية‎ x elias 








١-۲-١‏ من أجل أي مدى للعددين O pab‏ المصفوفتان 4,8 معرفتين إيجابياً؟ 














EAA 


Y=. 


2 





۳-۲-٦ 


b -b 
| 6 
b | 





1-7 
0 1 
| 0 


lib » الخطي‎ yl 


قرر ما إذا كانت المصفوفات الآتية معرفة إيجابياً : 


, B= C= 

















1 1 
2 =l 
-I 2 


كون مصفوفة غير معرفة le pole‏ الكبرى تقع على القطر الرئيسي : 


A =‏ إذاكان 1 > lal‏ فمن الممكن أن تكون 0< detA‏ 





l 
b 
-b 
YS مستعيناً بالقيم الذاتية » أنه إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء فإن‎ c 
. و43 تكون كذلك‎ A? من‎ 

بين أنه إذا كانت المصفوفتان A‏ و 8 معرفتين إيجابياً فان 8+ 4 كذلك . 
أي من الشروط ٤-١‏ هو الأنسب فى هذه الحالة ؟ 

اعتماداً على المحاور والقيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 

d‏ عم اكتب A‏ على الشكل ۸۸ في كل من الطرائق الثلاث 
المبينة فى برهان "ج : 


(IND طلوز‎ L”), (CVA JWA 05, و‎ (QVAQ™)(CVAQ') 


4-Y—1 


إذا كانت 807 © = A‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً» عندئذ ¢ تكون 0 = ۸ 


VA 07‏ جذرها التربيعي المتناظر وا معرف إيجابياً . JORU‏ #قيم 
ذاتية حقيقية ؟ احسب 8 وتأكد من أن RHA‏ من أجل : 


إذا كانت 4 متناظرة ومعرفة إيجابياً و © غير شاذة» فأثبت أن المصفوفة 
6 =8 هى » La)‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً. 
ادا كانت 6A=R'R‏ برهن متراجحة شوارتز العامة i‏ 


x "Ay < (Ax) بن‎ Ay). 


jet" 


۱-۲-7 


كام 


[7-5-5 


١-5 
كعدوا‎ 


et 
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تقابل القطع الناقص =4 + المصفوفة | ؟ ( | =۸ . اكتب القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية وارسم القطع الناقص . 

اجعل المعادلة 1 - :2 + u v‏ 2۷2 -31 مجموع مربعات وذلك بايجاد 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 المقابلة للمعادلة» وارسم القطع الناقص . 
في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة » تمثل المعادلة 1 -2 Agy‏ +2 نري +2 hy‏ 
مجسم قطع ناقص عندما تكون جميع 1,<0 . صف أصناف السطوح 
لختلفة التي تظهر فى حالة شبه التعريف الإيجابي عندما يكون واحد 
أو أكثر من القيم الذاتية صفراً . 

اكتب الشروط الخمسة لمصفوفة من النوع 3 ×3 كي تكون معرفة سلبياً 
( 4- معرفة إيجابياً) مع الاهتمام بشكل خاص بالشرط الثالث : ماهي 
علاقة محددة A)‏ -) محددة GA‏ 

إذا كان عنصر قطرى صفراً فبين أن 4 لايمكن أن تكون معرفة سلبياً. 
فرر ما إذا كانت المصفوفات الآتية معرفة إيجابياًء معرفة سلبياً» شبه 





معرفة أو غير معرفة : 








هل هناك حل حقيقي للمعادلة 1 = x? - Sy?- 9z?- 4xy - 6xz - Byz‏ _ ؟ 
لتكن 4 مصفوفة معرفة إيجابياً ومتناظرة و 0 قائمة : 

È‏ 0840 مصفوفة قطرية. 

d‏ 0 مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 

. مصفوفة لها قيم 4 الذاتية‎ 0 d 

خ *ء مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 


5 5 5 ا 
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2117-1-5 إذا كانت 4 معرفة إيجابياً و , ۾ قد cola jl‏ فاثبت» اعتماداً على العوامل 
المرافقة أن المحددة تزداد تبعاً لذلك . بين» من خلال مثال» أن ذلك 
يمكن أن لايتحقق إذا كانت 4 غير معرفة . 

1١8-15-5‏ بينء من خلال ASRR‏ أن aa,‏ ۾ > 4614 من أجل المصفوفات 
المعرفة إيجابياً. (إرشاد : مربع طول العمود رمن ۸هو ay‏ استخدم 
المحددة = الحجم . ( 

AM + 1'۸ = - 1 لنفرض أن‎ (M لاستقرار‎ Lyopunov (معيار ليابينوف‎ 1١9-15-5 
: بين أن 862>0 (إرشاد‎ » Mx= Ax حيث 4 معرفة إيجابياً. إذا كان‎ 
). + اضرب المعادلة الأولى ب "دو‎ 


5 - ۳ المصفوفات شبه المعرفة و غير المعرفة $ Ax=AMx‏ 

هدف هذا البند» بعد أن توطدت معايير المصفوفات المعرفة إيجابياًء هو أن 
نلقي على طريقنا بعض التوسيع . هناك ثلاث قضايا تخطر على JUI‏ : 

)١(‏ معايير للمصفوفات شبه المعرفة إيجابياً. 

CY)‏ العلاقة بين القيم الذاتية لمصفوفة متناظرة ومحاورها. 

SLU (1)‏ المعممة للقيم الذاتية +2۸ = Ax‏ 

القضية الأولى مباشرة وسريعة» إذ إن جميع الأعمال الضرورية لذلك قد 
أجريت Lol‏ ستخفف المعايير الخاصة بالمصفوفات شبه المعرفة من المتراجحات 
الضيقة 0 > Ax‏ و 0م 4<0و 4<0 » فتسمح بظهور الصفر . - ارد تسبي 
المضفوفات غير المعرفة بظهور قيم ذاتية سالبة ومحاور سالبة وتؤدي إلى النتيجة الرئيسية 
لهذا البند : إشارات القيم الذاتية le‏ لإشارات المحاور. وهذا هو «قانون العطالة» . 
وأخيراً ننتقل إلى cAx=AMx‏ التي تصادف» دائماً» في التحليل الهندسي . مادامت 
المصفوفة M‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً» فان المسألة المعممة توازي المسألة العادية:2 = Ax‏ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا as A‏ 


ماعدا كون المتجهات الذاتية متعامدة بطريقة جديدة . في كثير من التطبيقات». تمثل 
USB pial‏ . سرف درس Vee‏ موقبي] فى sid! a‏ وتقدم A Liz‏ 
المحدود في البند (0-5) . 

من أجل المصفوفات شبه المعرفة. ستكون النقطة الرئيسية هي البحث عن 
تشابهها مع حالة التعريف الإيجابى . 
5ه كل من المعايير التالية شرط لازم وكاف لتكون المصفوفة A‏ شبه معرفة إيجابياً : 

Ar <0 (1)‏ لكل متجه x‏ (هذا هو التعريف). 

. ۸<0 جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 تحقق‎ (T) 

)1( لجميع المصفوفات الحزئية الرئيسية محددات غير سالبة . 

(4)الس ستاك هاور RSLs‏ 

)0( توجد مصفوفة ۸» قد تكون أعمدتها مرتبطة» بحيث يكون ۸'۸ = 4 . 
إذا كانت 4 من الرتبة فان ×74 f=‏ تساوي مجموع مربعات تامة عددها r‏ . 

العلاقة بين 0 <عة”دو ۸<0 التي هي الأكثر أهمية» هى» LUE‏ كالسابق : 
يؤدي التقطير "80 0= 4 إلى : 

01) x "Axr =x'QAQ'x =y Ay =A yî +... + وريم‎ 

يكون هذا التركيب غير سالب إذا كانت ۸ غير سالية . 6A A5yr COSI)‏ فان هناك 
من القيم الذاتية غير الصفرية و ١‏ من المربعات التامة . 

سيكون الأمر ذاته للمحددة التي هي جداء القيم ,3 والتي يجب أن تكون أيضاً 
غير سالبة . لما كانت المصفوفات الحزئية الرئيسية شبه معرفة إيجابياً فان قيمها الذاتية 
ومحخددآتها غير سالبة أيضأ» Wig‏ نكون قد oer‏ الشرط (*). ü aada)‏ 
جزئية رئيسية بحذف أسطر وأعمدة بأزواج متناسقة ‏ مثل الأول والرابع من الأسطر 
والأعمدة» الأمر الذي يبقى على تناظر 4 ويحافظ Lal‏ على شبه التعريف : إذا كان 
0 < ×4" لكل × فإن ذلك يبقى صحيحاً عندما تكون المركبة الأولى والرابعة لهذا المتجه 


0.۲ الحبر الخطي وتطبيقاته 


صفرين) . الأمر الجديد يعني أن )1( تطبق على جميع المصفوفات الجزئية الرئيسية 
وليس» فقط e‏ على تلك الواقعة في الزاوية العليا اليسرى. من ناحية أخرى» ليس 
بامكاننا أن jaf‏ بين مصفوفتين جميع محدداتهما العليا اليسرى أصفار :| © 0 | شبه 
معرفة إيجابياً و | © 0 | شبه معرفة سلبياً. 

يظهر هذان المثالان أنه من الممكن أن تكون مبادلات سطرية ضرورية . فى JL‏ 
الجيدة» تكون المحددات ال ”الأول التي تقع في الزاوية العليا اليسرى غير صفرية ‏ 
مصفوفة القرنة ا لجزئية ذات النوع xr‏ ” معرفة إيجابياً ونحصل على + محوراً موجباً 
دون تبادل للأسطر. الأسطر الأخيرة التى عددها an-r‏ أصفار كما يحدث عادة 
بعد الحذف . في الحالة التي هي أقل جودة» نحتاج إلى مبادلة أسطر ‏ وكذلك إلى 
مبادلة الأعمدة المقابلة كي نحافظ على التناظر . تصبح المصفوفة على شكل PAP!‏ 
بمحاور موجبة عددها . في الحالة الأسواًء يكون القطر الرئيسي tee‏ بالاصفار وهذه 
الأصفار تكون كذلك على قطر المصفوفة 847 لذاء فليس هناك محاور متوقعة . إلا 
أن مثل هذه المصفوفة لن تكون شبه معرفة مالم تكن صفرية وحينئذ ينتهي الأمر . 

تؤدى الانشاءات السابقة نفسها إلى R‏ كل me ope doly‏ 
A=(LVD) VDI’)‏ و A=(OVA)(VA Q")‏ وحتى A =(OVA O) (OVA Q)‏ 
ينتح ۸۸ = 4.. (في الاختيار الثالث› نجد ۸ متناظرة» وهى الحذر التربيعى شبه المعرف 
للمصفوفة cl ol (A‏ نعود من SCO)‏ )61 إذ إن كل مصفوفة من الشكل ARR‏ 
شبه معرفة إيجابياً (على الأقل) . الشكل التربيعي RRE‏ يساوي ”|| ||Rx‏ فلا يكن 
أن يكون سانا ADL glen ley‏ 
مثال > المصفوفة 








l 
- | 
2 


: معرفة وفقا للمغايير التالية‎ aut 


A =(OVA Q")(QVA 07( خأ ( 1/4 ©) -ه وحتى‎ Q) و‎ A=(LVD) VDL’) 


MAX = (X-X + (x - x, + (x,- (7 (\) 

(۲) القيم الذاتية هي : 3= 1= „A =0, A‏ 

(Y)‏ محددات المصفوفات الحزئية الرئيسية تساوي ۲ إذا كانت من النوع 1× 1و 
۳ إذا كانت من النوع 2 2 و 0 -ح 4 det‏ 


j .1 ai] 12 © 0) [200 
Û 3 7ت‎ 3 5 3 
-1 2 =i” ر‎ 2a [yO 5 0 |: 
- | 1 2. | 3 A 000 











ملاحظة يكن لشروط شبه التعريف أن تستنتج من الشروط الأصلية 0-١‏ بالحيلة التالية 
: نضيف إلى المصفوفة مضاعفاً صغيراً لمصفوفة الوحدة لنحصل على مصفوفة معرفة 
إيجابياً 81+ A‏ ثم نجعل ‏ يتقرب من الصفر . لما كانت المحددات والقيم تتعلق باستمرار 
ب ce‏ فانها ستكون موجبة حتى آخر لحظة ؛ وعند 0 - ع ستكون غير سالبة . 


التحويلات التوافقية وقانون العطالة 

تعر ضنا سابقاً في هذا الكتاب » عند البحث في الحذف والقيم ASI!‏ للعمليات 
التي تبعل مصفوفة أكثر بساطة من الأصل . في كل حالة» كان الشيء الرئيسي الذي 
نبحث عنه هو معرفة الخواص التي لم تتغير في المصفوفة . عندما طرحنا مضاعف 
سطر من آخرء بقيت قائمة «اللامتغيرات»» إلى حد ماء طويلة : الفضاء الصفري. 
فضاء الأسطرهء الرتبة والمحددة» كل ذلك بقي كما هو. في حالة القيم الذاتية» كانت 
العملية الأساسية هى تحويل التشابه» A— "AS‏ (أو 41/4 للب 4 )2 وبقيت 
القيم الذاتية نفسها لم تتغير (وكذلك صيغة جوردان). نسأل الآن السؤال ذاته من 
أجل المصفوفات المتناظرة : ماهي «العمليات الأولية» وماهي اللامتغيرات فيها من 
أجل ×7۸ ؟ 

العملية الأساسية للشكل التربيعي هي تبديل المتغيرات . المتجه الجديد «يرتبط 
بالمتجه + بمصفوفة غير شاذة» © x=‏ فيأخذ الشكل التربيعى الصورة CACY‏ 


dst‏ 4 الخطي وتطبيقاته 


لذاء فإن العملية المصفوفية الأساسية فى نظرية الأشكال التربيعية هي التحويل التوافقي 
المععرف كما يلى l‏ 
€ ,_— فاخيث € yaa‏ غير (Y) aa‏ 

إن تناظر 4 محفوظ لأن 6 متناظرة أيضاً . السؤال الواقعي هنا هوء ماهي 
الخواص الأخرى للمصفوفة التي لاتتغير بتأثير التحويل التوافقي ؟ يعطى الجواب 
بقانون العطالة لسيلفستر Sylvester‏ 
I‏ وللمصفوفتين CAC‏ و 4 عدد القيم الذاتية الموجبة داته وكذلك عدد القيم الذاتية 
السالبة وعدد القيم الذاتية الصفرية . 

بقول آخر. إن إشارات القيم الذاتية (وليست القيم الذاتية نفسها) يحافظ عليها 
في التحويل التوافقي . سنفرض في البرهان» للسهولةء أن 4 غير شاذة. لذاء فإن 
CAC‏ غير (Lat cits‏ ولن توجد قيم ذاتية صفرية قد تسبب لنا بعض الازعاج . 
(إذا كان الأمر خلاف ذلك » فانه Ke‏ أن نعمل على المصفوفة غير الشاذة /ع +4 أو 
-El‏ ثم Jot‏ 0 جب €( 

نريد أن نقتبس حيلة من الطبولوجيا أو» بصورة أدق» من نظرية التشوه باستمرار 
Homotopy‏ . لنفرض أن © مرتبطة بمصفوفة قائمة © بواسطة سلسلة من المصفوفات ٤‏ 
(:)» ليس فيها واحدة شاذة : عند 12-0 -: يكون © - (0)© و 0 -(1)© . لذا فان 
القيم الذاتية للمصفوفة C VACU)‏ تتحول بالتدريج عندما يتحول ۲ من الصفر إلى 
الواحد» من القيم الذاتية للمصفوفة ©46© إلى القيم الذاتية للمصفوفة QAQ‏ . با أن 
ICU)‏ تكون شاذة البتة» فلا يمكن لأي واحدة من هذه القيم الذاتية أن تبلغ الصفر . 
لذاء فإن عدد القيم الذاتية للمصفوفة CAC‏ الواقعة عن يمين الصفر وعدد قيمها 
الذاتية الواقعة عن يساره » يساويان العددين المقابلين للمصفوفة 0:40 . وهذان 
العددان هما نفسهما المتعلقان بالمصفوفة A‏ التي لها القيم الذاتية نفسها المتعلقة 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0.0 


بالمصفوفة المشابهة QAQ‏ = 040 “. وهذا هو البرهان . 


شال أ إذاكان olny CAC=CC GGA‏ الضقوقة معرقة إيجابياً. تاخذ. ۸# دة 
فى الشرط )0( للمصفوفة CC‏ ولمصفوفة الوحدة من القيم الذاتية الموجبة وفق 
قانون العطالة . 


ICF‏ . چ 0 1 o | - an _ et oe ee‏ لاجد الى 
مثال ۲ إذا كانت | © ل | = 4 فان للمصفوفة CAC‏ مكددة ASL‏ : 


det CAC = (det C')(det A)(det C) = - (det ©)? > 0.‏ 
بما أن هذه المحددة هى جداء القيم الذاتية» فان على إحدى القيمتين الذاتيتين 
للمصفوفة OICAC‏ تكون موجبة والأخرى سالبة» كما للمصفوفة A‏ وهكذا يكون 
القانون قد نحقق من جديد . 


مثال ‏ هذا التطبيق من أهم التطبيقات : 
" ز في مصفوفة متناظرة ۸» تتفق إشارات ا محاور مع إشارات القيم الذاتية . لمصفوفة 
القيم الذاتية A‏ ومصفوفة المحاور D‏ عدد العناصر الموجبة» وعدد العناصر السالبة 
ste g‏ العناصر الصفرية ذاتها . 
يمكتنا أن نفرض أن 4 تحقق دائماً التحليل 5210 -4 (بدون مبادلة بين الأسطر) . 
ما أن 4 متناظرة» تكون ا منقول gL‏ 7817 -4. نطبق على ذلك قانون العطالة : 
للمصفوفتين 4و « العدد ذاته من القيم الذاتية الموجبة . لكن القيم الذاتية للمصفوفة 
«aD‏ بالضبط» عناصر قطرها(المحاور) . لذاء فإن عدد المحاور الموجبة للمصفوفة 
A‏ يساوى عدد قيمها الذاتية الموجبة . 


clos )١(‏ هنا أن تكون 2 قائمة. أحد الاختبارات الجيدة ل © هو تطبيق غرام شميدت على 
أعمدة © . نجد أن OR‏ -© وسلسلة المصفوفات هي OR‏ (1-1) + 10 -(6)1. تسير 
الجماعة C(t)‏ ببطء من خلال غرام شميدت من 08 إلى © . هذه الجماعة قابلة للعكس 


. قابلة للعكس والعامل المثلثى 8 )1-0( + 4+ ذو قطر موجب‎ © oY 
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هذا جميل وعملي . إنه جميل لأنه يربط a)‏ من أجل المصفوفات المتناظر ظرة) جزءين 
من هذا OLS‏ كتاقد 3 glaia lal Laks‏ ; : المحاور والقيم الذاتية . وهو عملى 
«Lal‏ لأنه من السهل إيجاد المحاور والآن بإمكاننا أن نحدد مواقع القيم الذاتية . خذ 


130 3 3 0 
A-21=|387| و‎ A=|3 107l. 
076 07 8| 














للمصفوفة 4 محاور موجبة» وللمصفوفة A- 2s‏ محور سالب . لذاء فإن للمصفوفة 
4 قيماً ذاتية موجبة أحدها أصغر من ۲» OY‏ طرح العدد Y‏ سوف يجعله أقل من 
الصفر . الخطوة التالية تركز اهتمامها على المصفوفة /-4 لنرى ما إذا كانت القيمة 
الذاتية أقل من ١‏ . (إنها كذلك OY‏ للمصغوفة 4-7 محوراً سالباً). إن مدى عدم 
التأكد يتقلص إلى النصف عند كل خطوة» وذلك باختبار الإشارات . 

لقد كانت هذه» في الغالب» هي الطريقة العملية الأولى GLA‏ القيم الذاتية . 
لقد كانت مهيمنة حوالي عام ce VATS‏ بعد اجراء تحسين واحد مهم وهو A jae‏ 
ate.‏ الأقطار أو لا . حينئذ» يستدعي حساب المحاور 2n‏ خطوة بدلاً من BL‏ . وتصبح 
عملية الحذف أسرع ويصبح البحث عن القيم الذاتية أسهل oe oes‏ 
جيفن Given)‏ . أما الطريقة المفضلة فهي طريقة 0۸ التي ستعرفها في الفصل السابع . 


مسألة القيم الذاتية المعممة 
لست متأكدا من الاقتصادء لكن 6 لدى الفيزياء والهندسة والإحضاء قدرة كافية 
لاحداث مصفوفات متناظرة في مسائل قيمها الذاتية . هي بالأحرى» قادرة على إعطاء 
مصفوفتين لا واحدة» فقط» من هذا النوع . يكن للمسألة ×= Ax‏ أن تستبدل 
بالمسألة المعتادة = ×4» كمثال على ذلك سننظر في حركة كتلتين غير متساويتين . 
قانون نيوتن من أجل الكتلة الأولى F= ma,‏ ومن أجل الكتلة الثانية هو 


المصفوقات المعرفة إيجابيا /ا.ه 
F,= m,a,‏ . يمكننا أن نصف الوضع الفيزيائي كما يلي : إذا انتقلت الكتلتان بالمسافتين v‏ 
و iw‏ كماهو ظاهر فى الشكل CV =T)‏ فان النوابض ستشد هاتين الكتلتين إلى الخلف 
بالقوتين Fy =2 + w‏ و Fy =v-2w‏ تظهر النقطة الجديدة ذات OLAS‏ في 
الطرفين الأيسرين للمعادلتين حيث تفع الكتلتان : 


d*y 

















i, eS. EEN 
m; Û | du _|-2 1 « ‘ 
0 mə» T l - 2 ي‎ dw 1 
2 SN EW 
dt 





شكل )1 - (Y‏ . نظام تذبذب بكتلتين غير متساويتين . 


عندما كانت الكتلتان متساويتين m =m, ١‏ ظهر النظام القديم 4 w=‏ أما الآن 
فهو يه = Mu‏ حيث 1 مصفوفة الكتل . تظهر مسألة القيم الذاتية عندما نبحث عن 
حلول أسية من الصورة بء : 
(Y) Mio) ex =Ae™x ma Mu" =Au‏ 
لنختصر الطرفين على *ء ولنكتب (im)? ele sek‏ فنجد : 


(£) -2 Veen 





X أو‎ Ax: = AMx 


my Û 
0 ITI > 





هناك حل عندما تكون -AM‏ 4 شاذة» أي عندما تكون 2 جذراً لمعادلة كثيرة 
الحدود .det (A-AM)=0‏ يظهر ؛ من جديد»؛ الاختيار امخاص 7 = M‏ المعادلة المعتادة 


OLA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
det (A-A)‏ . سنحل مثالا يكون فيه m=1,m,=2‏ : 


int A~ Do de A og) shad, jaN 


l -2 - 2# 





القيمتان الذاتيتان سالبتان والتواتران المعتادان هما A= YA;‏ حسب 
المتجهان الذاتيان بالطريقة المعتادة : 








| r 
| 3 
| + 3 | 
m 
(A -A -MX = 2 X2 =0, دخ‎ = | id | 
1 EN 


يعطي olde‏ المتجهان الذاتيان الأشكال المعتادة للاهتزازات . من أجل التواتر 
الأصغر,» » تتذبذب الكتلتان Les‏ لكن الكتلة الأولى» في الواقع» تتحرك بمقدار 
3 1 - ۷3. في الحالة الأسرع » سيكون لمركبتي OU LE a,‏ مختلفتان وتتحرك 
الكتلتان با تجاهين مختلفين . في هذه الحالة» تبتعد الكتلة الصغيرة بمسافة أكبر من 
الثانية . 

يمكن تفسير النظرية الأساسية بسهولة إذا جزئت M‏ بالصورة -RR‏ (نفرض أن 
M‏ معرفة إيجابياً كما في هذا AD . (JA‏ فإن التعويض ×۸ = ريغير 

AR'y=AR"y إلى‎ Ax =AMx =AR Rx 

لنكتب © عوضاً عن R‏ ولنضرب الطرفين ب © (R'E‏ فتصبح هذه المسألة 
مسألة معتادة من مسائل القيم الذاتية للمصفوفة الوحيدة CTAC‏ : 

(0) C'ACYy =Ay. 

القيم الذاتية ,۸ مطابقة لتلك المتعلقة بالمعادلة الأصلية +374 -+1.؛ LÍ‏ المتجهات الذاتية 





المصفوفات المعرفة إيجابيا 8م 


فانها مر تبطة بالعلاقة ×۸ = مر. ١‏ )خواص المصفوفة المتناظرة CAC‏ تؤدى مباشرة إلى 
الخواص المقابلة للنظام : ۸0x‏ = دا : 

. القيم الذاتية حقيقية‎ )١( 

(۲) لها إشارات القيم الذاتية المعتادة للمصفوفة 6A‏ وذلك استناداً إلى قانون 
العطالة . 

(۳) يمكن اختيار المتجهات الذاتية «للمصفوفة CAC‏ نظامية متعامدة. وبالتالي 
تكون المتجهات الذاتية × متعامدة نظامية بواسطة M‏ : 





(V  1عز واذاكان‎ i=j, اذاكان‎ x] Mx; =x; R™Rx, = yy =1 

)£( بشكل مشابه Ax=Ax! Mx‏ يساوي A‏ أو صفراً. المصفوفتان 4 و M‏ 
جعلتا معاً قطريتين . إذا كانت + أعمدة OWS‏ 8 -545 و SMS=1‏ . لاحظ أنه تحويل 
نوافقي بمصفوفة S‏ عن اليسار» وليس محويل تشابه بالمصفوفة "5 . 

إن لذلك معنى هندسياً لم ندركه بصورة جيدة . في الحالة المعرفة إيجابياً» يكون 
كل من السطحين 1= +1 و 1 A=‏ مجسم قطع ناقص . يظهر أن المعادلة Sz‏ = × 
تعطيى اعبار | Ltda‏ 0 کیااک اسيك نانجة عن دوران صرف › BY‏ اسه 
مصفوفة قائمة - فيصبح مجسما القطع الناقص هذان متضافين » LE‏ إنهما : 

(y) x Ax =z STASz =A, 27 +... 40,22 =1 


T Tet 2 
x Mx =z 5 MSz =z) +... tz =1. 


الجسم الثاني كرة ! من السهل تلخيص النقطة الاساسية للنظرية : طالما M‏ معر فه 
äl Shine Ob s lolai‏ الذاتية المعممة AMx‏ - ×4 تتصرف LLE‏ مثل +( - JAX‏ 


)1( اسرع طريق لانتاج مصفوفة فريدة هي M AXAR‏ لكن A‏ 14 ليست متناظرة» لقد فضلنا 


أن نضع نصف 3M!‏ كل طرف من 4 فنحصل على مصفوفة متناظرة C AC‏ 


تمارين 


: هن أجل المضفوفتين شبه المعرقتين‎ ١-۳-٦ 











اكتب AK‏ كمجموع مربعين و ×8× كمربع واحد. 
Y-Y]‏ طبق ثلاثة معايير على كل من المصفوفتين : 














كى تقرر ما إذا كانت معرفة إيجابياً أو شبه معرفة إيجابياً أو غير معرفة . 
PRA‏ واچ | ! |-4و ]| © 7 |= تأكد من أن للقيم الذاتية للمصفوفة 
ol Lt] CAC‏ القيم AU‏ للمضفوقة اها الف سلسلة من 
المصفوفات غير الشاذة () © تربط © بمصفوفة قائمة 0 . لماذا يستحيل 
انشاء سلسلة غير شاذة تربط © بمصفوفة الوحدة ؟ 
٤-۳-٦‏ إذا كانت المحاور جميعها أكبر من e‏ هل تكون حينئذ القيم الذاتية 
جميعها أكبر من ١‏ ؟ اختبر ذلك على مصفوفات ثلاثية الأقطار 1 -12 





نمام استتخدم محاور Pe Lall‏ 1 - 4 كي تقرر ما إذا كان للمصفوفة 4 قيم 
دان af a‏ 1 = 
n | asl‏ 
vld‏ فل من 2 








T=} 


ES 


المصقوفات المعرفة إيجابيا 0۱ 


يبدأ برهان جبر ى لقانون العطالة بالمتجهات الذاتية المتعامدة النظامية 

x...‏ للمصفوفة 4 المقابلة للقيم الذاتية 2<0 e‏ والمتجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية ,ر...., رللمصفوفة CTAC‏ المقابلة للقيم الذاتية 0> . 
C)‏ لبرهان أن X, rn X, 09,...... Cy,‏ مستقلة » نفرض تركيباً خطياً مساوياً 
)> 


IE مم0 + عه‎ =6,Cy, + aes F bq CYq (=z, Ses). 


ليت أن 
we ite‏ 2 5 
TAZ = À a +...+ À ap > 0‏ 
SUAS s‏ 0 2خ ,+...+ TAz = Mb?‏ 
q‏ 


(ب) Lon‏ أن الأعداد a‏ والأعداد 6 أصفار (مبرهنا الاستقلال 
الخطي) قا ستنتح من ذلك أن ۸ > و+ م 

(ج) يؤدي التبرير نفسه من أجل الأعداد «السالبة التى عددها gn-p‏ 
ال الموجبة التي عددها n-q‏ إلى n-ptn-gsn‏ (نفرض أنه لاتوجد 
فيم ذاتية صفرية ‏ وهو مايناقش بشكل منفصل). أثبت أن = و + م 
م وهكذا فإن العدد م للقيم de Mla‏ يساوي العدد Heri n-g‏ 
الموجبة ‏ وهو قانون العطالة . 

إذا كانت © غير شاذة» بين أن للمصفوفتين 9A‏ 0646 الرتبة نفسها 

(يمكن الرجوع إلى البند .)١-۳‏ لذاء لإ ag‏ لتاس لقي 
الذاتية الصفرية . 

أوجد» بالتجريب» عدد القيم الذاتية الموجبة والسالبة والصفرية 
للمصفوفة : 





حيث الكتلة 8 (من المرتبة ) غير شاذة . 
٩-۳-٩‏ هل تحقق 9A‏ 04€ قانون العطالة دوم تما OS‏ © غير مربعة:؟ 
1١١-75‏ فى المثال المحلول حيث gmal‏ 2د,ام: تحقق من أن النموذج النظامي 
متعامد بوساطة M‏ : 34-0 1× . إذا أزيحت الكتلتان معا عقدار 
وحدة الأبعاد ثم اطلقتا بسرعتين إبتدائيتين 1=« 1- -,ا» فأوجد 
المعاملات ۾ في الحركة المحصلة 
X,+ a,COS Wt X,‏ 1ه a COS‏ د u‏ , ماهو بعد الكتلة الأولى الأعظمى عن 
وضع التوازن (عندما يكون جيبا التمام مساويين ١+‏ أو -١)؟‏ 
۱۱-۳-٦‏ أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لما يلى : 


Y‏ 4 م 
Y= tal”‏ 





6 -3 

6 3- 
1١5١-5-1‏ إذاكانت المضصفوفتان A sM‏ » اللتان من النوع 2 2 » غير معر فتين فانه 
من الممكن ألا يكون للنظام Ax = Ade‏ قيم ذاتية حقيقية . أوجد مثالاً 


5-7 مبادىء النهاية الصغر ی ونسبة رايلى Rayleigh‏ 

في هذا البند» سنتهرب في الفترة الأولى من المعادلات الخطية. لن يعطى 
المجهول × كحل للنظام ط = ×4 أو carder‏ بل سيتعين وفق مبدأ النهاية الصغرى . 

من المدهش أنه يكن التعبير عن الكثير من القوانين الطبيعية بمبدأ النهاية 
الصغرى . في الواقع » هبوط السائل الثقيل إلى الأسفل ماهو إلا تصغير لطاقته الكامنة . 
وأنت عندما تجلس على كرسي أو تستلقي على سرير» فان النوابض تعدل نفسها بحيث 
تنقص طاقتها . حتماء» هناك العديد من الأمثلة العلمية العالية : البناء يشبه كرسياً 
معقداً جداً يحمل ثقله الذاتي» وإن المبدأ الأساسى فى هندسة البناء هو تصغير الطاقة 
الكلية . في الفيزياء» يوجد « اللاغراجيان » « وتكامل الفعل» ؛ ans‏ على سطح الماء 


تظهر ملتوية لآن النور يريد أن يصل إلى عينيك باسرع IN Sle‏ 

يجب على أن أذكر أن هذه «الطاقات» ماهي إلا شكل تربيعي معرف إيجابياً . 
من الواضح أن مشتقة شكل تربيعي هي دالة خطية . لذاء فإن إيجاد النهاية الصغرى 
سيعيدنا إلى المعادلات الخطية المعتادة» وذلك عندما نضع جميع مشتقات المرتبة الأولى 
مساوية الصفر . هدفنا الأول فى هذا البند هو إيجاد مبدأ النهاية الصغرى ا مكافىء 
للنظام ا =×۸. والآخ رالمكافىء للنظام Ar he‏ سنعمل فی فضاء عدد أبعاده محدود 
LSL‏ نخري حسابات التحولات في مسألة متصلة . حيث جعل المشتقة الأولى صفراً 
يعطى معادلة تفاضلية (معادلة أويلر). في كل حالة سنكون أحراراً في البحث عن 
حل لنظام المعادلات الخطية أو عن النهاية الصغرى للشكل التربيعي ‏ وفي كثير من 
المسائل» كما يظهر ذلك في البند التالى» يجب أن لانتجاهل الاختيار الأخير . 

الخطوة الأولى» فعلاً» غير معقدة : نريد أن نجد القطع المكافىء ۲ الذي تقع 
نهايته الصغرى فى النقطة التي يكون فيها Ax=b‏ . إذا كان 4 عدداً فالعمل سهل : 


aP 
dx 


يكون ذلك في نهاية صغرى» فقطء إذا كانت 4 موجبة . إن القطع المكافىء 
مفتوح نحو الأعلى» وإن جعل المشتقة الأولى صفراً يعطينا =b‏ ×4 (شكل AEN‏ 
في الفضاء ذي الأبعاد المتعددة» ينقلب القطع المكافىء هذا إلى مجسم قطع مكافىء 
ولكن يبقى القانون ذاته من أجل مه ولفحقيق cs ke ale‏ هناك bs clad‏ 
الإيجاب . 


=Ax-b و‎ PX)= Ax” -bx 


)١(‏ لدي قناعة أكيدة أن النبات والانسان يتطوران Lad Uy‏ النهاية الصغرى. را تكون الحضارة نفسها 
مبنية حسب قانون الفعل الأصغر. إن اكتشاف مغل هذه القوانين يعتبر الخطوة الرئيسية في الانتقال 


من الملاحظات إلى التفسيرات ولابد أن هناك ما يمكن اكتشافه في مجال علمي الاجتماع والحياة. 


اه الجبر الخطي وتطبيقاته 


T‏ ح إذا كانت 4 معرفة إيجابياً فان P(x) = + Axx b‏ يحقق نهايته الصغرى عند 


النقطة التي يكون فيها م = ×4. عند تلك النقطة يكون „P = UA 'b‏ 


min 





(أ) قطع مكافىء (ب) طاس ذي بعدين 
كل sÜ‏ $( النهاية الصغرى لدالة تربيعية P(x)‏ 
البرهان لنفرض أن ×هو حل Ax= b‏ . لای هج نه تمد : 


(\) P(y) - P(x) = y ‘yin be 2 x "Ax "ع‎ 
= را‎ Ay y Tie + Tae 
=l (y-x)' A (yx). 


لا كانت 4 معرفة إيجابياء فإنه لايمكن لهذه الكمية أن تكون سالبة أبداً- وهى 
تساوي الصفر» فقطء عندما يكون 0= ×-«. في جميع النقاط الأخر» Pòg‏ 


. النهاية الصغرى تقع عند‎ Of مء لذاء‎ )( wasl) 


. رمم‎ - <7 -xx + +2 - م‎ × -bx أوجد النهاية الصغرى للدالة‎ : Sls 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 06 


: المألوفة فى حساب التفاضل هي في جعل المشتقات أصفاراً‎ Lud 


dQP/dx | = عر‎ -Xa - b; =0 
AdP/Ox 5 = -Xj + 2x, - b+ = 0. 


يكتب الجبر الخطي النتيجة نفسها على النحو PV as sb‏ 
بالصورة 


T 
x-xb 


3 2 
12 








: تقع النهاية الصغرى عند 48 - ×حيث‎ sx 
(Y) P min = ل‎ (A` b) ACAD) - A "b)"b = - 1 b"A"b, 

فى التطبيقات A‏ تعني الطاقة الداخلية و paa o‏ العمل الخارجي . النظام 

الفيزيائى يسير بشكل طبيعي إلى ox‏ نقطة التوازن حيث تأخذ الطاقة الكلية م 
فيمتها الصغرى . 

هدفنا الثاني هو إيجاد مسألة نهاية صغرى تكافىء AHA‏ إن ذلك ليس آمرا 

Sy‏ لايمكن للدالة التي سنجد نهايتها الصغرى أن تكون مجرد شكل تربيعي» كما 
أن اشتقاقها لن Gok‏ إلى معادلات خطية ‏ مسألة القيم الذاتية هي » بصورة رئيسية . 
ليست خخطية . الحيلة هي النظر في نسبة شكلين تربيعيين» والنسبة التي نحتاجها تعرف 
باسم نسبة رايلي Rayleigh‏ : 





نتتقل مباشرة إلى النظرية الأساسية : 
” ط مبدأ رايلي : تكون النسبة (») ۸ فى نهايتها الصغرى عند أول متجه ذاتى r=‏ 
O 9S 9 x‏ هذه النهاية الصغرى مساوية ۸ اصغر القيم الذاتية i‏ 


T. T 
LAY. Kr Se 

ROE E =. — ts =} 
XiX] XIX] 


هندسياً» لنفرض أننا ثبتنا البسط عند القيمة )١(‏ وجعلنا المقام أكبر مايمكن. يعرف 
البسط 1 Ara‏ مجسم قطع ناقصء على الأقل» إذا كانت 4 معرفة إيجابياً . المقام 





0,15 الحبر الخطي وتطبيقاته 


هو ”| ox x= |x‏ وهذا يعني أننا نبحث عن أبعد ikä‏ من مجسم القطع الناقص c‏ 
القطع الناقص e‏ نجد أن قطره الأكبر يتجه باتجاه المتجه الذاتى الأول . 

چا من السهل أن نرى ذلك (دون ضرورة للتعريف الإيجابي) . نقطر A‏ 
بمصفوفة قائمة : AÈ‏ ۸= 0/40 . بفرض «0 -, : 


ole R(x) = Oy)" A@y) _ y Ay TF كته‎ AY 
` (@y)"(@y) yy yp + ... + ا‎ 








تقع النهاية aJl‏ غر ی odg)‏ اة حدما te:‏ التمطة التى يكون عد لها = ys‏ 
0- بوع.... عبد هذه النقظة» تكون السبة مساوية A‏ وفى أي نقطة الخرئ تكون 


! 7 J 2 5 2 
AOI وبرج‎ + ... HVA) > Ary + Aaya + ... + لولاوة‎ 


إن نسبة رايلى oS‏ تكون أقل من ah‏ تكون أكبر من A‏ . إن نهايتها الصغرى ستكون 
عند المتجه الذاتي * ونهايتها العظمى عند x‏ المتجهات الذاتية الوسطى تمثل نقاطاً 

احدى النتائج المهمة هى i‏ كل عدد قطرىي مثل 4 يمع بين A gh‏ تساوي 
نسبة رايلى2 bed‏ نختار المتجه (1,0.......0) x=‏ . 


مبادىء أصغر النهايات العظمى المتعلقة بالقيم الذاتية 

الصعوبة في النقط السرجية هي أننا لانعرف فيما إذا كان (x)‏ #تقع فوقها أو 
تحتها . هذا يجعل إيجاد القيم الذاتية الوسطى . 2........2 صعباً. فى التطبيقات يو جد 
«ed date Law‏ هو Lave‏ التهاية الضغرى أو | لعظمي IU.‏ فإننا نبحث عن مثل هذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا o AV‏ 


المبدأ واضعين نصب أعيننا أن النهاية الصغرى أو العظمى ستتحقق عند المتجه الذاتى x‏ 


Pa gr PEE REE ê (\)‏ 7 5 
. الفكرة الرئيسية تنبع من خاصة اساسية للمصفوفات المتناظرة : eles r‏ مع 


T‏ 7 لن 53 4 النهاية || Jo 5.) dno ls R(x) | Ks E2‏ و x, = OU)‏ ي أبداً على 
l 3‏ إدا کان ج هو المتجه الذاتى الأول» Me‏ ( تكون هله النهاية الصغرى المقيدة ل 
R‏ مسأو به A,‏ 

(£) 


A+ 2 min R(x) 


x'z=() 


A>. = max 
ر‎ 


min R(X) 
x'z=0 








هذاهو er‏ النهاية العظمى) ل ,۸ . إنه يعطينا طريقة لتقدير القيمة الذاتية الثانية دون 
معرفة القيمة الأولى . 


مقآل * لو استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من أى مصقوفة متتاظرة : 


2-1 0 
- 2 
0 - | 








=] 
2 


عندئذ » تفوق القيمة الذاتية الثانية للمصفوفة A‏ أصغر قيمة ذاتية ل B‏ .)$ هذا 
e JEL‏ العددان هما "'و١).‏ أصغر قيمة ذاتية ل 6A‏ وهي 0.6 _ 2-1/2 أقل من أصغر 


قيمة ذاتية ل 8. 


البرهان 1 إن لسبة رايلى E‏ 8 تتطابق مع ana‏ رايلى A k‏ عندما ( 0 , ala . x= (x‏ 
ھی 


qn 


)١‏ إن هذا الموضوع خاص بعض الشيء . وإن إيجاد النهاية الصغرى ل P(x)‏ و R(x)‏ هو ماترتكز عليه 
طريقة العنصر المحدود. ليس هناك أى صعوبة بالتحول إلى البند (6-5). 


ONA‏ الحبر الخنطي وتطبيقاته 


المنتجهات المتعامدة مع )0,0,1( = ez‏ ومن أجل هذه المتجهات» نجد أن : Ax =x Bx‏ 

. النهاية الصغرى على القيم ×هذه » هى أصغر قيمة ذاتية (B)‏ ۸. لايمكنها أن تقل 

عن أصغر قيمة ذاتية ل 14 لأنها النهاية الصغرى على قيم × . إلا أن (B)‏ + سوف 

تكون أقل من القيمة الذاتية الثانية ل 4 . السبب : هو أن أحد التراكيب الخطية للمتجهين 

Cn cla‏ الأولية 3 A‏ يتعامد مع 2. إذا عوضنا ذلك التركيب الخطي في نسبة رايلى 

A(A)2A (B) Op لذاء‎ . ۸ (B) من‎ Sl gh, (A) نحصل على عدد أقل من‎ Lili 
الصورة الكاملة هي حص ر القيم الذاتية‎ 


(0) Ai (A)S A, (B)S A2(A) S A2(B)S ... ع‎ Anı (B)S Ag (A). 


Sg) clita‏ لهذه المتراجحات تفسير طبيعي . لنفرض أن مجسم قطع ناقص فطع 
يمستو مار من نقطة الأصل ٠ t‏ سيكون المقطع مجسم قطع ناقص ote‏ أبعاده أقل بواحد 
عن عدد أبعاد الأصلى . لايمكن أن يزيد طول المحور الكبير لهذا المقطع عن طول المحور 
الكبير للمجسم الأصلي : (AD‏ 2< (8) ۸ . إلا أن المحور الكبير للمقطع هو على 
الأقل» مساوياً طول المحور الثاني للمجسم الأصلى : (BY SA (A)‏ ۸ . بشكل 
مشابه» المحور الصغير للمقطع أصغر من المحور الثاني الأصلي وأكبر من المحور 
الصغير الأصلي : (1,)4(57,)8(>13,)4. 

فى إحدى OVE!‏ الخاصة» عندما يكون المستوي القاطع متعامداً مع المحور 
الكبير الأصلي. يكون AB) =A (A)‏ . بشكل عام» إذا كان المستوي القاطع هو 
المستوي الأفقي 0 = ox‏ فاننا نتوقع متراجحة . المتجه العمودي على هذا المستوي القاطع 
هو (0,0,1) z=‏ » وقد استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من A‏ 

يمكننا أن نرى الشيء ذاته في الميكانيك : ليكن لدينا نظام اهتزاز مكون من 
نوابض وكتل» لنفرض أن إحدى الكتل أجبرت أن تبقى في حالة سكون. حينئذ . 
ند ابد pl Sl‏ امقر لق ليود علو AAE‏ ہنا را 
لن يقل عن 


= 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0 


Ay ظ‎ 


minor axis of cross section 


minor axis 


major axis 





middle axis سر‎ 


major axis of cross section‏ ا 


شكل( 6-5). le‏ النهاية العظمى وأصغر النهايات العظمى ۸3 > S2‏ 22ک ALS pI‏ 


حان الوقت لندور حول هذه النظريات كي نصل إلى أ أصغر نهاية عظمى . 
يعني ذلك أن fat‏ نسبة رايلى في نهايتها العظمى» ثم» فيز النهاية الصغرى الممكنة 
لهذه النهاية العظمى . 

هناك عدد من الطرائق للمعالجة يتعلق كل منها بالقيمة الذاتية التي نريدها. 
لإيجاد أكبر قيمة ذاتية 2 » نجعل (*)# في نهايتها العظمى فنحصل عليها. لكن. 
لنفرض أننا نريد البقاء مع A,‏ . لما كانت نسبة رايلي تساوي : 

لو ال عد + hint FASS‏ 


2 2 2 
Fi TES Fau Pi 


فإن طريقة الحصول على ,۸ كنهاية عظمى هو أن تتطلب کون 0= be: Y= Ey‏ 5 
القيود التى عددها 2 - ۸ تترك فضاء ذا بعدين فقط » إنه الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين 
الذاتيين الأولين . على هذا الفضاء الجزئى ذي البعدين » تكون النهاية الصغرى للنسبة 
K(x)‏ ھی 2-لكن المتجهان الذاتيان دو + جزء من هذه المسألة وهما غير معلومين . 


a Adas 5 ES | احبر‎ S 5 9 


عندما حصلت هذه ا حالة aL‏ النهاية العظمى» كانت الفكرة الأساسية هى 
السعى إلى النهاية الصغرى تحت قيد واحد هو x! z=)‏ . لذا نحاكي هذه الفكرة 
وسعى ب Rix)‏ نحو نهايتها العظمى على فضاء جزئي اختياري ذي بعدين . لايمكننا 
أن نعرف ما إذا كان هذا الفضاء الجزئي حاوياً أي متجه gld‏ ؛ اذذلك: Mad‏ 6 عيذ 
الاحتمال. على الرغم من ذلك» توجد متراجحة تتعلق بالنهاية العظمى . لقد كانت 
النهاية الضغرى سابقاً تحت القيد) ox" z=‏ أصغر من A,‏ ؛ والآن ستكون النهاية 
الصغرى على الفضاء SAN‏ أكبر من ,۸ . إذا كان ,5 أي فضاء جزئى ذي بعدين من 
Ole eR‏ 

max R(x)S A» 

البرهان إذا كان × متجهاً من الفضاء الجزئي ومتعامداً مع المتجه الذاتي الأول cx‏ فمن 
ep ghall‏ من أجل هذا المتجه ×الخاص» أن REA,‏ . ينتج عن ذلك مبدأ أصغر 
النهايات العظمى مباشرة : 
1ك إذا جعلت Ra)‏ نهايتها العظمى على كل فضاء جزئی GSE‏ ذي بعدين 
eS,‏ فان قيمة pol‏ النهايات العظمى هي ,1 : 


(1) 


i. = min | max R(x) 
(v) 8 S. | 5 وو‎ 1 | 


لايمكن للكمية الموجودة ضمن الحاضنتين أن تكون أصغر من ۸ استناداً إلى CV)‏ 
وتكون من أجل الفضاء الجزئي الخاص المولد بالمتجهين الذاتيين الأولين مساوية A‏ 
ننهي هذا البند بملاحظتين . أتمنى أن يدرك حدسكم أنهما صحيحتان دون براهين 
ملاحظة ١‏ يتوسع مبدأ أصغر نهاية عظمى من فضاء جزئي ذي بعدين إلى فضاء جزئي 
دې Liuj‏ وينتج 1 : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 5 


A. = min 
(A) v's 


l 


max R(x) 








5, فى‎ X 
داتها‎ eiga L جميع‎ CAYSHAMy dal فى مسألة القيم الذاتية‎ t ملاحظة ۲ نبقى‎ 
إذا عوضنا ج5 << ووضعنا‎ . x عو ضا عن‎ Mx صحيحة إذا جعلنا مقام نسبة رايلي‎ 
: تبلط إلون الصورة‎ RZ) فى أعمدة 5 فان‎ 8 A المتجهات الذاتية للمصفوفة‎ 
(4) 


2 _2 
R(x) = x Ax = AZ| Tex F haze 


7 2 2 
x Mx Zi Paua Ffa 


لقد كانت هذه النقطة هى تقطير المصفوفتين ۸و ١‏ معأ في البند (7-5) . كل 
ن التربيعيين أصبح مجموع مربعات كاملة وكانت ) A = = min R (x‏ مثلما 


من | شكلين 
كانت „À =max R(x)‏ بالفعل 6 عندما جعلنا في نظام الاهتزاز ذي ال + 


من الكتلتين ساكنة» فان التواتر الأصغر قد ازداد وتناقص التواتر الأعظم . 





EF re ET ë 





“ود انظر فى النظام - Ax‏ المعطى K‏ يلي ; 








2-1 6152| Jä 
- [ zel P 7 =| 0 
0-1 2| x, 4 








iran‏ اکل ري F(x x, X, ad vl‏ احسب المشتقات الخزئية 


pedir د ميك‎ aig Be z6 =A ا‎ Ade -Á n. Y¥-2-1 


. م لأن الحد الذي قبله لايمكن أن يكون سالباً. (لكاذا) ؟ 


ee . |‏ — : . : ا a i32 E‏ 
¬= أوجد النهاية الصغرى 6 إذا وجدت ¢ ل txy “+y-3y‏ ھج = ?43 


+ 


الجر الخطي 17 تطبيقاته 


5 حصت‎ REB i | = TẸ 
iP. J ماهى المصفوفة الموافقة‎ ; p = w - 3y 
: هو‎ Ax=b تقع نهايته | لصغرى عند‎ ol تربيعي‎ Ki 


Q(x) =} |Ax-bl|? = 1 x"A"Ax-x"A'b+ 1 b'b. 


2 


قارن © مع P‏ باهمال الثابت Pb‏ ماهي المعادلات التي تصل إليها 
عند نهاية © الصغرى ؟ ماذا كانت تسمى هذه المربعات في نظرية 
المربعات الأصغرية ؟ 

لكل مصفوفة متناظرة» احسب النسبة (×) ۸ من أجل الاختيار الخحاص 
(1......1) = × . ماهي العلاقة بين مجموع العناصر TA gh wea,‏ 
من أجل المصفوفة | ار A=‏ أوجد اختياراً x‏ يعطى أصغر قيمة 
ل R(x)‏ بحيث ينتج الحد 2 عن pole‏ القطر . ماهي القيمة 
الأصغرية ل TRE)‏ 

إذا كانت 8 معرفة إيجابياً» برهن» انطلاقاً من نسبة رايلى» أن أصغر 
قيمة ذاتية ل 8+ 4 أكبر من أصغر قيمة ذاتية ل 4 . 

إذا كانت 2 أصغر قيمة ذاتية ل 4 و aoiu‏ قيمة ذاتية ل 8» برهن أن 
أصغر قيمة ذاتية 6 ل 4+8.هي. على الأقل» أكبر من REM‏ (جرب 
المتجه الذاتي المقابل في نسبة رايلي . ) 

تنبيه : يكن أن يكون هذان التمرينان أكثر نموذجية وأهم ماينتج عن 
مبدأ رايلى بسهولة. لكن ذلك ينتج بصعوبة من معادلات القيم الذاتية 
ذاتها . 

إذا كانت 4 معرفة إيجابياً » برهن انطلاقاً من مبدأ النهاية الصغرى 
للنهاية العظمى (/ا)» أن القيمة الذاتية الثانية في الصغر تزداد 
باضافة 428 <(72)4+8. 


i 


١1١-84-5 


ةا 


1-2-7 


١-5-4 


ده 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oY‏ 


إذا حذفت عمودين من CA‏ ماهي المتراجحة التي تتوقعها بين أصغر 
قيمة ذاتية لم للمصفوفة الباقية والقيم الذاتية الأصلية ۸ ؟ 


أوجد القيم الأصغرية لكل ما يلي : 


2 ظ‎ 2 _ 2 
rs ea u 3 Hos a ll. 

Xi 5 2x1 + x5 

برهن » انطلاقاً من )1( أنه لايمكن أبداً ل (x)‏ ۸ أن يكون أكبر من القيمة 
A all‏ 

مبدأ النهاية الصغرى للنهاية العظمى المتعلق بالقيمة الذاتية ذات الترتيب 
j‏ يحوي مصعوفة جزئية 5 عدد ابعادها J‏ 


max اك‎ 


x In S 





Aj = mın 
5, 


(أ) إذا كانت ۸ موجبة » استنتج أن كل 5 يحوي متجهاً × يحقق 
22-0 . 

(o)‏ استنتج أن كل 5 يحوي متجهاً ×= ر يحقق 
/y'y>0‏ برعم Riy)=y'‏ . 

(ج) استنتح أن القيمة الذاتية ال زللمصفوفة AC‏ انطلاقاً من مبدأ 
النهاية الصغرى للنهاية العظمى » موجبة أيضاً - نبرهن بذلك أيضاً 
قانون العطالة eal)‏ شكري dnal‏ مينيسوتا (Minnesoto‏ 

برهن أن أصغر قيمة ذاتية .2ل 24-1371 ليست أكبر من النسبة a Lm‏ 
لعنضري القرنتين . 

أي فضاء جزئي خاص » فى ae‏ النهاية الصغرى للنهاية العظمى (V)‏ 
يعطي القيمة الصغرى $A,‏ بعبارة أخرى» على أي ,ك تكون النهاية 
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العظمى ل R (x)‏ مساو ية TA‏ 
١ ١2-5‏ بدون حساب للقيم الذاتية. فرر عدد الموجب والسالب والصفرى من 


القيم الذاتية للمصفوفة i‏ 


0.0] 
_ « 0 2 
A= g00 | 
1 2 n 


1 - ۵ طريقة العنصر المحدود 
لقد جوى البند السابق فكرتين أساسيتين : 

. م في نهايته الصغرى‎ (x)= يكافىء جعل ال‎ Arab حل النظام‎ )١( 

0 حل النظام × ۸ = ×4 يكافىء جعل =r Axxa‏ (») ۸ فى نهايته الصغرى . 
نريد OV‏ محاولة Oly‏ كيف يكن تطبيق هاتين الفكرتين . | 

القصة طويلة» OY‏ هذا التكافؤ معروف قبل أكثر من قرن. فى بعض المسائل 
التقليدية» في هندسة البناء والفيزياء. ol pl jb‏ ا CNL Tine‏ الدب 
للذرة (القيم الذاتية والدوال الذاتية) » كانت هذه النهايات الصغرى تستخدم للحصول 
على تقريبات ضعيفة الدقة للحل . فى بعض VL‏ يضطر قبولها؛ كانت الأدوات 
الوحيدة المستخدمة هي القلم والورق وآلة صغيرة. لقد كانت المبادىء الرياضية 
موجودة ولكنها غير مطبقة . 

من الواضح أن الحواسيب الرقمية أدت إلى ثورة» لكن الخطوة الأولى لهذه 
الثورة كانت إهمال مبادىء النهاية الصغرى ؛ بدعوى أنها قديمة جداً وبطبئة جداً . لقد 
قفزت إلى الأمام طريقة الفروق المحدودةء لأنه كان من السهل معرفة كيف يعطى 
لعادلة تفاضلية شكل منفصل . لقد رأينا سابقاً في البند )۷-١(‏ كيف عوضت كل 
مشتقه بنسبة فرقين . غطيت المنطقة الفيزيائية بشبكة وفى كل نقظة من خلية الشبكة 
کان -u +2u-u =hf‏ . تمثل هذه المسألة بالمعادلة /=»4_ واهتم التحليل العددي 





Ô y Ô Lola l المصفوفات المعرفة‎ 


في الخمسينات من هذا القرن بتطوير طرق سريعة لحل أنظمة ضخمة ومتناثرة . 

الشيء الذي لم ندركه تماما هو أنه حتى مسائل الفروق المحدودة» تصبح معقدة 
بصورة لاتوصف من أجل مسائل هندسية فعلية مثل إجهاد طائرة أو التوتر الطبيعى 
لجمجمة إنسان . الصعوبة ا حقيقية ليست في حل ا معادلات بل بتنظيمهما . من أجل 
منطقة غير منتظمة » نحتاج إلى شبكة غير منتظمة مقسمة في وقت lac‏ إلى مثلثات 
أو رباعيات أو رباعيات وجوه ثم نحتاج إلى طريقة نظامية لتقريب القوانين الفيزيائية 
الأساسية . بقول آخرء لايكتفي الحاسوب بالمساعدة في حل مسائل منفصلة بل يساعد 
أيضاً بصياغتها . 

بامكانك أن تخمر: كيف حدث ذلك . لقد عادت الطرائق القديمة من جديد 
ولكتها باسماء جديدة وافكار جديدة . الاسم الجديد هو طريقة العنصر المحدود 
والفكرة الجديدة جعلت من الممكن استخدام قدرة الحاسوب SY‏ بصورة واسعة 
بتكوين تقريبات منفصلة وحلها واظهار النتائج -مثل أي تقنية أخرى في الحسابات 
العلمية . النقطة الأساسية . هي أن تظل الافكار الرياضية الأساسية بسيطة ؛ ومن الممكن 
أن تكون التطبيقات معقدة . انتقل تضخم هذه التطبيقات بعيداً من تصميم طائرة إلى 
دراسة أمان مفاعل ذرى» ويجرى OVI‏ نقاش عنيف لتمديد ذلك إلى ميكانيك 
السوائل . من أجل مسألة من هذا المستوى» الصعوبة غير المتنازع فيها هي الكلفة ‏ 
بون وا وت سس سوير يوب چیا نأمل أن يهتم 

بعض القراء OEL‏ طريقة العنصر المحدود ly‏ يضعها فى الاستعمال الصحيح . 

لتو ضيح هذه الطريقة ننطلق من line‏ رایلي - ريتز Ritz‏ - ۸چنءاره۸التقلیدي + 
ثم ندخل فكرة العناصر المحدودة الجديدة . يمكننا أن نعمل على المعادلة التفاضلية 
ذاتها (٭) = ”ن - يشروط البدء cu )0( =× )1( =0 Lind‏ وقد درست» من فريب» 
بالفروق المحدودة. فن GLY lb ULM ola ol oy pall‏ مو الا بعاد See‏ 
استعيض عن المتجه 5 بدالة seg f‏ المصفوفة ud? /dx? SALA‏ . إلا أنه يمكننا أن 
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نعمل بصورة مشابهة › ونظهر الشكل التربيعي الذي يطلب جعله فى نهايته الصغرى › 
AUS,‏ يتعويض النداء الداضلى تكاس : 
1 
| | 
(x) dx.‏ عر ctr Wide 1 ve)‏ 


0 


على هذا التكامل أن يسعى إلى نهايته الصغرى على كل دالة «تحقق شروط الحدود. 
والدالة التي تعطي النهاية الصغرى التي ستكون ا حل ». لقد تحولت ال معادلة التفاضلية 
إلى مبدأ نهاية صغرى وبقي علينا أن نكامل بالتجزئة : 


(\) P(v) =1y'Av 5 Vb = Í 





| 
1 
v(- v") dx -| v)” dx - [vv] 


() 


Pv) =1 | (vy dx-| vfdx لذا‎ 


2 





() 
û 
0 


| ويم‎ ie هناك . التكامل‎ «=0 oF يساوي الصفر عند حدي التكامل وذلك‎ vv‘ ddI 


متناظر» مثل ×4 cr‏ بالاضافة إلى كونه موجباً؛ لقد ضمنا OV‏ نهاية صغرى. 

كيف وجدنا هذه النهاية الصغرى ؟ حسابها بدقة يكافىء LE‏ حل المعادلة 
التفاضلية بدقة» إن هذه المسألة لانهائية الأبعاد. ينتح بدا وايلى -اريتز مسألة ذات ۸ 
بعداً باختيار n‏ دالة تجربة» فقط 17 -:....... ۷=« . يقبل كل تركيب من الصورة 
(٭) ۷ (tty‏ «=۷ » ثم يحسب التركيب الخاص 7 الذي يجعل SPU)‏ 
نهايتها الصغرى . لنعيد : الفكرة هي السعي إلى النهاية الصغرى على فضاء جزئي 
عوضاً عن جميع الدوال « الممكنة» وجعل الدالة التي تعطى النهاية الصغرى ‏ بدلا 
ey‏ 

إذا وضعنا ۷ lege‏ عن « » GEL‏ التكامل الصورة : 


l 
7 9 i 
00 P(V) = (yy WV) toc. tY¥nV an) dx-ļ| (yi Y1 +... + Ya Vg) dx. 


sis‏ أن الدوال ۷ قد اختيرت مسيقاً ؛ المجاهيل هي Fe ay‏ . إذا وضعنا هذه 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oyy‏ 
الاحمال في متجه «رء -yb OB‏ ر4 "ر P(V)=‏ يظهر بأحد الاشكال التربيعية 


التى اغتدناها . عناصر المصفوفة التي هي معاملات yy‏ تساوي 


eN‏ 9 وال ط هي 57 | وهو معامل y‏ . يمكننا حتماً إيجاد 


Ag‏ الصغرئ ل -yb‏ م ؛ إن ذلك يكافىء حلط = رھ . بناء على 
ذلك. obs‏ خطوات طريقة رايلي - ريتز هي(!) اختيار دوال pel‏ 4( 
(Y)‏ حساب المعاملات ۸و (Y) cb‏ حل النظام Ay=b‏ و(5) طبع امحل 
التقريبى 7لا + ... + “الاح لآ : 

كل شيء يتعلق بالخطوة الأولى . إذا لم تكن الدوال V‏ بسيطة جداًء فإن 
الخطوات الأخرى ستكون فعلاً مستحيلة . إذا لم يكن تركيب للدوال be BV‏ من JH‏ 
الصحيح cu‏ فان هذه الخطوات لا نفع فيها . المسألة هي تركيب الحساب مع ABN‏ 
والفكرة الأساسية ‏ جعل طريقة العنصر ا محدود ناجحة هي استخدام كثيرات ا حدود 
قطعة فقطعة كدوال تجرية ۷ . 

أبسط العناصر واكثرها استخداماً هو كثيرة الخطوط الخطية . lis‏ بوضع عقد 
في النقاط enh‏ ,.... , 27 = ×, ۸= »تماما مثل ما فعلنا سابقاً من أجل الفروق. فى 
لنقطتين النهائيتين 21 
للصفر . لذاء فإن الدالة V‏ هى دالة سقف وهى تساوي الواحد عند العقدة د والصفر 
عند بقية العقد (شكل 1-1 .))١(‏ إنها متكائفة فى فترة صغيرة حول عقدتها وهى 
تساوي الصفر في أي موضع آخر . يجب أن يساوي كل تركيب VV Hat V‏ 
القيمة « عند العقدة OY cj‏ بقية الدوال ۷ أصفارء لذاء فإن بيان هذا التركيب سهل 
الرسم (شكل 5-5-ب). 





,0= × تستدعي شروط البدء . ان تكون كل دالة d glaa V‏ 


p>! 4 YA‏ الخطي وتطيقاته 
ل y = y # d ~ a ١ i 55 i i‏ 
اھ والاول., iY Aos‏ ]= 


فى «مصفرفة الصلابة» 8 . الميل يساوي 0 في الفترة الصغيرة الواقعة عن 
حار x‏ ويساوي /h‏ - في الفترة اليمتى . الأمر ذاته صحيح مم gy‏ أجل" ee‏ = 





شكل(5 -5) الدوال العليا وتر كيباتها الخطية . 


عقدتها × وإذا لم يكن بين هاتين الفترتين اشتراك فإن ا جداء ۷ ۷ يطابق الصفر . 
يقع هذا الاشتراك» فقط» عندما يكون : 





او 


اچ و و j=‏ ا | fans‏ 


وعندئذ تكون مصفوفة الصلابة ثلاثية الأقطار فعلا : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0 


يظهر هذاء ULE‏ مثل حالة الفروق ! لقد أدى ذلك إلى ألف نقاش حو ل العلاقة بين 
هاتين الطريقتين . كثير من مسائل العناصر المحدودة المعقدة كثيرات حدود من درجات 
عليا عرفت على مثلثات أو على رباعيات وجوه من أجل معادلات تفاضلية جزئية - 
أنتجت (La!‏ مضفوفات متنائرة 4. يمكنك أن تعتبر أن طريقة العناضر المخدودة 
طريقة نظامية لإنشاء معاد لات فروق دقيقة على شبكات غير منتظمة » بحيث تقع طريقة 
العناصر المحدودة في تقاطع طريقة رايلي ‏ رايتز وطريقة الفروق المحدودة. الشيء 
الأساسي هو بساطة طريقة كثيرات الحدود قطعة فقطعة ؛ على كل فترة جزئية من السهل 
إيجاد الميول ومكاملاتها . 

إن مر کبات في الطرف الأيمن جديدة . loge‏ عره x, Jef ind‏ التي هي فرق 
محدود» أصبحت OVI‏ متوسط /حول هذه النقطة : حه Vi‏ | -5. ثم نحل في 
الخطوة (۳) النظام الثلاثى الأقطار = «4 الذي يعطى المعاملات في دالة التجربة 
الخاصة ۷ taty‏ ۷ :ردن التى انهيت إلى نهايتها الصغرى . أخيراء بالوصل بين 
هذه القيم العليا « بخط منكسرء نجد رسماً للحل التقريبي U‏ 
مال 2 = “» - بشرط بدء 0-(0,)1-(0)» e‏ الحل gt‏ ×-×=» . سيستخدم التقريب 
ثلاث فترات ب + =۸ ودالتي سقف . المصفوفة 4 قد كونت من قبل» ويحتاج المتجه 0 
إلى تكامل دالة السقف مضروبة ب /عدة مرات . بما أن ۴-2 » فإن ذلك ينتج ضعفي 
المساحة الواقعة نحت السقف : 


aa © لله‎ 
b= 4 A= | 1 


ذم | ددا bo‏ | ننا 








ULI أفضل ا هو ,۷ + ۷ . فى هذه‎ ob لذاء‎ . y=(= =) نرم هو‎ - 6 be 


oy.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


بتفق هذا ا حل مع ا حل الصحيح > سک Í) glu =a‏ - =( في نقطتي العين . 

في أمثلة أكثر تعقيداًء لن تكون التقريبات صحيحة عند العقدء 
ولكنها قريبة بصورة ملاحظة . النظرية الأساسية مشروحة في كتاب للمؤلف An:‏ 
«Analysis of the Finite Element Method‏ الذي كتب بالاشتراك مع Georges Fix‏ 
(Printice Hall 1973 (‏ . نعطي gl oS‏ تطيقات هندسية وأنظمة حاسوب Aa}.‏ 
أصبح موضوع العناصر المحدودة جوء مهما رد اعم الهندسي ؛ وقدعولج 
بتوسع اق فى كتابى Introduction to applied Mathematics A444‏ 
Wellesley __ Cambrdge Presse 1986 )‏ ( . كما Pi‏ ناقشت هناك معادلات تفاضلية 
جزئية » عندما جاءت الطريقة Wad‏ بصورة مستقلة . 


مسائل القيم الذاتية 

إن فكرة رايلي -رايتز التي تستدعي السعي إلى النهاية الصغرى على مجموعة 
من الدوال ۷ ذات عدد منته من الأبعاد» عوضاً عن جميع الدوال المقبولة د مستخدمة 
في مسائل القيم الذاتية مثلما كانت مستخدمة في معادلات الحالات الثابتة . فى هذه 
المرة ستكون نسبة رايلي هي التي تسعى نحو نهايتها الصغرى . نهايتها الصغرى الحقيقية 
هي التواتر الأساسي ch,‏ وستزداد نهايتها الصغرى التقريبية ۸ عندما نقصر صنف 
دوال التجربة dev‏ الدوال ۷. ستكون المسألة المنفصلة سهلة الانقياد من جديد» 
ويمكن» Sed‏ للمبدأ أن يطبق» وذلك فقط عندما تكون الدوال ۷ سهلة الحساب . 
ومع ذلك» فان المرحلة التي أخذ فيها بهذا المبدأء خلال الثلاثين سنة الماضية» كانت 
طبيعية تماما وحتمية : تطبيق أفكار العنصر المحدود الجديدة على هذا الشكل التحولى 
لسألة القيم الذاتية الذي توطد منذ زمن طويل . 

أفضل مثال لذلك هو التالى وهو الأكثر بساطة : 

u (0) =u (1) =0 > -u" =Au 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ۳۹ 


المتجه الذاتى الأول هو :2ن -؛ e‏ المقابل للقيمة الذاتية = A‏ . تعطى الدالة 
v = sin nx‏ النهاية الصغرى فى نسبة رايلى CALL‏ 


1 | 
| v (- v") dx | (v ') dx 
_ 40 ١ ND l 


فيزيائياً» تلك هي النسبة بين الطاقة والقدرة الحركية» وهي متوازنة مع المتجه 


الذاتي . عادة» يكن أن يكون هذا المتجه الذاتي مجهولاً. ولتقريبه» نقبل» فقطء 
الدالة المرشحة لذلك V=y,V; +...+yY,V,‏ : 


T 
_ y Ay_ 


| 
| (vy; Vi, +... + ا ىنز‎ dx 
E ظ بحس ص7 7 وم موي‎ 
i y My 


| (vy, Vy, +... ey, Vi) dx 
() 


نواجه OV‏ مسألة إنهاء النسبة y Ayy My‏ إلى نهايتها الصغرى . إذا كانت M‏ 
مصفوفة الوحدة. فان ذلك يؤدي إلى مسألة القيم الذاتية المعتادة YÑ . Ay=Ay‏ 
يكن لمصفوفتنا أن تكون ثلاثية الأقطارء وهذاهو الوضع الذي ظهرء Wad‏ في مسألة 
القيمة الذاتية المعممة . قيمة النهاية الصغرى ۸ هي أصغر قيمة ذاتية للنظام Ay=AMy‏ 
؛ ستكون قريبة من *2. المتجه الذاتي المقابل « سيعطي تقريباً إلى الدالة الذاتية : = U‏ 

IV Easy V 
اختيار‎ )١( مثلما هو في مسألة الإحصاء, يكن تلخيص الطريقة بأربع مراحل‎ 
إظهار ۸و 8 . لاأدري لماذا تبلغ‎ )5( tAy=amy حساب دو ۷ ؛ (۳) حل‎ )7 

الكلقة عليارا. 


OTY 


]1 هت 


د 


ويم 


الجبر gad!‏ وتطبيقاته 
تمارين 


استخدم ثلاث دوال سقف ب — = ۸ لحل 2 w=‏ > بعرض 

u (0) =u (1) =0‏ وتحقق من كون التقريب يتفق مع" x‏ + - » عند العقد . 
حل + - “» - بفرض أن 0= (1) »= (0) » » ثمء حلها بالتقريب بدالتين 
سقفيتين وب - . أين يقع الخطأ الأكبر ؟ 

نفرض أن -u“=2‏ بشرط بدء 0-(1)“ »,0 -(0)» . الشرط المفروض 
على wh‏ «طبيعي» ولا يفرض على دوال التجربة. ب ! h=‏ سيكون 
هناك دالة نصف - سقف ,/اإضافية تتحول من 0 إلى 1 بين 2 =×و+ 


ee 


12 GE cue 


arl (v,‏ و 46 2v‏ | = و« وحل Ay=b‏ من أجل 
حل العنصر المحدو د yV EIV yV‏ 

حل 2= -u‏ بدالة سقفية واحدة ولكن ضع عقدتها 3 = بدلا 
عن - = د . (ارسم هذه الدالة ۷). بالشرط الابتدائى = (1) u )0( =u‏ 
0 قارن تقريب العنصر المحدود مع الحل الصحيح *×-×=». 

تنطلق طريقة غالير كين Galerkin‏ بمعادلة تفاضلية )-»“=/f jie)‏ 
بدلاً من السعي بالشكل التربيعي 7 إلى نهايته الصغرى. يبقى 


: ۷ /متعامداً مع كل‎ gu“ الفرق بين‎ [ad 


(yi "i yaY g= ee Pal لو‎ Yi de =| J Vjdx. 


و 


oY المعرفة إيجابيا‎ Ol pall 


A بالتجزئة لتصل إلى 42-8 مثبتاً بذلك أن طريقة ة غاليركين تعطي‎ pls 
. نفسها كما في طريقة رايلي - رينز‎ b و‎ 
(EN AE ما ا‎ 


P(y) =! y Ay - y! p= ات‎ Ei AG 4 D : Lb A Di 


النهاية الصغرى المطلقة ل هي b‏ 4- «. النهاية الصغرى على الفضاء 
الحزئى لدوال التجربة هى «الاكثر قربا من b‏ 4 لأن ذلك يجعل الحد 
الأول من الطرف الأمن صخرا بقدر الأمكان.. (هذاهو أساس تقارب 
Cu p> U‏ . إذا كان 4-1و 6b=(1,0,0)‏ فماهو مضاعف (1,1,1 )-/1. 


الذي يعطى أصغر قيمة ل 7 


B N\2 dy ا‎ D. ba T oe aoe | aa Alia |. 
ifo dx neh tS - سقف واحدة متمركزة عند‎ la من اجل‎ 


و dx‏ ” نا |=« تعطي مسألة القيمة الذاتية دات النوع | A=A/ 61 X‏ 
eM‏ هل هذه القيمة هى أكبر أو أصغر من القيمة الذاتية الحقيقية 7= 2؟ 
من أجل دالتى السقف 7.7 المتهركزتِين ن عند =h=—‏ و x=2h=‏ 
احسب M = ly, V dk‏ » مصفوفة الكتل ذات النوع 622 وحل 
مسألة القيم الذاتية 1 = Ax‏ الواردة فى التمرين )١1١-17-5(‏ . 
ماهي مصفوفة الكتل VV, dx‏ |= امن أجل «دالة سقف 


د )1+ 1/(n‏ دم ؟ 


om) ن‎ 


حسابات بالمصفوفات 


\-V‏ تمهيد 

لقد كان هدف هذا الكتاب تفسير بعض الأجزاء التطبيقية من نظرية المصفوفات . 
بمقارنة ذلك بالنصوص المعتادة للجبر الخطي النظري» نلاحظ أن النظرية الأساسية لم 
تتغير بصورة جذرية ؛ هناك نقطة من أهم النقاط المتعلقة بهذا الموضوع» هي أن الجانب 
النظري أساسي le‏ من أجل التطبيقات . الاختلاف الوحيد هو تغير النقاط التي 
يجري ابرازها وفق وجهة نظر جديدة . يظهر الحذف أكثر من طريقة لايجاد أساس 
لفضاء الأسطر» كما أن طريقة غرام شميدت لم تعد مجرد برهان : لكل فضاء جزئي 
أساس نظامى متعامد. نحن» ad‏ بحاجة لهذه الطرائق كما أننا بحاجة لوصف 
ملائم لعمل العلاقتين .A=LU, A= OR‏ 

سيقدم هذا الفصل مزيداً من الخطوات في الاتجاه ذاته . نعتقد أن هذه ا لخطوات 
محكومة بالضرورة الحسابية» أكثر من الاناقة بالتعبيرء ولاندري ماإذا كان من 
الضرورى الاعتذار عن ذلك . إن ذلك يجعلها تظهر سطحية ولكن ذلك خطأ . إننا 
لانزال نتعامل مع أقدم وأهم المسائل الأساسية للموضوع مة- مهو .Ax=b‏ مع ذلك 
لايزال لكل من هاتين العلاقتين تقدير فعلى من قبل جيل الرياضيين الحالي . يوجد 
UIE‏ في التحليل العددي نوع من انتقاء الأصلح » ونريد هنا وصف بعض الأفكار 
التي لاتزال حية حتى OVI‏ . إنها تقع في ثلاث فئات : 


oyo 


oY‏ 2 الخطي وتطبيقاته 


١-تقنيات‏ لحل Ax =b‏ الحذف طريقة متازة للحل إلا من أجل بعض BLAI‏ 
الخاصة التى لها خواص استثنائية كما يحصل غالبا لأي مسألة . سنركز مناقشتنا على 
الخاصة التناثرية حيث أكثر عناصر ۸ أصفار وعلى توسيع طريقة التكرا رأكثر من 
الطرائق ا مباشرة وذلك لحل النظام 6 = »4 . إحدى الطرائق التكرارية هي «التصحيح 
الذاتي» التي تكرر التصحيح مرة بعد مرة . لن نصل أبداً إلى الجواب الصحيح . ولكن 
هدفنا سيكون التقرب منه بسرعة أكبر من سرعة طريقة الحذف وسيكون ذلك ممكناً في 
بعض المسائل ؛ فى كثير من المسائل الأخرى» سيكون الحذف أكثر سلامة وإحكاماً 
فيما إذا استغل وجود الاصفار. لاتزال هذه المناقشة بعيدة عن نهايتها وسيكون هدفنا 
الأول تعيين الشروط التي تضمن لنا التقرب من الحل الصحيح 6 وما يتحكم 
بسرعة ذلك . سنطبق بعد ذلك هذه الشروط على طريقة زيادة الاسترخاء وغيرها من 
قواعد التكرار وذلك في البند (/5-1) . 

-١‏ تقنيات حل النظام × A=‏ تعد مسألة القيم الذاتية إحدى أروع إنجازات 
التحليل العددي» فقد عرقت بوضوح واصبحت أهميتها جلية . لم يتمكن قبل زمن 
قليل أحد من معرفة حلها. لقد اقترحت عشرات الطرائق وما لاشك فيه أنه لا يمكن 
ترتيبهاء من حيث الافضلية» ترتيباً صحيحاً؛ الأمر كله يتعلق باتساع المصفوفة A‏ 
وخواصها وبعدد القيم الذاتية التي نبحث عنها. بقول آخرء من الخطير جداً أن نطلب 
إلى مركز حسابات برنامجاً جزئياً للقيم الذاتية دون معرفة أي شىء عن محتواه. 
(طبعاً» آمل أن لانحتاج إلى التحقق من كل تعبير من تعابير فورتران). لقد اخترت 
فكرتين أو UW‏ حلت محل كل ماسبقها تقريباً : طريقة 80 وجماعة طرائق القوى 
والطريقة التي تجعل مصفوفة متناظرة ثلاثية الأقطار . 

الطريقتان الأوليان تكراريتان والثالثة مباشرة . تقتضي مهمتها عدداً منتهياً من 
الخطوات ولكنها لاتنتهي بالقيم الذاتية ذاتها Lil y‏ بمصفوفة أكثر تبسيطاً تستخدم في 
خطوات التكرار . 


: JH العدد الشرطي ل مصفوفة . سيحاول البند (/7-1) قياس حساسية‎ - ٣ 
إذا تحولت 4.و 0 بصورة طفيفة فما حجم تأثير ذلك على 478 - ×. قبل الانطلاق في‎ 
هذه المسألة » نريد أن نظهر عقبة (من السهل التغلب عليها) . لقد وجدت طريقة لقياس‎ 
التغير 84 وتقدير حجم 4 نفسه . لقد عرف سابقاً طول متجه ونحتاج الآن إلى تعريف‎ 
A نظيم مصفوفة 6 ثم العدد الشرطي وحساسية 4 الذين ينتجان مباشرة عن نظيم ۸و‎ 

. إن مصفوفات هذا الباب مربعة . 


Y- V‏ نظيم المصفوفة وعددها الشرطي 
الخطأ والتخبط أمران مختلفان . الخطأ غلط بسيط من المحتمل أن يقع فيه رياضي 

أوحاسوب ممتازان.. التخبط أكثر خطورة وأكبر من حيث AA‏ . عندما يدور حاسوبت 

lone‏ إلى المرتبة الثامنة المعنوية» Mee‏ فان ذلك خطأ s‏ ولكن عندما تكون المسألة شديدة 

الحساسية بحيث أن خطأ التدوير هذا يغير الحل LLS‏ فمن المؤكد أنه ارتكب تخبطاً. 

سيكون هدفنا في هذا البند تحليل تأثير الخطأ بحيث يمكننا عندئذ تحاشي التخبط . 
سنتابع الآن المناقشة التى abla‏ فی الفصل الأول مع E‏ 


A =| S00 1 24 =| 1 1.0001 | 

نتطلب أن تكون '4 حسنة الشروط Oly‏ لاتكون بصورة خاصة» حساسة لأخطاء 

التدوير» إلا إذا طبق الحذف بطريقة سيئة› فان المصفوفة تصبح عندئذ» شديدة 

الحساسية . من التخبط قبول 0001. أول محور وعلينا أن نصر على اختيار أكبر وآمن 

وذلك بمبادلة بين سطرى '4. عندما (SF‏ #محورة جزئيةة فى طريقة BIL‏ فان 

الحاسوب يبحث بصورة ألية عن المحور الكبير» وعندئذء لايمكن للمقاومة الطبيعية 
لأخطاء التدوير أن توئ . | 


OYA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


كيف نقيس هذه المقاومة الطبيعية ونقرر متى تكون مصفوفة حسنة الشروط ومتى 
تكون سيئة الشروط ؟ إذا حصل تغيير طفيف في ( أو في 4 فما هى ضخامة التغيير 
الذي وسيب ال te‏ 

نبدأ بإجراء تغيير على الطرف الأيمن وذلك من طإلى b+ 8b‏ . يكن لهذا الخطأ 
أن يكون LEE‏ عن معطيات التجربة أو عن التدوير ؛ يمكئنا أن نفترض أن 85 صغير 
ولكننا غير قادرين على معرفة pay . aall‏ الحل بالمقابل من + إلى +*ة + : : 


A (8x) = 5 بالطرح‎ JANIS +ع) لم‎ bx) = +م‎ 855 


هذه SILI‏ بصورة خاصة» سهلة؛ نعتبر 580 ممثلة لجميع الاضطرابات. تقدر 
الاضطرابات الناتجة عن ذلك ب 88 4 = 8x‏ . سيكون هناك تغيير كبير فى الجواب 
OSG re‏ ق ee‏ خاد تق ماوسكو هذا ای i‏ رة عات كيرا 
عندما يكون اتجاه التزايد 80 بحيث يتضخم كثيراً بوساطة 4 . 


للبدء» نفرض أن ۸4 متناظرة وقيمها الذاتية موجبة SA‏ ...> 3 >0 . إن أي 
متجه 805 سيكون تركيباً Lbs‏ فى المتجهات الذاتية الواحدية المقابلة Ox seat‏ وإن 
أسوأ الاخطاء هو خطأ في اتجاه المتجه الذاتي الأول ×. المعامل ‏ يعني أن AS‏ من Bb‏ 
إذا كان db=er‏ فإن Be = Š‏ )\( 

re] 


يتضخم الخطأ ذو الطول || ا5|| با معامل .1/3 الذي ه وأكبر قيمة ذاتية للمصفوفة "۸ 
. سيكون التضخيم أكثر كب رأعندما تكون ,۸ قريبة من الصفر فتكون المصفوفة القريبة 
من الشاذة هى الأكثر حساسية . 

هناك عائق واحد لقياس هذه الحساسية» وهو عائق خطير . لنفرض أننا ضربنا 
جميع عناصر 4 بالعدد ٠٠٠١‏ . فان ۸ تضرب بالف» Lat‏ ويمكن, عندئذ » أن 
تبدو المصفوفة pÍ‏ شذوذاً. إن مثل هذا التدريج الجديد للقياس غير قادر على جعل 


مصفوفة سيئة الشروط مصفوفة حسنة الشروط . صحيح أن ×ة قد صغر بمعدل ٠٠٠١‏ 
ولكن الحل 4705 - + سيكون كذلك . أما الخطأ النسبي || *ا| / || lx‏ فسيبقى كما 
كان قبل . العامل || ×|| الموجود فى المقام يسوي المسألة مقابل تغيير تافه في سلم القياس . 
بالوقت ذاته» توجد تسوية مقابلة من أجل 86 : مسألتناهي مقارنة التغير النسبي 
| 5||/ || 55 || بالخطا النسبي || ×ا|/ || öx‏ 

تظهر أسوأ حالة عندما يكون البسط || ×ة|| كبيراً يقع الاضطراب في اتجاه 
المنجه الذاتي ×-وعندما يكون المقام || ×|| صغيراً. سيكون JH‏ غير المضطرب × 
صغيراً بقدر الامكان مقارنة ب 5 غير المضطرب . وهذا يعني أن ا مسألة الأصلية- Ax‏ 
قد تكون في الوضع الأقصى الآخرء في اتجاه المتجه الذاتي الأخير × : 
(Y) =A b=‏ 


إن هذا التركيب بين »ع -+8 و ×= ط سيجعل الخطأ النسبي كبيراً. هذه هي 
الحالات القصوى فى المتراجحات التالية : 
[ST-V‏ مصفوفة معرفة إيجابياً» يحقق الحل 455+ والخطأ ôr = 4 8b‏ دائماً 


مايلى : 


إدا كان b =i,‏ فان 


(۳( | |> مكلا > زد افلا‎ 
|x ;- 4 |x| a 


i Jacl < Aa انها‎ 
ا‎ ١ Tol 











تدعى النسبة =A =A /7 ١‏ بالعدد الشرطي للمصفوفة 4 . 


maxX min 


Of.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


مثال ١-‏ القيمتان الذاتيتان للمصفوفة : 


هما بالتقريب 2 -,4 » 105/2 -4 . لذا يكون عددها الشرطى مقارباً للعدد 
4.10° دم وعلينا أن نتوقع تغييراً فاضحاً فى JH‏ ناتجاً عن تغيرات عادية جداً في 
المعطيات . لقد قارنا فى الفصل الأول. المعادلتين Ax =b‏ و Ax =b‏ : 
2 ح بر u+v=2 ; u+‏ 
u+ 1.0001 = 2: «+ 1.0001: = 2.0001.‏ 
لقد تغير الطرف الاين بالمقدار 107= || طة|| » فقط»› فتحول latl‏ 
من 2,«=0=» إلى 1=«=». هناك خطأ نسبى : 





>, 10° هدا ساو اا‎ lal le n i _ 2 
lol > ءا‎ = Ica, off 2 


بدون القيام بأي اختيار للاضطراب 9x)‏ 80 يصنعان زاوية قدرها Eo‏ مع 
الحالات الخاطئة» التى تعتبر من أجل العدد 2 الضائع . واقعة بين “2:10 و الامكان 
الأقصى '0-4.10)» فقد حصل تغيير ضخم فى الحل . 

لنلاحظ أن العدد الشرطي ءلم يتأثر مباشرة بضخامة المصفوفة ؛ إذا كانت = A‏ 
أو عي 0 ح- cA‏ فان العدد الشرطي هو 1- ۸/ ۸ - ». بالمقارنة » نحد أن 
المحددة مقياس رهيب لسوء الشروط ¢ وذلك gles GY‏ فقط. re yk‏ المقياس 
بل بالمرتبة ۸ أيضاً؛ إذا كانت 7/10 -#4فان محددة 8A‏ "3.10 الحقيقة» هذه 
المفضقوفة شاذة تقريا عولكتها Be‏ الشروط بقدر الامكان. 


حسابات بالمصفوفات 05١‏ 


مثال ۲ لننظر في مصفوفة الفرق المحدود ذات النوع n Xn‏ 


3 م 
-=l‏ 


إن أكبر قيمة ذاتية لهذه المصفوفة تقارب 4= A‏ وأصغر قيمة ذاتية لها تقارب = 
لذاء فإن عددها الشرطي يساوي تقريباً cc = 1 ۸٠‏ وفي هذه المرة» ستكون علاقة 
العدد » بكبر ۸ حقيقية . الافضل أن نقرب ou =f‏ بزيادة عدد المجاهيل » والامر 
الصعب» هناء هو حساب القيمة التقريبية . إنها لاتكتفي بازدياد الطول بل سيزداد 
تأثرها بالتدوير . عند بعض نقاط التصالب. تؤدي الزيادة فى on‏ فعلاً» إلى جواب 
زفقي : 

لحسن حظ المهندسين» يظهر هذا التصالب عندما تكون الدقة في اللاصل » إلى 
حد ماء جيدة . قد يقع حاسوب نموذجي» إذا كان يعمل في حالة دقة فريدة» في خطأ 
تدوير من رتبة 10 . إذا استخدم التقريب 100 = من المجاهيل. فان 5000= ce‏ 
وعندها يتضخم مثل هذا الخطأ برتبة لاتزيد على 10° »وهو مع ذلك» أكثر دقة من 
أي قياس معتاد . ولكن قد يقع اضطراب مع عشرة ألاف مجهول أو مع تقريب فروق 
محدود لمعادلة تفاضلية من مرتبة عالية مثل cd wde =f(x)‏ حيث يكبر» من أجل 
ذلك» الغدد الشرطى حتى الرتبة ۸ 

لم يستخدم تحليلناء حتى الآن» سوى المصفوفات المتناظرة ذوات القيم الذاتية 
الموجبة . يمكننا بسهولة حذف كونها موجبة أو استخدام القيم المطلقة ؛ يصبح عندئذ 
العدد الشرطي |۱۸ c=max IA l/min‏ . لكن أهمال فرضية التناظر» كما نريد أكيداً 
فعله» يؤدي إلى تغيرات رئيسية . من السهولة رؤية ذلك على المصفوفتين : 


, | 1 100 -1 _ | 1 -100 
Av! i d حك‎ “| | 


(0) 


osy‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كل قيمة ذاتية لهاتين المصفوفتين تساوي الواحد . لكن من المؤكد إن التغير النسبي في 
د محدود بالتغير النسبي في 5 ٠‏ أمر غير صحيح ؛ لايعطى العدد الشرطي بالعلاقة 
ZA =l‏ 7 . لنقارن الحلين : 


LY min 


100 | 





0 |. |100 5 
1 = lets x= 





مقابل تغير قدره /.١‏ في 0 حصل تغير يساوي مئة ضعف في × : معامل التضخيم هنا 
يساوي 100° . لما كان » يمثل الحد الأعلى للتضخيم» فان عليه أن يكون على الأقل . 
kolua‏ 0 . الصعوبة التي تكمن في هاتين المصفوفتين هى كون وجود عنصر 
ضخم غير قطري في 4 يؤدي إلى وجود عنصر Pe‏ في الضخامة في 47 الامر 
المخالف للتوقع الحدسي الذي يفرض أن على "۸ أن تزداد صغراً عندما تزداد 4 كبراً. 
لإيجاد تعريف خاص للعدد الشرطى » علينا أن نعيد النظر فى المعادلة (”) . 
sil‏ جرا جعل b= Ax gl pre x‏ كيرا (تظهر الحالة القصوى عند المنجه الذاتي 
er‏ عندما تكون النسبة Ax‏ مساوية فعلاً 3). الشيء الوحيد المختلف» عندما 
لايمكن أن تكون A‏ مصفوفة متناظرة» هو : قد توجد النهاية العظمى للنسبة 
| اا 7 .ها من أجل متجه + لايساوي متجهاً ذاتياً. تبقى هذه القيمة العظمى : 
مع ذلك» قياساً ممتازاً لحجم المصفوفة 4 ؛ يسمى هذا العدد نظيم المصفوفة ويمثل 
بالرمز || 4|| . 
لاب نظيم المصفوفة A‏ هو العدد المعرف كما يلى : 


(1) A || m max a | 


بقول آخرء || 4|| يحدد «قوة تضخيم» المصفوفة : 
lali > llall l‏ لكل متجه (y) x‏ 
تتحقق المساواة من أجل قيمة غير صفرية واحدة + على الأقل . 





حسابات of ob yall‏ 
سيكون للمصفوفتين 4و 45 الواردتين فى المعادلة )0( نظيمان واقعان بين ٠٠١‏ و 
١١‏ . بعد قليل» ستحسب ذلك بالضبط . لكن نريدء آولاء أن نتنهى من الترابط 
بين النظيم والعدد الشرطي . لماكان عم = مو ASD‏ -+ة فإننا LE‏ مباشرة من التعريف 
(V)‏ أن : 

(A) lall > lA“ || all و‎ loll > llall ادا‎ 

إن ذلك تعويض للعلاقة )3( » عندما تكون 4 غير متناظرة؛ فى حالة التناظر يكون 
العدد || [A‏ مطايقاً ۸و ]| 4|| مطابقال 1/۸ . التعويض الصحيح للنسبة 


. الذي هو العدد الشرطي‎ - fA || . |4 هوأ"‎ ALY 


۷> العدد الشرطى للمصفو فة lal la" gra‏ = ء ویحقی الخطأ النسبى i‏ 


lal _ انها‎ 
(4 Ee - 
| 1 


إذا احدثنا اضطراباً في المصفوقة 4 عوضاً عن اضطراب الطرف الاين 6 » فسيكون 
lox] < llall‏ )+\( 


lx+ al lall 











المتراجحة )9( صحيحة لكل ( ولكل 85 وهى» CLE‏ جداء المتراجحتين الواردتين في 
(8) . يلاحظ أن العدد الشرطى نفسه يظهر فى (10) » عندما تكون المصفوفة ذاتها 
مضطربة : إذا كان ع جم و (A +6A ) (x+ 5x) =b‏ فانه ay‏ بالطرح : 


Ox = - 4 (QA) + 0x) و‎ A% + @A4(« + ax) - ) 


الضرب ب 84 يضخم أي متجه با لايزيد على النظيم || 4ة||ء لذاء فإن الضرب 
بالصفوفة "4 يضخم ها لايزيد على Wat‏ وهكذا . 


lall > JA“ llaall llx + axl 





lèl cg aal =e Hal 
lx+ axl lal 





تعنى هاتان المتراجحتان أن لطا التدوير مصدرين : الأول هو حساسية ا معتادة 
للمسألة التي تقاس بالعدد » . والثاني هو الخطأ الواقعى «5 أو 54 . لقد كان ذلك 
أساس تحليل الأخطاء لويلكينسن Wilkinson‏ . لما كانت طريقة الحذف تنتج 
ciale »‏ عاملين تقريبيين هما او ' 1 ٠‏ فانها تحل المسألة باستخدام مصفوفة خاطئة 
OAL = '‏ + 4 عوضاً عن المصفوفة الصحيحة 50 -4 . لقد برهن أن المحورة 
اخزئية كافية لكي تبقي SA‏ تحت المراقبة ‏ انظر كتابه Rouinding Errors In Algebraic)‏ 
(Processes‏ لذاء فإن العدد الشرطي © يتحمل خطأ التدوي ركاملاً . 


قانون للنظيم 

يقيس نظيم 4 أكبر تضخيم يصيب متجهاً (متجهاً ذاتياً أو غير ذاتي) بوساطة 
ضرب مصفوفي : ( | ×ا| ⁄ | max (Ax‏ = || 4|] . نظيم مصفوفة الوحدة يساوى 
الواحد . لحساب «معامل التضخيم» هذاء بصورة عامة؛ نربع الطرفين : 





)5( : lax]? crore 
A | ~ = max ———— = max کا‎ Bh 
lx? xix 


يعيد ذلك إلى الذاكرة تناظر 454 ونسبة رايلى المتعلقة بها . 


لاد نظيم 2 هوالجذر التربيعى لأكبر قيمةذاتيةللمصمفوفة ATA‏ 
(ATA)‏ ۸= ?| |. عتدماتكون ۸متناظرة فان 47 = 44 ویگون عند 


النظيم أكبر قيمة ذاتية (بالقيمة المطلقة) : | «A || = max | i‏ في كل حالة» يكون 
المتجه الأكثر تضخماً هو المتجه الذاتى للمصفوفة 44 المقابل لذلك : 


A TA A X xA max- X ) _ 


T T, 
A Xt + X 


ملاحظة ١‏ ليس من المعتاد حساب النظيم والعدد الشرطي لمصفوفة cA‏ فى المسائل 
(A'A)‏ 2. 


max 


À Aian د‎ - lal. 


ملاحظة Y‏ يطبق العدد الشرطى على المعادلة النظامية 4 = ×4 4 فى مسألة المربعات 
الأصغرية . العدد الشرطي yac (AA)‏ مربع e (A)‏ قد يغير تكوين ۸۸4 مسألة 
سليمة إلى أخرى معيبة » وسيكون من الضروري استخدام إما طريقة el e‏ شميدت 
أو التحليل وفق القيمة الشاذة EQ"‏ 0 -4 . 

ملاحظة ۳ .+ عناصر المصفوفة القطرية 2( هي القيم الشاذة للمصموفة A‏ وستكون 
ae‏ انا evel =e, —_ hgh‏ 
> لذا فان أكبر رید کیو م 








Qx |‏ 12 
ملاحظة ٤‏ سودت ووس Ax=b‏ فقط بل يؤثر أيضاً فى المعادلة = Ax‏ 
Ax‏ إن ذلك يثير Vig‏ جديداً : ماهو «العدد الشرطى لمسألة القيم الذاتية» ؟ الجواب 
الذي يتبادر للذهن خاطىء؛ ليس هو العدد الشرطي للمصفوفة نفسهاء بل هو 
العدد الشرطي للمصفوفة ا مقطرة 5 الذي يقيس حساسية القيم الذاتية . إذا كانت p‏ 

قيمة ذاتية للمصفوفة £ + ۸ فإن بعدها عن إحدى القيم الذاتية للمصفوفة 4 هو : 


(¥) ما‎ -Al > Isl] عا‎ Æl] - e8) ااا‎ 


o٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


في الحالة التي تكون فيها 5 مصفوفة قائمة 60 تكون مسألة القيم الذاتية حسنة 
الشروط ee (Q)! : LE‏ وإن الفرق -A‏ بين القيمتين الذاتيتين لن يكون أكبر من 
التغير GE‏ المصفوفة A‏ يحدث ذلك عندما تكون المتجهات الذاتية نظامية متعامدة_ 
إنها أعمدة 5. لذلك تكون أفضل الحالات عندما تكون 4 متناظرة أو بصورة أعم 
عندما يكون 4 4 = AA‏ . أي عندما تكون المصفوفة A‏ نظامية » ومقطرتها S‏ مصفوفة 
قائمة 0(البند 1-9( وقيمها الذاتية حسنة الشروط ULE‏ كنك p OI‏ 3995 5 في 
قانون الاضطراب بصورة منفصلة؛ في كل قيمة ذاتية : إذا كان × العمود ذا الرقم » 
في 5و السطر ذا الرقم »في '5 فان : 
حد من مرتبة “|| || + =y Ex‏ ۸- س )1۲( 
عملياء فان y bx‏ تعدير وافعى جيد لتغير القيمة الذاتية . هدف اي طريقة 
جيدة هو أن تبقى مصفوفة الخطأ E‏ أصغر ما يمكن ‏ عادة يحصل دلك بالإصرار. 
كما تفعل OR‏ في البند التالي على المصفوفات القائمة في كل من خطوات التكرار . 


١-۲-۷‏ إذاكانت 4 مصفوفة قائمة Q‏ برهن أن 1 = JO‏ وكذلك 1-(0)ء 
. المصفوفات القائمة (وكذلك مضاعفاتها (ag‏ هي وحدها المصفوفات 
الحسنة الشروط بصورة كاملة . 

۲-۷ ماهوالمتراججةالشهيرةالتيتعطي 
| | + || عها| < || SICA + 8 ( x‏ ولماذاينتجعن 6 أن : 
|All + [|‏ > ]|4+81م|؟ 


)6 واستنتج من‎ JABx || > A] ||B || فسرلماذا||*||‎ ۳-۲-۷ 


\++¥-Y 


أن || 8|| .|| AB || > JA‏ برهن أن ذلك يؤدي» Lal‏ إلى 
.c(AB) > c(A).c(B)‏ 

احسب من أجل المصفوفة l‏ إيجابياً | ا | =4 كلا من 
17a,‏ د laj‏ - || 4||و 2/< -(4)ء . أوجد طرفاًأيمن م 
oe Ll,‏ ي کو9 ا Lb‏ ,| هاف كن 
[fax l/l | =cllsb | fo‏ 

برهن أنه إذا كانت ۸ أيقيمة ذاتية للمصفوفة 4 وكان OP 4× = Ax‏ 
a<‏ 

أوجد النظيم الحقيقي للمصفوفتين الواردتين في (5) . 

برهن » انطلاقاً من التمرين )0-1-0( أن JA || =||A7]]‏ وذلك 
المقارنة بين القيم الذاتية للمصفوفتين 7ه و ATs‏ أن JA || = AT]‏ 
لكل مصفوفة 4 معرفة إيجابياً» يكون تفريق شولسكي هو = A=LDL‏ 
CRR‏ 2 هله -8. برهن» متطلقاً مباشرة من COV)‏ أن العدد 
الشرطى للمصفوفة ۸ هو الجذر التربيعي للعدد الشرطي . ينتج عن ذلك 
أن طريقة غاوس لاتحتاج إلى مبادلة بين الأسطر في حالة مصفوفة معرفة 
إيجابياً؛ إن هذا الشرط غير سىء لأن (8) (R Je‏ + -(4)ء . 

برهن أن (وحتى 21 max!‏ لست Lads‏ مرضياً: وذلك بايجاد مغال 
معاکس من النوع 22 من أجل 8) 2+(4) A a ATB) SA‏ 
( ومن أجل A AB) SA (ADA (B)‏ 

فيضن of‏ || غا تحر سن الطول الاقليوى 50122 هة 67 إلى 
«النظيم الاعظمي» أو «النظيم 8 : | Juss). Ib 5 = max | x‏ 
ذلكء 2 = ||(2,1-,1)|]). احسب نظيم المصفوفة المقابل : 
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max | Ax] a. 
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EE 


\\-Y-V‏ برهن أن القيم الذاتية ل | ' 0 B = za‏ هما 6 ±» القيمتان الشاذتان 


8 إرشاد جرب‎ E 
هل ل 4و 4 العدد الشرطى ع نفسه ؟‎ )( ۱۲-۲-۷ 
برهن أن الحد الأدنى‎ «Uas (9) بصورة موازية للحد الأعلى‎ (WU) 


: هو‎ 
(; Ax 2 عوضاًعن‎ 48 =y ا ر في‎ (ex || = LE | 
ikl o e اما‎ 


لاتوجد طريقة مفضلة لحساب القيم الذاتية لمصفوفة. لكن »توجد »حتماً 
i‏ بعض الطرائق الرهيبة التي لم تجرب أبداً. كما توجد بعض الأفكار التي لاتزال 
تسق مكاتتها EEE‏ بوصف واحدة منها تكميز بر Lg‏ تقريبية ssn Lise‏ 
٠ foal‏ إنها طريقة القوى التي OL SLE‏ خواص تقاربها سهلة الفهم . سنتحرك بهدوء 
نحو طريقة متطورة جداً تنطلق من جعل مصفوفة تناظرية ثلاثية الأقطار » وتنتهي بان 
Jat‏ منها مصفوفة قطرية . لقد قدمت مرحلتها الأخيرة من قبل غرام-شميدت» وقد 
عرفت بالرمز 0# . 

تعمل طريقة القوى العادية استناداً إلى مبدأ معادلة الفروق . تنطلق من تخمين 
أولي u,‏ ثم» تک ون على التوالى 4= ,لاو ,“ل -ر؛ وبصورة عامة» »4= 


a H 
k+ 


حسابات بالمصفوفات 04 


وصع f a k A E "e s i e tou jent‏ 
تكون كل خطوة من ضرب مصفوفة بمتجه . و بعل k‏ خطوة ؛ ينتج ا و رغم ان 
المصفوفة “4 لن تظهر أبداً . فى الحقيقة فإن الأمر الاساسى فى ذلك هو أن يكون الضرب 
بالمصفوفة 4 سهلاً_إذا كانت هذه المصفوفة كبيرة فانه من المفضل نثرها (جعل كثير من 
عناصر ها أصفاراً)_إذ أنه كثيراً مايكون التقارب نحو المتجهات الذاتية بطيئاً جداً . إذا 
فر ضنا أن للمصفوفة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية a X‏ × » فان المتجه u,‏ 

يعطى بالقانون المعتاد لمعادلة TEC‏ : 


k k 
Wy, > © Ax Fes F bn E 


لنتصور أن القيم الذاتية قد رقمت وفق قيمها المطلقة المتزايدة ولنفرض أن القيمة 
الذاتية العظمى وحيدة وهذا يعنى أنه لاتوجد قيمة عظمى من القدر ذاته وأن غير 
مكررة» ١۸١ SIAL > .....> ۱۸ | gl‏ . لذامادام التخمين الاصلى يحوي إحدى 


مركبات المتجه الذاتي sl ox‏ أن #0 cc‏ فان هذه المركبة ستصبح بالتدريح مهيمنة : 








i k i k 

(\) Hk A, | : An 59 5 
Ev =C| s X] Fere t Cyt = X م‎ | CaF 
A A, n 





يتقرب المنجه » بدقة أكثر فأكثر نحو اتجاه × ويكون معامل التقارب هو 
النسبة | SIA IZ ١۸‏ + . إن ذلك مشابه LE‏ للتقارب نحو الوضعية الثابتة التى 
درسناها من أجل عمليات ماركوف» باستثناء كون القيمة الذاتية العظمى ١‏ لايمكنها. 
هناء أن تساوي الواحد. في الحقيقة» نحن لانعرف معامل القياس 26 في (1) ! 
لكن» لابد من إدخال معامل قياس في هذه المعادلة ؛ من ناحية أخرى يكن ل olu‏ 
يصبح كبيراً جداً أو صغيراً جداً وفق الحالتين 1 < | ٠۸‏ آو IA | > ١‏ . يمكننا عادة أن 
نقسم مباشرة كل »على مركبته الأولى » قبل أن نقوم با خطوة التالية ؛ بتغيير القياس 
البسيط هذاء تصبح طريقة القوى من الصورة » / ٠», SAU‏ وتتقارب نحو مضاعف 


,00 4 الخطي و: Gla;‏ 


مثال (من كاليفورنيا) حيث » متقارب من المتجه الذاتي | 7؟؟- | : 
لقدكانت مصفوفة انتقال السكان | 4: | -4 ؛ 


ug = 


| .747 
253 | 


fo] . _| 83 _| 871 
sap IME "| ef 
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التحديد الأكثر أهمية واضح في هذا المثال : إذا كان r‏ قريباً من الواحد فان 
التقارب سيكون بطيئاً . فى كثير من التطبيقات. er > 9 Ow‏ وهذا يعني أننا نحتاج 
إلى أكثر من ۲١‏ من التكرارات لتخفيض (AVA)‏ بمعامل يساوي عشرة . (فى JAI‏ 
كان 7. = ad yr‏ كان بطيئا جدا) . Leb‏ » إذا كان 1= فذلك يعني أن dA ala‏ 
ولايمكن عندئذ للتقارب أن يقع أبداً. هناك العديد من الطرائق للوصول إلى جوار 
هذا التحديد» وسنقدم ثلاثاً منها : 

)١(‏ طريقة قوى الكتل تعمل على عدد من المتجهات في آن واحد» بدلاً من 
متجه واحد u,‏ إذا انطلقنا ب ممن المتجهات المتعامدة النظامية وضربنا AS‏ منها 
بالمصفو فة A‏ نم 3 Lib‏ طريقة غرام - شميدت llad‏ من حجديد» متعامدة _ هذه 
خطوة واحدة من الطريقة_فستكون النتيجة تصغير نسبة التقارب إلى r‏ 
IIA!‏ اك علاوةعل o bar AMS,‏ وقكت معا عل تق بات لله 
thal A‏ علاوة على ذ > ستحصل e‏ في وفت معاء على تقريبات للقيم 
الذاتية ال م المختلفة ولمتجهاتها الذاتية . 

(۲) طريقة القوى العكسية تعمل على ' 4 عوضاً عن 4. خطوة واحدة من 

el it و‎ ET we ا‎ -1 W oa 
«4(ونحافظ‎ =v علينا أن نحل نظاما خطيا‎ ol تعني‎ « =A 7 معادلة الفروق‎ 
. على العاملين .1و 17 !). النظرية هنا تضمن تقارباً نحو القيمة الذاتية الصغرى‎ 


A ؛ إنها تقرب‎ Lala, يتقارب عوامل التدرج‎ )١( 


حسابات بالمصفوفات أوه 


شرط أن يكون معامل التقارب | ,۱/۱۸ .12- “,أصغر من الواحد . كثيراً ما تكون في 
التطبيقات» القيمة الذاتية الصغرى هي المطلوبة» لذاء يكون التكرار المعكوس هو 
الاختيار البدهي . 

A- Of طريقة القوى العكسية المحورة هي أفضل من كل ذلك . لنفرض أن‎ CY) 
كما أن‎ aldo قد استبدلت ب 4. لذا فان جميع القيم الذاتية ۸ قد تحو لت بالمقدار‎ 
a إذا اختير‎ er ح١‎ Aall A al معامل التقارب للطريقة العكسية قد حول إلى‎ 
بحيث یکون تقریبا جيداً ل ۸ فان ““+ سيكون صغيراً جداً ويتسارع التقارب بصورة‎ 
وستكون معادلة‎ (A-07)w =w هائلة . كل مرحلة من هذه الطريقة تحل النظام‎ 
: الفروق هذه محققة ب‎ 
فان الأول من هذه المقامات سيكون قريباً من الصفرء‎ A إذا اشترطنا » قريبة من‎ 
لذاء فإن خطوة أو خطوتين تكفيان لجعل الحد الأول مهيمناً . بصورة خاصة» إذا حسينا‎ 
ستكون هذه القيمة المحسوبة . الطريقة‎ © . ND مسبقاً بطريقة أخرى (مثل‎ ۸ 
بالتعويض التراجعى‎ Ux =). ae pen, LU إلى‎ 4-1 Sle القياسية هي‎ 

إذا لم تكن ۸ قد قربت Lins‏ بطريقة يقة مستقلة e‏ فان الطريقة المحورة سو جد 
اختيارها الخاص ل »-أو » با أنه يمكننا تحويل التحوير فى كل خطوة إذا أردنا ذلك» 
فانه يجب اختيار » الداخلة في w =w,‏ 1 » - 4). إن أبسط إمكان هو العمل مع 
عامل القياس الذي يعيد كل إلى حجم معقول» لكن» هناك طرق أخرى 
أفضل من هذه . فى حالة التناظر 4= cA‏ يبدو أن أدق اختيار هو نسبة رايلي : 


)1( يظهر أن ذلك سىء الشروط جداًء OY‏ 01 - 4 قريبة جداً من أن تكون شاذة وبامكاننا اعتبارها 
كذلك . لحسن الحظ الخطأ قريب جداً من اتجاه المتجه الذاتى . يما أن كل مضاعف لمتجه ذاتى هو 
Lal‏ متجه ذاتى t‏ فان علينا أن نجرب OLA‏ فى هذا الاتجاه فقط 
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1 
5 WAW 
a, =R(w,) =— : 
Wy WE 


لقد عرفنا سابقاً أن لهذه النسبة نهاية صغرى عند المتجه الذاتي الصحيح ‏ مشتقة R‏ 
تساوي الصفر وبيانها يشبه أسفل قطع مكافىء . لذافان الخطأ » -» في القيمة 
الذاتية» يساوي تقريباً مربع الخطأ فى المتجه الذاتى . لقد تغير عامل التقارب 
‘fl TA E | : tee k 5‏ , = عب هد | 468 Hii Be‏ 5 
ES HA a l‏ ”فى كل خطو ايڪ يال ا ي لامر 
النتيجة الاخيرة. نسبة رايلى هذه المحورة . هى تقارب تكعيبى د © نحو h‏ 


الثلاثية الأقطار وأشكال هيسنبرغ Hessenberg‏ 

تعد طريقة القوى معقولة في حالة مصفوفة ضخمة ومتنائرة . عندما يكون معظم 
عناصرها غير صفرية » يكون اختيار هذه الطريقة أمراً خاطتاً مع ذلك» نتساءل ما إذا 
كانت توجد طريقة سهلة لإيجاد أصفار ضمن هذه العناصر . إن ذلك هو هدف البند 
التالى . 

يمكننا القول» منذ البداية : بعد حساب مصفوفة مشابهة U'AU‏ تحوى أصفاراً 
أكثر من ۰4 فإننا لن نعود إلى طريقة القوى . هناك كثير من الطرائق المتنوعة والمتطورة: 
وإن أفضلها طريقة 0# . (سيكون لطريقة القوى العكسية المحورة مكانها في النهاية 
عندما نريد إيجاد المتجهات الذاتية . ) في كل الاحوال. ستكون أول خطوة هي إيجاد 
أكبر عدد تمكن من الاصفار وأن يجرى ذلك بالسرعة الممكنة . إن القيد الوحيد للسرعة 
هو استخدامنا التحويل الواحدي (أو القائم) الذي يحافظ على التناظر والطول . إذا 


( التقارب الخطى يع يعني أن في كل خطوة يضرب الخطأ بعامل ثابت 1 > ” . التقارب التربيعي 

Ja pA a ا ساك م‎ D/F x ) abt شای‎ ge كل‎ Pw بعش آذ الطاب‎ 

حل fœ)=0‏ التقارب التكعيبي يعني أن a‏ يتكعب فی كل خطر: thaws‏ مق gh ۷١‏ 
آل 


حسابات بالمصفوفات ooy‏ 


كانت 4 متناظرة فان UAU‏ كذلك ولن يصبح بعض العناصر كبيراً بصورة خطرة . 

LSet إمكانان رئيسيان‎ «MI من 4 إلى 0ة 8ه يرجت على‎ DLW 
أو يمكننا أن‎ e بكل منهما أن نوجد صفراً واحداً فى كل خطوة (مثل طريقة الحذف)‎ 
نعمل بعمود كامل دفعة واحدة. من أجل صفر واحد يكفي أن نستخدم دوراناً مستوياً‎ 
في الكتلة ذات النوع 22. لذا‎ sin 6 يقع 8 :مم و‎ talal (Y) هو موضح بالمعادلة‎ LS 
يمكنناء بالتنقل خلال جميع العناصر الواقعة تحت القطرء أن نختار في كل خطوة‎ 
طريقة جاكوبي. لسوء الحظ.‎ Ida دوراناً مناسباً بحيث نحصل على صفر ؛ هذا هو‎ 
سيتضاء ل إمكان تقطير 4 بعد عدد من الدورانات وذلك لأن الأصفار التى أنجز إيجادها‎ 
. في الخطوات الأول يمكن أن يقضى عليها عند إيجاد أصفار أخرى فيما بعد‎ 

للمحافظة على هذه الاصفار والتوقف عند ظهورهاء علينا أن ننهى؛ على 
الاقلء شكلاً مثلثياً واحداً؛ نقبل قطراً واحداً غير صفري تحت القطر الرئيسي . هذا 
مايسمى شكل هيسنبرغ Hessenberg‏ . إذا كانت المصفوفة ca blae‏ فان على الحزء 
المثلثي العلوي أن يكون نسخة مطابقة للجزء المثلثي السفلي وستكون المصفوفة ثلاثية 
الأقطار . 

للحصول على كل من هذين الشكلين نستخدم سلسلة من الدورانات في 
المستوي الملائم . إنها قعالة Nie»‏ . ولكن هاوسهولدر Re‏ قل أوسا ا 
جديدة للقيام بهذا الأمر بصورة كاملة . تعطى فكرثه #المنطوة التحضيرية» لطريقة'' oR‏ 

. تحخويل هاوسهولدر أو العاكس الأولي» هو مصفوفة من الصورة : 


H=1- 


1 
g e 
lall? 


)\( قد ترغب تحاشى هذا التحضير والذهاب مباشرة إلى طريقة 07 . هذا التحضير هو حاجتك 


فى الغالب› ينظم المتجه « ليصبح متجه وحدة | u = v/||v‏ وعندئذ» Jak‏ 

المصفوفة H‏ الصورة 2 -1. فى هاتين الحالتين تكون H‏ متناظرة و قائمة معاً : 
H'H=U- luu ya - Puu”) =] - 4uu' + duu uu’ =1.‏ 

وهكذايكون ”8 = '# -8. فى الحالة المركبة» تكون المصفوفة المقابلة I- 2uu”‏ 
بالوقت ذاته» هرميتية وواحدية . إن مخطط هاوسهولدر هو إيجاد أصفار بوساطة 
هذه المصفوفات» ويتعلق نجاح هذا المخطط بالمتطابقة التالية : 
۷ه إذا فرضنا ‏ المتجه العمود '1.0.....0) و || ×| = »هو e v=x+0oz‏ فإن 
.Hx=- 6z =(-0 ,0 .....0(‏ 


اليرهان : 





(Y) all ee 
للا ىرت يور‎ 1 — er 2(x حك‎ 1 
ا‎ (x + Oz) (x + O7) 
=x - (x + Oz) فى د بر أبن‎ OY) 
= - OZ. 


يمكن استخدام هذه المتطابقة مباشرة . ننطلق من العمود الأول من 4 ونتذكر أن الشكل 
النهائي U AU‏ هو مصفوفة ثلاثية الأقطار في حالة التناظر (أو شكل هيستبرغ بصورة 
عامة). لذاء فإن 1 -م» häi‏ من العناصر الواقعة حت القطر ستستخدم 5 


(F) a21 1 -0 
i= “al i a 0 Hy = 0 
adn] 0 0 


حتى هذه النقطة . id ganal‏ هاوسهولدر مرتبة تساوى | - ۸ فقطء لذاء فإنها وافعة فى 


القرنة اليمنى والدنيا من المصفوفة ذات الحجم الكامل ا : 


O60 





a FE ¥ 8 10000 
ظ‎ (GF * * # () 
UAU =| و | * + * م‎ U,=|0 H زلا ع‎ 
EEEE. ١ 0 
QO * * * + () 


بسبب كون العدد )1( واقعاً في الزاوية اليسرى والعليا للمصفوفة U,‏ » فإنها تترك 
العنصر , »كما هو_والأهم من ذلك» أنها لاتمس الأصفار التى تظهر فى (۳). بذلك 
تكون الخطوة الأولى قد تمت وحصلت U AU‏ على العمود الأول المطلوب . 

المرحلة الثانية مشابهة : ×يتكون من العناصر ال 2-2 الأخيرة من العمود 
الثاني » gaz‏ المتجه الأحداثي الواحدي و ٣1,‏ من المرتبة ۸-2 . عندما توضع هذه 
المصفوفة في U,‏ فانه ينتج : 





1[ 0 0 O Û Ix kkk 
010 0 0 eR eK ¥ 
U,=|00 Hz, |=U3', U2'(U;'AU,)U, =| 0 * * * * 
00 0 QO * ¥ * 
00 QO * * ® 


Ape‏ تهتم المصفوفة U,‏ بالعمود الثالث› ومن أجل مصفوفة من النوع 5 65 ينتهى 
هنا شكل هيستبرغ . بصورة dole‏ تكون U‏ جداء المصفوفات , UU U‏ ويكون عدد 
العمليات الضرورى لحسابها من مرتبة ۸ . 

مثال : 














بوضع 8# في U‏ تكون النتيجة مصفوفة ثلاثية الأقطار : 
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U AU‏ مصفوفة مستعدة لاظهار قيمها الذاتية ‏ طريقة OR‏ مهيئة للابتداء ‏ ولكننا 
سننحرف عن الموضوع لفترة لنقدم تطبيقين آخرين لتحويل هاوسهولدر . 

)1( التحليل 0۸ A=‏ . لقد كان ذلك اختزالاً لطريقة غرام ‏ شميدت الواردة 
فى الفضل الثالث .. كن الآن Las‏ ذلك ببساطة أكثر وثبات أكبر . لنذكر أن SSSR‏ 
مثلثية عليا ‏ لم يعد بامكاننا قبول عنصر إضافي غير صفري واقع تحت القطرالرئيسي 
لآنه لن يكون هناك ضرب من اليمين بمصفوفات من الشكل ‏ أومن الشكل 8 (كما 
في (UA‏ الامر الذي كان يؤدي إلى حذف الأصفار التى أوجدت QU LL.‏ 
فإن المرحلة الأولى فى تكوين © هو العمل مع العمود الأول من 4 كاملا : 








5 | ك 
١ lvl?‏ 
dn]‏ 


العمود الأول من H A‏ مطابق ULE‏ هو مرغوب ويساوي læ || z‏ ؛ عناصره الواقعة 
تحت القطر الرئيسي أصفارء وهو العمود الأول في ۸. المرحلة الثانية تتعامل مع العمود 
الثاني من HA‏ اعتباراً من المحور ونحو الأدنى» فينتج ۸,1۸ التى تحوي أصفاراً 
تحت المحور . (الطريقة كاملة تشبه» LOL‏ طريقة الحذف وهي بالفعل بديل بطيء 
وهزيل لها. ) تعطى نتيجة 1 -: من الخطوات من جديد» مصفوفة مثلثية R Lle‏ 
ولكن المصفوفة التي تمثل هذه المراحل ليست مثلثية دنيا bok‏ هي» الجداء- 0 
HHH |‏ الذي يمكن تخزينه بهذه الصورة التحليلية والتى لم تحسب أبداً بصورة 
صريحة . وهذا ماينهي طريقة غرام ‏ شميدت . 

)1( التحليل وفق القيمة الشاذة < -,40 OF‏ . سيبين الملحق كيف يعطى هذا 


التحليل الحل الأمثل × لأى مسألة مربعات أصغرية  .‏ مصفوفة قطرية من شكل A‏ 
نفسه » عناصرها (القيم الشاذة) هي الجذور التربيعية للقيم الذاتية للمصفوفة AA‏ . لم 
كانت تحويلات هاوسهولدر قادرة» فقط . على التحضير DLL‏ القيم الذاتية» دون أن 
تحلهاء فانه SY‏ أن نتوقع منها إيجاد المصفوفة النهائية < . عوضاً عن ذلك» فانها 
تنتج مصفوفة بقطرين جميع عناصرها أصفار » عدا عناصر القطر الرئيسي والذي فوقه . 
Leb‏ هذه المقدمة للعملية مستقرة حسابياً OV‏ المصفوفة /#قائمة . 

الخطوة الأولى مطابقة لما هي في 0# الواردة أعلاه : :هو العمود الأول في A‏ 
ومركبات × # الواقعة تحت المحور أصفار . الخطوة التالية هى الضرب من اليمين 
بالمصفوفة SH‏ ستنتج أصفاراً» كما ذكرناء على طول السطر الأول : 


FE 


+H, AH” =| 0 * * » | 


ni 1 a“ 
oe me ii 





A + HA = 











I EFT) 


وهكذاء فإن اثنين من تحويلات هاوسهولدر تنهيان الموضوع : 


+ 


0 
H,H, AH’ H = 4 


$ 
3 
0) 


# © جح 


0 
0 











4 ا‎ EEF 
د عله‎ 
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وهذه هي المصفوفة ثنائية القطر التي نريدها وهي توضح» من جديد» الطريق السريع 
الذي يمكن به تكوين أصفار بتحويلات هاوسهولدر . 
OR iù‏ 
هذه الطريقة سهلة بصورة سحرية» فهي تنطلق من المصفوفة ,4 محللة 
بطريقة غرام-شميدت إلى الشكل OR,‏ ومن ثم تعكس وضع العاملين: / 
2-. هذهالمصفوفةالجديدة مشابهةللمصفوفةالأصلية. 
e Q0 Ao Qo = Qo! (QoRo) Qo =A,‏ وتتابع الطريقة دون أي تغيير بالقيم الذاتية : 


OOA‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


وكلع0 ديك ومن ثم ,#20 - Ager‏ )0( 


تصف هذه المعادلة طريقة OR‏ غير المحورة التى هى طريقة متقاربة فى الحالات العامة 
AAS MLI‏ : 4 تتقارب من شكل مثلثي › لذلك» فان عناصرها القطرية تتقارب من 

(1) 0 ee 
, A البذء‎ ib paal القيم الذاتية‎ Lal الى ھی ع‎ asl قيمها‎ 

يبدو أن هذه الطريقة جيدة ولكنها ليست جيدة جداً . لجعلها متميزة تحتاج إلى 
عمليتى تهذيب : CÌ)‏ علينا أن نأخذ بعين الاعتبار تغيرات نقطة الاصل ؛ (ب) علينا أن 
نضمن أن التحليل OR‏ سريع . حقاً »في كل مرحلة . 

)5( قريباً من قيمة ذاتية فان الخطوة‎ æ الطريقة المحورة . إذا كان العدد‎ (Í) 
: ستتحور مباشرة إلى‎ 

(1) Ags, =Ry Qk + Oy! ومن نم‎ Ay - &1=QO,R, 

يبررذلك كون ,, 4 مشابهة ل 4 : 


O;'Ay Oy =O; OLR, + Gy DOy SA 


الامر الذي يقع عمليا هو أن العنصر (kk)‏ من 4-الواقع في الزاوية الدنيا واليمنى - 
سيكون أول عنصر يتقرب نحو قيمة ذاتية . لذاء فإن هذا المدخل هو أبسط وأكثر 
Col hoe Vi‏ ها apii‏ 0 يكون عادة تأثير ذلك انتاج تقارب تربيعي: 3 
الحالة التناظرية» سيكون تقارباً تكعيبياً نحو أصغر القيم الذاتية . قد تبدو المصفوفة A‏ 
بعد ثلاث أو أربع خطوات للطريقة المحورة مشابهة للمصفوفة : 


)1( تعني المصفوفة التي ابتدأت بها المصفوفة OR‏ إذا كان هناك عدة طرق للحصول» عن طريق 
مصفوفات هاوسهولدر» على شكل To‏ الأقطار. فان A‏ مر تبطة بالمصفوفةالاصلية 
بالعلاقة U AU=A‏ . 


ko k k | x 
ko x | $ 
E « | حت‎ Ay -— 0 * 5 ظ‎ * 
0 0 e LA 





نقبل القيمة المحسوبة “2 كتقريب جيد للقيمة الحقيقية ۸ . لايجاد القيمة الذاتية AJJ‏ 
تتابع الطريقة 8 بالمصفوفة الصغرى ( 3 × 3 في التوضيح السابق) الواقعة في القرنة 
العليا اليسارية . لقد اختزلت عناصر قطرها الجزئى قليلا بتأثير الخطوة الأولى من «OR‏ 
وإن خطوتين آخريين كافيتان لايجاد ب2 . إن ذلك يعطي طريقة نظامية لايجاد جميع 
القيم الذاتية . في الواقع » أصبحت الآن طريقة OR‏ معروفة تماماً . بقى علينا فقط أن 
نتوصل إلى المتجهات الذاتية_إن ذلك خطوة قوة عكسية فريدة_والاستفادة من الاصفار 
ا أوجدتها طريقة هاوسهولدر. 
CO)‏ الهدف من تحويلات هاوسهولدر التحضيرية التي تضع ,4 بصورة ثلاثية 
الاقطار أو بشكل هيسنبرغ » هي جعل كل خطوة من خطوات OR‏ سريعة حقاً. تحتاج» 
طريقة غرام ‏ شميدت »عادة» (التى هي طريقة 0۸) إلى O(n)‏ عملية . ولكن ذلك 
يصبح e‏ من أجل مصفوفة هيسنبرغ » ( 0)۸ ومن أجل مصفوفة ثلاثية الاقطار » O(n)‏ 
فقظ + بدؤن هذه التحسيئات: ستكون هذه الطريقة بطيكة بضورة لاتطاق» وإذا لب 
تكن كل مصفوفة جديدة الك مصعوفة هيسنب رع أو ذات أقطار ثلاثة» فان التحسينات 
ستطبق فقط فى الخطوة الأولى وستكون غير مفيدة . 
لحسن الحظء هذا الامر لايقع . لتوضيح أن ل ,4 شكل ,4 نفسهء انظر إلى : 
* + ع ee [a‏ 
١‏ امسا اا 


(jj * FF 0 4: 


Qo =AgRo' = 0 
0 0 * * OO 0 3 





يمكنك أن تتأكد بسهولة أن الضرب يبقى فى © الاصفار الثلاثة التى كانت في 
WIA‏ ؛ تظهر 0 بشكل مصفوفه هيستبر ع و لاتكوك 4 بعكس OF,‏ العافلين : 


o1.‏ الجير الخطي وتطبيقاته 


EO Æ 
|0 * # 
00 * 


kky 
GE 
bo = 
00 0 


A, =KyQo = 


* +t + = 
rt w+ * 
+ © ¥ + 


A تظهر هنا الاصفار الثلاثة نفسها من جديد فى حاصل الضرب ؛ تكون‎ GUUS s 
A , مصفوفة هيسنبرغ عندما تكون ,4 كذلك . الحالة التناظرية أفضلء لأن-‎ 
: متناظرة‎ sts Qo 4,0, 


A H = OLA 0 yt = OA وين‎ =A). 


بهذه المحاكمة التي انهيناهاء يظهر أن A,‏ مصفوفة هيسنبرغ أيضاً . لذا» بسبب كون A‏ 
blaze‏ رة وو ع قاتا تاوثشيةالأقظار. Seales‏ سن 
lg GE Ea‏ كز موا pM Aide Stl Sp fe‏ 
أى أن كل خطوة من خطوات 0٩#‏ تبدأ بمصفوفة ثلائية الأقطار . 

النقطة الأخيرة التى سنوضحهاء هى التحليل ذاته الذي يوجد 0و # من 
المصفوفة الاصلية 4و R, j‏ من كل 4اوء فى الحقيقة . من ( 01 - 06 . مکنا 
أن نستخدم طريقة هاوسهولدر من جديد ولكن» من الاسهل. جعل كل عنصر في 
القطر الجزئى صفراء على التوالى» بدوران في المستوي . الأول gale‏ : 

(Y) 


T 2 2 2 
cos O -sin@ ayy * 
| sin 6 cos @ ay, * * * 


| pe ee] 
lj] o O* * 


86 وعلمنا أن نختار الزاوية‎ ca sin O0 + a „EOS 6 فی هدا الحداء هو‎ (2.1) pas) 


بحيث يكون هذا التركيب صفراً. ثم» نختار .م بطريقة مشابهة وذلك بجعل العنصر 
(3:2)هن هرق وصفرا. بعد 1 ۸سن هذه الدورانات الأولية» تكون doe‏ الأخيرة 


منا () [3 


هى المصفوفة المثلثية العليا ۸ : 


(A) Ko =Pon-1 --- P32 P21 Ao: 


هذا أقصى مانقدر قوله فى هذا الامر-هناك أشياء أخرى فى كتب الحبر الخنطى العددى 
حول واحدة من أهم الطرائق فى الحسابات العلمية . 


نشيو al‏ واحدة منها طريقة 5- تتعلق بالمصفوفات المتنائرة . إنها تقوم 








متتالية Krylov‏ وهي Ar A‏ × » وهي واردة في المراجع . 
os E.‏ 
Gb ١-۳-۷‏ من أجل المصفوفة | ر ˆ ن الذاتيتين 1 3.2و 
3 -,+ طريقة القوى 4 - ,, »ثلاث مرات انطلاقاً من التخمين الأول 
u = | á |‏ . ماهو المتجه الحدي Su‏ 
Y-Y-V‏ من أجل المصفوفة السابقة نفسها والتخمين | 3 | = » » قارن التتائج 
)١(‏ ثلاث خطوات فى طريقة القوى العكسية . 
HE j =A u =. t l us :‏ 
(Y)‏ خطوة محورة فريدة u‏ ( له =(A-‏ » حيث Au /ug u‏ 140 - 0 
ame!‏ الحدي u‏ هو OY‏ مضاعف المتجه الذاتى الأخير (1,1). 
۳-۳-۷ برهن أن أى أختيار ر- + - «المتجهين مختلفين من طول واحد 
allel = | |‏ يؤدي إلى واحد من تحويلات هاوسهولدر مثل ر H=‏ 
Hy=x $‏ . 
٤-۳-۷‏ من أجل : 


اه 


ا ا 


ا 


v-¥-V 


A= -=V 


۹-۳-۷ 


[i] f] 


gis . المقابلة‎ H ومصفوفة هاوسهولدر‎ © = ||× | “VEX 4F O7 اجس‎ 


من أن جه - = ×1 . 
باستخدام ٤-۳-۷‏ » أوجد المصفوفة ثلاثية الاقطار AU‏ /الناتجة عن 








4 | 
0 
١60 
| 


برهن أنه إذا انطلقنا من 2[ |= A‏ فان الطريقة غير المحورة T Q,‏ 
Leis‏ التحسين المتواض ضع aiji a|‏ 


5 
طبق مرة واحدة OR‏ على : 


_| وه‎ 8 sinô 
` | sin 0 0 


بالتحوير „ 4= © ؛- الذي يعنى فى هذه الحالة دون تحوير a=0 OY‏ 

برهن أن العناصر غير القطرية تتحول من © sin‏ إلى @ sin”‏ - » كمثال 
من التقارب التكعيبي . 

برهن أن المصفوفة الثلاثية ة الأقطار | | k‏ - 4 لاتتغير بأى مرحلة من 
مراحل الطريقة 0۸. لذاء فهى واحد (نادر) من الأمثلة المعاكسة 
للتقارب . تتحول من جديد بادخال تحوير اختياري . 

برهن بالتراجع (بالاستقراء) وبدون تحويل أن : )0 0,0( 
ad a(R RR)‏ تحليل 0۸ للمصفوفة AN‏ تربط هذه المتطابقة 
OR‏ بطريقة القوة وهي تؤدي إلى تفسير لتقاربها؛ إذا كانت 
IAL < IAL >> ۱۸ |‏ فان هذه القيم الذاتية ستظهر بالتدرج» 
بترتيب هابط » على القطر الرئيسي ل A‏ 








حسابات بالمصفوفات ay‏ 


٤ - ۷‏ الطرائق التكرارية لحل م = جه 

خلافاً للقيم الذاتية » عندما لم يكن هناك خيار » لم نكن حتماً بحاجة إلى طريقة 
تكرارية لحل النظام ط = جه . تنتهي طريقة يقة الحذف إلى العدد ×بعدعدد منته من 
ا لخطوات» ومادام هذا العدد معقو لا فليس هناك مشكلة . من ناحية ثانية » عندما يكون 
العدد 573 ضخماء فإنه يمكننا أن نعتمد قيمة تقريبية Key cx‏ أن تحضل Lyle‏ 
بسرعة ‏ وهذا غير مستخدم لاجتياز جزء من الطريق» خلال الحذف» ثم التوقف 
هدفنا تقد طريقة تنطلق من أي قيمة تخمينية أولية ٭ لانتاج تقريب محسن ,. » sa‏ 
تقر پیا ple‏ × ويمكن إنهاء ذلك عندما نريد . 

يمكن ابتكار مثل هذه الطريقة بسهولة وذلك بتجزئة ا مصفوفة A‏ إذا كانت = 
Obie 5-7‏ المعادلة م -+4 مطابقة للمعادلة 7+8 -+5 . لذلك» يكننا أن نختبر 
yh Sl‏ : 

C1) Sin, HTX, +b 

Cab‏ لايوجد مايؤكد أن هذه الطريقة جيدة كما أن تتابع التجزئة يحتاج إلى تحقيق 

5 أن يكون المتجه الجديد , +« سهل الحساب . لذلك» يجب أن تكون‎ )١( 
مصفوفة بسيطة (وقابلة للعكس !) ؛ يمكن أن تكون قطرية أو مثلثية‎ 

)1( على المتتالية ×أن تتقارب نحو حل صحيح or‏ إذا طرحنا التكرار (1) من 
المعادلة الصحيحة Sx= Tx+b‏ فان ZU‏ قانون يتضمن الخطأ ×> ×= e‏ فقط : 





Sek + | = Tey. 
هذه معادلة فروق فعلية تنطلق من خطأ أولى . © وبعد م من الخطوات › يتكون الخطأ‎ 
: مثل مسألة الاستقرار‎ LE مسألة التقارب هي‎ .» = (ST) e, الجديد‎ 
. € 0 lates تماما‎ x x 


— a 


Og‏ اخبر الخطي وتطبيقاته 


۷ و تكون الطريقة التكرارية )1( متقارية إذا وإذا فقط كانت كل قيمة ذاتية A‏ للمصفوفة 
S T‏ محققة للعلاقة 1 > 111 . يتعلق معدل تقاربها بالقيمة العظمى ل || التي 
تعر ف باسم نصف القطر Ahl‏ ل 7 ؟ : 
(Y) nS 'T) = max |A ||‏ 
sic‏ أن حلاً نموذجياً للمعادلة Te‏ -,, »هو : 
ite:‏ الوم PTET E ty ban‏ )£( 
من الواضح أن العدد الأكبر من ۸.1 سيكون فعلاً مهيمناً وسيكون متحكماً معدل 
تقارب » نحو الصفر . 
لتطلبي التكرار نطاق تعارض . في حالة قصوى Ssh‏ يمكننا إنهاء تقارب مباشر 
ب 5-4و 7-0 ؛ الخطوة الأولى والوحيدة للتكرار ستكون Ax =b‏ فى هذه الحالة» 
ستكون مصفوفة الخطأ 77 5 elie‏ قيمها الذاتية ونصف قطرها الطيفى أصفار. 
ومعدل التقارب (المعرف عادة.ب م log‏ -) مالانهاية. طبعاء قد لايكون من السهل 
عكس SHA‏ وهذاهوالسيب الاساسى Sy‏ . مايلفت النظر كون انيار بيط 
ل 5 يؤدي إلى نجاح باهرء وسنناقش ثلاثة امكانات : 
-١‏ 5= مصفوفة جزء قطري من 4 (طريقة جاكوبي) 
-Y‏ 5 = مصفوفة جزء plio‏ من 4 (طريقة غاوس - سايدل) 
-Y‏ = تركيب ل ١‏ و ۲ (زيادات متتالية من الاسترخاءات (SOR‏ 
تدعى 5 مكيفة مسبقاً وإن اختيارها حاسماً في التحليل العددي . 


مثال -١‏ (جاکوبی) 








إدا كانت مر LS‏ اهما ev, w‏ فال خطوة جاكوبي T a > b‏ : 


Gs 


E ATT =W +b, 
kel | 1 0 
| 2 


b,/2 
أو‎ 
| AW; = VE +D: 


bal2 


v 


W Wi 























„aa al اه - لال كن‎ L al ا‎ ati سےا چ‎ lms > 


إلى النصف (رقم ثنائي إضافي يصبح صحيحاً) في كل خطوة . فى هذا ال مال الذي هو 
أصغر من أن يعتبر نموذجياًء يكون التقارب سريعا. 

إذا حاولنا تصور مصفوفة 4 أكبر من ذلك» فستكون هناك صعوية ila‏ حقيقية 
فى التكرار SUN‏ 2 . يتطلب ذلك Bliz YI ba‏ بجميع مركبات «حتى الانتهاء من 
حساب , ×. هناك فكرة مألوفة أكثر من ذلك تتطلب» فقط » مالايزيد عن نصف 
الشخزين؛ هى أن ننطلق مستخدمين كل مركبة للمتجه الجديد | * عندما ننتهي من 
حسابها؛ . deh‏ مكان × 4S‏ من كل مرة . mee‏ فإنه يمكن ل »ان يختفي 
بالسرعة ذاتها التي يوجد فيها ,. × . إن ذلك يعني أن المعادلة الأولى تبقى كما سبق : 

dil (X1) + | د‎ ) -dj Xo -d3 = <. لوطا‎ J + by. 
x تعمل الخطوة التالية مباشرة مع هذه القيمة الجديدة ل‎ 
ap ربع(‎ SICK egy + )- aga - =a Xaç + Br 
ستسخدم المعادلة الأخيرة من خطوة التكرار قيماً جديدة حصراً‎ 


Tee (- anı A} -pÑ ~- = dan - 1 4 n- | Jk +1 T Da-‏ دعل (Ea‏ نم أن 


ندعى هله الطريقة طريقة غاوس ‏ سايدل t Gauss - Seidel‏ رعم أنها لم تحر على 
مايظهر » معروفة من قبل غاوس ولم ينصح بها سايدل . لنذكر آنه» عندما تتحرك 
جميع الحدود ‏ :«نحو الجهة اليسرى› فان المصفوفة 5 ستكون» aad‏ ا جزء السفلي 
ا مثلئي للمصفوفة A‏ . تقع في الطرف الاين » مصفوفة التجزئة الأخرى» وهى مصفوفة 





مثال Y‏ (غاوس ‏ سايدل) 


,. |0 3 
“ae iP 
4 | 














خطوة واحدة من خطوات غاوس ‏ سايدل تدخل المركبتين T ELN‏ 


2 0 چ ا ت‎ a 2Vk41 SW +d, 
| - 1 2 =i = 0 0 Tk TE ot ZW k + | = Hk + | + by 


القيمتان الذاتيتان للمصفوفة حاسمتان وهما 1/4 و 0 . يقسم الخطأ على أربعة في كل 
مرة» وهكذاء فإن خطوة غاوس -سايدل واحدة تعادل اثنتين من خطوات 
جاكوبي".' . لما كانت كلتا الطريقتين تتطلب العدد نفسه من العمليات_لقد استخدمنا 
منذ قليل» القيمة الجديدة عوضاً عن القديمة التى هى حالياً فى المخزن ‏ فان طريقة 
غاوش-سایدل hal‏ 

هناك» مع ذلك» طريقة لجعلها أفضل من قبل . لقد اكتشف خلال فترة 
الحاسبات اليدوية (ولعل ذلك كان صدفة) أن التقارب سيكون أكثر سرعة فيما إذا 
تجاوزنا تصحيح غاوس - سايدل د-, × . نقول بصورة مجملة. إن الطريقة المعتادة 
تتقارب برتابة ؛ تبقى القيمة التقريبية × بال جهة ذاتها بالنسبة للحل ×. مع دلك» فمن 
الطبيعى أن نحاول إدخال عامل زيادة استرخاء @ وذلك لتتحرك بقرب أكثر من 


(١)هذه‏ القاعدة صحيحة فى عدد كبير من التطبيقات ؛ ومع ذلك فمن الممكن تكوين أمثلة تكون 
فيها طريقة جاكوبى متقاربة » بينما تفشل طريقة غاوس - سايدل (والعكس) . حالة التناظر هى 
الأكثر مباشرة : إذا كان 0< »فان طريقة غاوس_سايدل تتقارب إذا وإذا فقط كانت 4 معرفة 

11 


إيجابياً. 


ا لحل . إذا كان 1 -ه فاننا نعود إلى طريقة غاوس ‏ سايدل؛ أما إذا كان 1< @ فان 
الطريقة تدعى » عندئذ» الاسترخاءات المتتابعة (SOR)‏ الاختيار المفضل ل © يتعلق 
السا ذانياء وله لا جاوز call cdl‏ )1( 6 و کشر ما يكون جاورا 1,5 . 
لعرض هذه الطريقة» بصورة أكثر le poy‏ نفرض أن ULD‏ على الترتيب» 
المصفوفة القطرية والجزءان المثلثيان الأدنى والأعلى بالمعنى الدقيق (بدون القطر) 
للمصفوفة 4.. (ليس لهذه التجزئة أي علاقة بمصفوفة الحذف 2217 = 4» وبالفعل. 
فان لدينا La‏ +2 +2 -4). في طريقة جاكوبي» يقع ١‏ = 5 في الطرف الأيسر 
ويشع 
ا - 1 - = في الطرف الأيمن» في حين أن طريقة غاوس - سايدل تختار التجزئة 
g 5 =D4L‏ - - 7 . والآن» لتسريع التقارب نتقل إلى العلاقة : 
[D+ oL]xk,ı =|(1- @)D- @U|x, + wb‏ )0( 
sid‏ أنه من أجل 1=« »> لايوجد تسارع ونعود عندئذ إلى طريقة غاوس - سايدل . 
لكن بصرف النظر عن co‏ فان المصفوفة الواقعة في اليسار مثلثية دنيا والمصفوفة الواقعة 
في الطرف الأيمن مثلثية عليا. وهكذا يكن S‏ * أن يحل محل ox‏ مركبة مقابل 
مركبة» مباشرة بعد حسابها؛ إليك خطوة تموذجية : 
=a (Xi), + 0 )- ai Xi < “Aij -1Xi- pea + (Aj Ki = <. = Ap Xak +b;],‏ ربعأ Bi (Xi‏ 
صادف أن الاختيار القدم ×منطبق على الحل الصحيح × » فان الاختيار الجديد × 
. يبقى نفسه وإن الكمية الموجودة داخل الحاضنتين ستنعدم . 








مثال ۳ من أجل المصفوفة | ! 5 | =4ذاتهاء فإن كل خطوة من 50۸ هي 
w‏ )@ ->2)1 |. 0 2 
+ ينا E. 9 |]* +١ -| 0 21 w)‏ 





إذا قسمنا على 0 فان هاتين المصفوفتين تصبحان 5و OT‏ التجرئة 5-7 =۸ ؛ 
يعود التكرار إلى Sx = Tx +b‏ . وهكذا نجد آنا لصفو فة الحاسمة T‏ 5 التى 3 Sod‏ 


قيمها الذاتية بمعيار التقارب هى : 


l- 0 - 00 


= 


ê |e 


0 i- @) w(l— @) | - © + - 0 








E و‎ 00 i 
L الاختيار المفضل ل 0 هو ذلك الذى يجعل القيمة الذاتية العظمى للمصفوفة‎ 
(بقول آخر نصف قطرها الطيفي) أصغر ما يمكن . إن الغرض الكلى من زيادة‎ | 
- هذه القيمة ا مفضلة ل @ . جداء القيم الذاتية يساوي المحددة‎ GLAST الاست رخاء هو‎ 
جداؤهما يساوي 5 » تالاحظ أن الحددة‎ Cod وإذا نظرنا إلى المصفوفتين المثلشيتين‎ 

الأولى تساوى 1/4 (بعد القلب) والمحددة الثانية تساوى Ob IU .4 )1 - o)‏ 


Ride. وومةه ع‎ =A wi. 


هذه قاعدة عامة» وهي أن المصفوفة الأولى OL)!‏ + ©) تسهم في de D”‏ 
وذلك OY‏ ا تقع تحت القطر وأن المصفوفة الثانية تسهم في 0(2 -1) ABU OY det‏ 
فوق القطر. جداؤ clas‏ فى الحالة en Xn‏ هو ")@- 1( = dett‏ . (إن ذلك يفسر 
ماقلناه سابقاً من أننا لن نتتخطى 0-2 أبداً. يكون جداء القيم الذاتية كبيراً جداً بقدر ما 
تسمح به كل العلاقات 1 > | + ا ويمكن للتكرار أن لا يكون متقارباً. ) . لقد حصلنا 
على مفتاح لاكتشاف سلوك القيم الذاتية وهو : عند 1=« تكون القيمتان الذاتيتان 
في طريقة gle‏ - سايدل هما 0 و 1/4 6 وإذا ما زادت « فان إحدى هاتين القيمتين 


٠‏ تتقرب من الثانية . عند القيمة المفضلة ل ه تكون هاتان Kaw‏ متساويتين وتساوبان 


(\) „=o 
من السهل حساب قيمة ده‎ è ذلك لكى يكون جداؤهما مساويا قيمة المحددة‎ ca- | 


_ علاوة على ذلك. إذا ازدادت 0 فان القيمتين الذاتيتن تصبحان عددين مركبين مترافقين‎ )١( 
الطلقة‎ Legend و ا‎ 17 Li gline وبالتالى. ييقى جداؤهما‎ dL Al=0-1 يحقق كل منهما‎ 
OS les 


هذه وذلك OY‏ سجمرخ القيم الذائية يتطايق lego‏ مع مجموح عناصر القطر (LN)‏ 


(3) Ay + وق‎ = Wop = 1) + Wop - 1) = 2 - Wop +- Wo 
لذا تساوی الفيمتان‎ . ۵ =4 )2 - V3) = 1.07 تعطى هذه المعادلة التربيعية‎ 
سايدلة‎ gb الذاتيتان المتساويتان تقريباً 07.= 1 -0» وذلك اختصار كبير لقيمتى‎ 
الاختيار المفضل ل © قد ضاعف من جديد معدل‎ Jul عند 0-1 . فی هذا‎ - 1/4, 

التقارب. ذلك OY‏ 07.= )1/4( 
لقد ظهر اكتشاق :هذا التتحسين بصورة سهلة جدا تكاد أن تكون سحرية» وكانت 
نقطة الانطلاق لعشرين سنة من نشاط ضخم في التحليل العددي . كانت المسألة الأولى 

هي إظهار وتوسيع نظرية الاسترخاء» وقد حوت رسالة 8 التى ظهرت عام ١9405٠‏ 
الحل وهو قانون بسيط يعطى م المفضلة . كانت الخطوة الرئيسية فى هذه الرسالة هى 
إيجاد الرابطة بين القيم MANS)‏ للمصعوفة L‏ والقيم الذاتية T‏ لصفوفة جاكوبي 

الأصلية COL-  (‏ 2. يعبر عن هذه الرابطة بالمعادلة : 
(v) (A+@-—1)° = u".‏ 


Sed A=0,A=— 3 =± + حيث‎ 6 (CY) )١١نيقاسلا تاكن ذلك با لقال‎ ad 
- للعلاقة الكائنة بين طريقة جاكوبي وطريقة غاوس‎ CL إن هذا الوضع نموذجيء‎ 
قيمة ذاتية تظهر بالاشارتين زائد-‎ u سايدل : جميع مصفوفات صنف يونغ تقبل‎ 
ناقص» وبذلك» تبرهن العلاقة (۷) أن قيمتى ۸ الموافقتين هما 0و لإ . باستخدام‎ 
. نكون قد ضاعفنا معدل التقارب‎ cx القيمة التقريبية الاخيرة ل‎ 

الامر المهم هو العمل بصورة أفضل Olu Lal‏ تختار ه بحيث تصبح القيمة 


ON.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الذاتية الكبرى .2 أضغرية . لسن الحظ» Liebe SLM ode cde si‏ لست oles‏ 
ظ 7 = k 7 of the 5 : e a ee 1 4 jal =. ri ee‏ 
يودع سوق > نميزة لمثال من المصفوفة امن النوع 2 6ع وقد كانت افضل قيمة 
J‏ ه هي تلك التى تجعل الجذرين ۸ مساويين 02-1 . تماماً كما فى (7) حيث كان = w‏ 

gags . 4‏ ذلك إلى : 


gg ال‎ a أو ا سكل‎ (o-1)+(@-1)=2-20+p'o’. 
u? 


نقطة الاختلاف الوحيدة أنه » في حالة مصفوفة ضخمة» يجب أن يتكرر هذا 
النمط لعدد من الأزواج المختلفة .| + ويمكننا أن نقوم باختيار فريد» فقطء ل ©. 
يعطي أضخم هذه الأزواج قيمة جاكوبي الذاتية العظمى 2 داء ويعطي» أيضاًء القيمة 
العظمى ل » وكذلك من أجل 2-0-1 . لذلك. Uy‏ كان هدفنا far‏ ۸ أصغرما 

يمكن» فان الزوج الأقصى هو الذي يعين الاختيار المفضل .© : 00 
-V1 - Hmax (‏ 2(1 40 
Pas |‏ 

هذا هو قانون يونغ لمعامل زيادة الاسترخاء المفضل . 

من أجل مصفوفة الفروق المنتهية 4 بعناصرها 1-.1,2- الواقعة على الأقطار 
الرئيسية الثلاثة» يمكننا أن نحسب التحسين الذي تقدمه ده. في مثالناء كانت المصفوفة 
من النوع 22 ؛ لنفرض الآن أنها من النوع ۸× on‏ تقابل عين شبكة عرضها/1 h=‏ 
(n +1)‏ . إل dont‏ جاكوبي الذاتية العظمى الملائمة للتمرين (Y-i -Y)‏ هي = لم 


cos 7‏ . لذاء فإن القيمة الذاتية العظمى» حسب غاوس -سايدل cos, Be‏ = “لا 
ch‏ ونستخرج القيمة العظمى الذاتية لطريقة SOR‏ بالتعويض فى (A)‏ 


Don =‏ و Won - l‏ = ا 


y  _ 201 - ##هنة‎ _, _ -sin rh)” _ 1-sin mh 
“max =a ye سس ا‎ 7 Ay eee 


— m: — 


2 2 i cf h i 
cos“ 7h cos“ ah 1 + Sin 7 


حسابات بالمصفوفات oyi‏ 


كن إدراك ذلك Jir‏ لتفرض أن سي په لذا 
يكون 99. = ۸۸ SS .۸ = 1/22 , cos‏ 60 عندئذ» طريقة جاكوبى بطيئة $4 إن = cos Th‏ 
08 د ipl th ed‏ اتسئ کرات کے کی > لما كان 

sin TE = 14‏ » فانه سيكون لطريقة زيادة الاسترخاء المفضلة معامل 
التقاوات: : 





© opt = | + A max = 5 a> r RAE = —— =.75 


Lg,‏ الخطأ معدل ٥‏ فى كل خطوة وإن خطوة واحدة من 8 تكافىء ثلاثين 
خطوة من خطوات جاكوبي : 75. = "(99) . 

إن ذلك نتيجة مدهشة fl‏ هذه الفكرة البسيطة . تطبيقاتها الحقيقية ليست فى 
المسائل ذوات البعد الواحد (معادلات تفاضلية (Hole‏ ؛ لقد أصبح حل نظام ذي ثلاثة 
أقطار أمراً سهلاً. موضعها فى أبعاد أكثر» من أجل المعادلات التفاضلية الجزئية› 
حيث زيادة الاسترخاء أكثر أهمية . إذا استعضنا عن فترة الوحدة 1 :>0 بمربع الوحدة 
50 بدك 0 وانتقلنا من المعادلة sf‏ د إلى المعادلة u -u =f‏ فان الفرق المحدود 
الطبيعى هو «مخطط خمس ME‏ تتركب polall‏ سود ال de bell‏ مر د مع 
العناصر 1-.1,2- الواقعة على المحور «لتعطى قطراً أساسياً بالعدد 4+ واربعة pols‏ 
غير قطرية ب 1- . لكن» لم يعد للمصفوفة عرض حزام يساوي 5 . لم يعد هناك 
سبيل لتعداد ال ١‏ من نقاط عين الشبكة في مربع » بحيث تبقى كل نقطة قريبة من 
النقاط الأربع لحار 

إذا حصل الترتيب على سطر في كل مرة» فان على كل نقطة أن تنتظر على طول 
سطر كامل من الجوار يقع فوقها وذلك لكي تتحرر_١‏ ويكون لمصفوفة النقاط الخمسة' 
حزام من العرض × : 


ع0 الجبر الخطي وتطبيقاته 





لقد استرعت هذه المصفوفة كثيراً من الاهتمام وهوجمت من طرق مختلفة أكثر 
مرق doles sl‏ خطية أخرى Arab‏ اعتقد أن الإتجاه الآن خلفى إلى الطرائق المباشرة 
القائمة على أفكار Golub‏ و Hockny‏ ؛ يمكن لبعض المصفوفات الخاصة أن تقع Like‏ 
عندما تهبط الطريق الصحيح . (يشبه ذلك تحويل فوريه السريع . ) قبل أن يصل ذلك 
إلى طرائق التكر ارلا نجاهات بديلة » حيث التقسيم يفصل المصفوفة ذات الأقطار الثلاثة 
في اتجاه دعن الأخرى المتعلقة باتجاه cy‏ وقبل أن نصل إلى زيادة الاسترخاء» بسبب 
کن Lend‏ جاكوبي الذاتية th‏ 05 حال مساوية ماكانت عليه في مسائل Jaa‏ 
الواحد. وكذلك الأمر من أجل معامل زيادة الاسترخاء pow‏ كل حالة» تكمن 
الصعوبة في الانتقال من مسألة نموذجية إلى المسائل الواقعية» ولكل من هذه الطرائق 
امكاناتها الخاصة للعمل بنجاح مع معادلات أكثر عمومية من u -u =f‏ 6 وأكثر 
عمومية» من الناحية الهندسية» من الربم . ٠‏ 

لايمكننا أن ننهي هذا الموضوع دون أن نذكر طريقة التدرجات المتوافقة التي 
اعتبرت ميتة ولكنهاء في الدراسة» لاتزال Made‏ . حية ؛ إنها AST‏ مباشرة من التكرار 
لكنها أقل من الحذف حيث يمكنها أن تتوقف في أي جزء من الطريق . ليس من الضروري 
أن نزعم أن على فكرة جديدة أن تبقى ظاهرة ومستهواة. لكن يظهر أنه من الجميل 
القول أن التحول من 9. إلى 75. كان له أثر فوري فى حل Arab‏ 


kedy 





ذات القيم الذاتية 2,2+۷2, 2-۷2 » مصفوفة جاكوبي نا -.1 -) D`‏ 
( وقيمها الذاتية ومصفوفة غاوس - سايدل (D+LY )- U)‏ وقيمها 
الذاتية وكذلك العددين gh‏ «المتعلقين ب SOR‏ . لست بحاجة 
لحساب L Ë giall‏ 

من أجل المصفوفة ذات الشكل Xn‏ ۸ : 


i 
—od 


tl رفخ إن‎ of ED (-L- 0) فق م ا‎ 
متجه داتی للمصفوفة ل متعلق‎ x = (sin îh , sin Inh „sinn Th ( 
. A = ومع‎ nh = cos T/ (n +1( بالقيمة الذاتية‎ 

من أجل المصفوفة 4 ذاتهاء برهن أن المتجه : 

x = (sin k TA , sin Zk TA ,...., sin nk nh ) 


متجه داتی . اضرب x‏ بالمصفوفة ۸ لتحصل على القيمة الذاتية المقابلة 


z% 


o‏ تحقق من أنه في حالة مصفوفة من النوع 3×3 » تكون القيم الذاتية 


¢-£-V 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


s ND 2. DEVE 

ملاحظة القيم الذاتية لمصفوفة جاكوبي -١- LA‏ ( تا J=1/2)-1-‏ 
هي =coskmh‏ » + - 1 - ۸ . تظهر هذه القيم Lely jl‏ بزائد ناقص 
وتكون A‏ مساوية nh‏ 205 . 

التمارين التالية تتطلب «نظرية دائرة» Gershgorin‏ : كل قيمة ذاتية 
للمصفوفة 4 تقع » على JOY!‏ داخل دائرة واحدة من الدوائر ©..... 6 

> حيث يقع مركز © في موضع العنصر القطري » ويساوي نصف 
قطرها ا أ رشعم | مجموع القيم المطلقة لبقية عناصر السطر 
الموافق . 
البرهان : × = ×4 يؤدى إلى : 


5 
| أنه 





(A. - ai Xi = 9 يه‎ j Or à- ail > È Ja 


J #1 #1 


إذا كانت المركبة العظمى للمتجه هی öl x‏ النسية الا خيرة تكون 


المغرار سار الراسد وهنا بض PETE‏ في الدائرة ذات الرقم 
;:A-ä | SF‏ 


تدعى المصفوفة : 








مسيطرة قطرياً . ذلك oY‏ كل l la| > r‏ برهن أنه لايمكن للصفر أن 
يقع في أي دائرة من الدوائر واستنتج أن المصفوفة م غير BLS‏ 

استخرج مصفوفة جاكوبي ١‏ لهذه المصفوفة المسيطرة قطرياً A‏ وأوجد 
دوائر جيرشغورين الثلاث المتعلقة بالمصفوفة 7 . برهن أن جميع أنصاف 


أقطارها تتحقق 1 < r‏ > وفسر لماذا يكون تكرار جاکوبی متقارب . 
الحل الصحيح pla‏ = ×4 مختلف Wl‏ عن حل الحذف لط = LUx‏ 
U §‏ ۸ تخسر صقرا ببب التدوير . أحد الامكانات عو عمل كل 
شيء بدقة ثنائية» لكن الطريق الافضل والاسرع هو تنقية تكرارية : 
احسب متجها واحداً فقط ١= 6 - Ax‏ بدقة ثنائية » حل « -( لاءا » ثم 
اجمع التصحيح Sy‏ × . مسألة : اضرب LU ar Ex ty‏ واكتب 
الناتج بشكل مجزأ Sx = Tx +b‏ وفسر لماذا 7صغيرة جداً. هذه الخطوة 
الفريدة تنقلنا دوماً وتماماً نحو + . 


من أجل مصفوفة عامة من النوع 2 26 


a d 


A= 
cd 





de gl‏ مضفوفة تكرار جاكوبى T=- D (LEU)‏ 5 وقيمها الذاتية م 
lal dmg‏ مضفوفةسايدل قاوس (DALY U‏ دوقيمها A, AS‏ 
وقرر ماإذا =H OWS‏ 


PULY‏ م 





البرمجة الخطبة ونظرية اللعب 


1-4 المتراجحات الخطية 


جرت العادة أن ينظر للفرق بين الخبر والتحليل على أنه» إلى حدماء مثل 
الفرق بين المعادلات والمتراجحات . ولقد بدا الخط الفاصل بينهما واضحاً بشكل دائم : 
ولكن» تحقق لى أخخيراً أن البرمجة الخطية تمثل مثالا معاكساً Lele kel:‏ 
بالمتراجحات ولكنهاء بدون نزاع » جزء من الجبر الخطي . إنها مفيدة جداً تلائم 
البرمجة الخطية قرارات الاعمال أكثر من المحددات والقيم الذاتية . هناك ثلاث طرائق 
لمعالجة الرياضيات الاساسية : إما بطريقة حدسية من خلال الهندسة أو بطريقة حسابية 
بوساطة الإفراد أو جبرياً بالاعتماد على نظرية الثنوية . سنوضح هذه الطرائق في هذا 
البند والبندين ۲-۸ و ۳-۸ . وستكون الفقرة ٤-۸‏ متعلقة بالمسائل التى حلولها أعداد 
صحيحة مثل مسألة الزواح . وفي النهاية» سنوضح نظرية أصغر النهايات العظمى 
(minimax (‏ ونبين عللاقتها بنظرية الثنوية في البرمجة الخطية . 

توجد بعض الاشياء الجديدة في البند ۲-۸ من هذه الطبعة الثالثة . لقد أصبحت 
الآن طريقة الإفراد في منافسة مفعمة بالحياة مع طريقة مختلفة جدأ باسلوب التخمين» 
إنها تدعى طريقة كارماركار Karmakar‏ . لقد نالت هذه الفكرة كثيراً من الدعاية OY‏ 
التقرير الأولي يدعي أنها أسرع بخمسين مرة من طريقة الإفراد . الادعاء لايزال قائماً. 


oVY 


ولكن هذه الطريقة لم تطبق في جميع المسائل . يظهر أن الطريقة الجديدة فعالة في 
المساقل الكبيرة غير الكثيفقة_ عتدما تكون المضفوفة SISA‏ بنية ملاقمة . لكن طريقة 
الإفراد تبقى في القمة من أجل كثير من المسائل الأخرى . الأمر ليس بعد واضحاً بصورة 
كاملة» فالنظام لايزال قيد الدرس والتطوير في مخابر AT&T Bell‏ ولايزال سرياً. 
(البرمجة الخطية واسعة الانتشار وذات أهمية كبيرة وذات وضع تجاري خطير إن 
ذلك وضع غير موجود في الحساب العلمي). لحسن الحظ» إن مبادءها الاساسية 
أصبيحت مشاعة ويمكننا توضيح مبادىء طريقة كارماركار في البند (Y-A)‏ 





شكل )8,١(‏ . معادلات ومتراجحات . 


كان من الممكن أن يأتي هذا الفصل في أي مكان بعد الفصل الثاني . إنه يحوي 
مصفوفات مستطيلة» إلا أنه ليس كل شيء هو معادلات خطية . في الحقيقة» إحدى 
أسس هذا الباب كامنة في فهم ا معنى الهندسي للمتراجحات ال خطية تقسم متراجحة 
فضاء ذا ” بعداً » إلى نصفى فضاء تكو ن المتراجحة فى أحدهما محققة ولاتكون 
Wis‏ في الآخر. كمثال نموذجي على ذلك نأخذ المتراجحة 4 < «2 + x‏ الحد 
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الفاصل بين نصفي الفضاء هو المستقيم وم ale.‏ فرق in‏ للب نصف 
الفضاء المظلل في الشكل )١-۸(‏ ؛ يقع نحته نصف الفضاء المقابل حيث المتراجحة غير 
محققة . ستكون الصورة فى الفضاء ذي الابعاد الثلاثة ماثلة ؛ فالحد الفاصل هو مستو 
مثل 4-: +2 +جر. 4d g S‏ نصف الفضاء 4 < > +22 xt‏ 9 فضاء دي Acer‏ 
سنستمر بتسمية الحد الفاصل الذي عدد أبعاده ۸-1» سه يأ 

بالاضافة إلى متراجحات من هذا النوع » هناك قيود أساسية في البرمجة الخطية : 
تطلب من المتغيرين Olay‏ يكونا غيرسا 
0و 0 < × . وبذا OL‏ هناك نصفي فضاء آخرين يقع حداهما على المحورين 
يع النقاط الواقعة على المستقيم 0-+ وعن يينه » تحقق المتراجحة< × 
0. أما نصف الفضاء الآخر الذي يحقق المتراجحة 0 < «فمكون من LUG‏ المستقيم y‏ 
0 - والنقاط الواقعة فوقه. 





بين هذا القيد ذاته مكون من متراجحتين < y‏ 


"a 


P e 





المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 

Gags‏ الخطوة الأولى إلى قحقيق القراجحات SG‏ الآتية 
آنياً: 0 < بر,0< 24x‏ «2+ ×. من ناحية هندسية » تتركب هذه المتراجحات الثلاث 
Le‏ لتنشىء المنطقة المظللة في الشكل (/-7). يمكنك اعتبار هذه المنطقة انصاف 
الفضاء الثلاثة» إنها ليست نصف فضاء لكنها هى ما جرت العادة على تسميتها في 
البرمجة الخطية ا منطقة ا ملائمة وبصورة أوضح.» يكن القول إن المنطقة الملائمة مكونة 
من مجموعة الحلول الآنية لمجموعة متراجحات خطية . 

يصف النظام =b‏ مث ذو ال" معادلة وال « مجهولاًء تقاطع oyo m‏ المستويات 
dake‏ مستو واحد لكل معادلة . (عندما يكون =١‏ وتكون المستويات مستقلة» 
ان تاوا سر ن اة واه قعل لش : 476 دم)., بصورة مشابهة يتكون نظام 
مثل b‏ < ×4 من ” متراجحة يمثل abla‏ ” من انصاف فضاء » وإذا اشترطنا فوق ذلك 








شكل Y)‏ -8). المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 2x 43y‏ 


أن تكون جميع مركبات »غير سالبة (وهو ما نعبّر عنه بالمتراجحة المنجهة 0 < (x‏ 
فان ذلك يضيف إلى ماسبق ”من أنصاف الفضاء نفسه . وكلما كثرت الشروط التي 
نفرضها كلما صغرت المنطقة الملائمة . 

من الممكن أن تكون المنطقة الملائمة مجموعة محدودة أوحتى خالية . فاذا حولنا 
مثالنا إلى نصف الفضاء 4 > «2 ++ مع المحافظة على 0 < gx‏ 0 < « . فإننا نحصل 
على المثلث 048 . بتركيب المتراجحتين 4 < 2 ++ و 4 > 2 ++ معاً تتقلص 
اموه إلى سنقيم» 3 أن هذين الشرطين معا يؤديان معاً إلى 4 = a‏ وإذا 
اضفنا شرطأ Lables‏ مثل 2- > 2y‏ + فان المجموعة الملائمة تصبح خالية . 

إن جبر المنتراجحات الخطية (أو المجموعات الملائمة) هو جزء من موضوعنا . 
مع ذلك» يوجد في البرمجة الخطية أمر آخر اساسي : إننا لانهتم ie pams‏ النقاط 
ا ملائمة بقدر مانهتم بتلك النقطة التي تجعل «دالة تكلفة» أعظمية أو أصغرية . نضيف 
إلى مثالنا 0 < 20,9 ×,4 < ر2 +»×» دالة التكلفة (دالة الهدف) .2x43y‏ وبذاء 


)1( لاتوجد نقاط مشتركة بين نصف الفضاء 2-> «2 + × وبين الربع الأول 0 < ر,0 < × 
(المترجم). 
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تكون المسألة الحقيقية في البرمجة الخطية هي إيجاد النقطة x.y‏ التي تقع في ا مجموعة 
ا ملائمة وتجعل التكلفة أقل مايمكن . 

المسألة موضحة هندسياً بالشكل (۲-۸) . إن جماعة التكاليف 2x+3y‏ تقابلها 
جماعة من المستقيمات المتوازية وعلينا أن نجد أصغر تكلفة» بقول آخرء أول مستقيم 
يتقاطع مع المنطقة الملائمة . ومن الواضح أن هذا التقاطع يحصل عند النقطة B‏ 
حيث 0= gx‏ 2= «وتكون التكلفة الاصغرية مساوية 3-6 + 2x‏ يدعى المتجه 
)0,2( متجهاً ملائماً لأنه ينتمي للمنطقة e ASAI‏ وهو الأمثل لأنه يجعل دالة التكلفة 
أصغرية» وهذه القيمة التي هي 6 تدعى خبرة البرنامج . سنميز المتجه الامثل بنجمة 
تعلوه . 

يمكنك أن تلاحظ أن ا منجه الأمثل يظهر عند أحد رؤوس ا منطقة ا ملائمة . يتأكد 
ذلك هندسياء إذ أن المستقيمات المقابلة لدالة التكلفة (أو المستويات عندما يكون عدد 
المجاهيل أكبر) تتحرك إلى أن تتقاطع مع المنطقة الملائمة . ينبغي أن يحدث أول تماس 
عند الحدود . تبقى طريقة الإفراد » على هذه الحدود ‏ متنقلة من قرنة من المنطقة الملائمة 
إلى التي تليها إلى أن تجد القرنة التي تكون فيها التكلفة أخفض ما يمكن . بالمقابل: 
تتقرب طريقة كارماكار من الحل الأمثل من داخل المجموعة الملائمة . 





شكل(8-7) . حالات خاصة : النقاط من ۸ إلى8 تصغر 2y‏ + ×؛ قيمة 29 - × الصغرى „oga‏ 


DAY‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


ملاحظةقد لايكون التقاطع › من أجل دالة تكلفة أخرى» نقطة واحدة : فلو كانت 
دالة التكلفة هى «2+:. لكانت نقاط الضلع الذي يقع بين 3A‏ 8 هي نقاط تقاطع في 
وقت معاء وسيكون هناك عدد غير منته من المتجهات المثلى على طول هذا الضلع. 
الشكل (۳-۸). تبقى قيمة البرنامج وحيدة ( «2 + + تساوي + لكل هذه المتجهات 
المثلى ) ويكون لمسألة القيم الصغرى جواب محدد . من ناحية أخرى» ليس لمسألة 
القيمة العظمى حل ؛ ففى منطقتنا الملائمة» يكن للتكلفة أن تزداد بدون حدود» 
وهكذاء فان التكلفة العظمى غير منتهية . ويمكن النظر لذلك بطريقة أخرى. مع البقاء 
ضمن مسائل الاصغرية» وذلك بان نعكس إشارة التكلفة لتصبح «2 ax‏ فتكون 
القيمة الصغرى 00 - كما هو ظاهر في الشكل (PHA)‏ ولايوجد» حينئذ» حل . تقع 
أي مسألة برنامج خطى في واحد من اصناف ثلاثة : 

ENET USI (؟)الجموغة‎ 

. دالة التكلفة على المجموعة الملائمة غير محدودة‎ (Y) 

)1( للتكلفة نهايةصغرى (أو عظمى) على مجموعة التكلفة . 

الحالتان الأوليان غير مألوفتين من أجل مسألة حقيقية فى الاقتصاد أو الهندسة . 


oY pull‏ المتراخية 
توجد طريقة سهلة لتغيبر قيد على شكل متراجحة إلى معادلة» وذلك بإدخال 
ا متغير ا متراحي 4- «2 + war‏ يتحول القيد القديم 4 < «2+× إلى 0< ١‏ وهو شرط 
يلائم القيود الأخرى 0 < Oy‏ < × . وستبدأ طريقة الإفراد» LE‏ على هذا النحو 
مستخدمة متغيراً متراخياً لكل متراجحة؛ وذلك لكي نحصل على معادلات» فقط. 
وقيود بسيطة تجعل المتغيرات غير سالبة . تصبح المسألة الاساسية في البرمجة الخطية : 
جعل cx‏ في نهايته الصغرى خاضعاً x 20,5 Ax= b J‏ 
المتجه السطرى يحوي التكلفة ؛ في مثالنا | 3 .c=[2‏ يحوى المجهول المتغيرات 
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رات الع A‏ يسحب الشرط :0< SUL‏ المنطقة غير السالبة فى 
فضاء دی 71 دا وتتداخل هذه المتراجحات m‏ الحذف الغاوسى c‏ وسن الضرورى 
إيجاد طريقة جديدة LL‏ 


تفسير المسألة ومرافقتها 

نريد أن نعود إلى مثالنا الاصلى» حيث دالة التكلفة هي «3 +2 » لصياغته 
بالكلمات . إنه توضيح لمسألة الحمية في البرمجة الخطية حيث يتوفر مصدران للبروتين 
مثلاً اللحم وزبدة الفول السوداني . كل رطل من الزبدة يعطي وحدة من البروتين 
وكل رطل من اللحم يعطى وحدتين» ويتطلب من الوجبة أن تحتوي على أربع وحدات 
من البروتين على الاقل.. فاذا كانت الوجبة تحتوي على Wh yx‏ من الزبدة و رطلا 
من اللحم فانها تكون مقيدة بالشروط الاتية : 
4 < بود +ءم ,0 < رو 0 > دلايكننا أن نحصل على كمية سالبة من اللحم أو 
الزيدة) . هذه هى المجموعة الملائمة . والمسألة هى البحث عن التكلفة الاصغرية . إذا 
كان ثمن رطل الزبدة دولارين وثمن رطل اللحم ثلاثة دولارات فإن تكلفة الوجبة 
الكاملة هي : و3 + 2لحسن الحظء فإن الوجبة المثلى هي اللحم :2= و 0ع x‏ 

لكل برنامج خطيء با في ذلك ال مثال السابق » برنامج مرافق . إذا كانت المسألة 
الاصلية هى البحث عن الاصغر فان البرنامج المرافق يبحث عن الاعظم . حل إحدى 
هاتين المسألتين يؤدي مباشرة إلى الأخرى . في الحقيقة» يجب أن تكون القيمة 
الاصغرية فى البرنامج الاصلي هي القيمة العظمى للمسألة المرافقة . وهذه» Wad‏ 
هى النتيجة الاساسية في نظرية البرمجة iht]‏ وستتضح في البند (VHA)‏ سنيقى 
الآن مع مسألة الحمية وسنحاول تفسير مرافقتها . 

Le ge‏ عن أن يبحث الشاري أمر الاختيار بين اللحم والزبدة ليحصل على كمية 
البروتين المطلوبة بأقل تكلفة» فإن المسألة المرافقة تواجه Wane‏ يييع بروتيئاً صناعيا . 


OAS‏ الخبر الخطي و تطبيقاته 


إنه يعتزم منافسة اللحم والزيدة. سنقابل مباشرة هذين المركبين فى مسألة برمجة خطية 
نموذجية : إنه يريد الحصول على أعلى سعر م ولكن هذا السعر خاضع لقيود خطية . 
Vl‏ يجب على البروتين الصناعي ألا يكلف أكثر من بروتين الزبدة (الذى هو دولاران 
للوحدة) أو بروتين اللحم (الذي هو ۳ دولارات للوحدتين) . بالوقت نفسه» يجب 
VI‏ کوان السعر سالياء أو أن الصيدلي لن يبيع . لاكانت الوجبة تتطلب أربع وحدات 
من البروتين فإن دخل الصيدلى هو Ap‏ والمسألة المرافقة هي فعلاً ما يلي : إيجاد 
قيمة عظمى UW‏ 4 ا خاضعة للقيود: 3 > م2.27 > مو0 <م. هذا مثال تكون فيه 
المسألة المرافقة أسهل حلا من المسألة الاصلية » فهي ذات مجهول واحد. من الواضح 
أن القيد 3 > م2 هو الوحيد الفعال وسيكون السعر الأعلى للبروتين الصناعي هو 
دولار ونصف ؛ وبذلك يكون الدخل 56 -م4. 

كانت التكلفة الدنيا للمسألة الاصلية ست دولارات وسينتهي الشاري بدفع 
المبلغ ذاته سواء من أجل البروتين الطبيعي أو البروتين الصناعي . إن ذلك يعني أن 
نظرية الثنوية هي : النهاية العظمى تساوي النهاية الصغرى . 


تطبيقات نموذجية 

سوف نولى اهتمامنا. ud‏ البند التالى . حل البرامح الخطية . وقد حال الوقت 
کی نسٹعرض بعض OV‏ العملية التي ينبثق منها السؤال الرياضي المهم الآتي : 
إيجاد النهاية الصغرى أو العظمى لدالة تكلفة خطية خاضعة td‏ وط خطية . 


() تخطيط الانتاج. لنفرض أن شركة جنرال موتورز تربح ٠٠١‏ دولار عند بيع 
سيارة شفرولية و ٠٠١‏ دولار لكل بويك و ٤٠١‏ دولار لكل كاديلاك. تستهلك هذه 
السيارات غالوناً لكل عشرين ميلاً» 17 ميلاً» ١4‏ ميلاً على التوالي . ولكن الكونغرس 
يشترط أن يكون المعدل هو VA‏ ميلاً لكل غالون . تقوم الشركة بتجميع سيارة شفروليه 
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واحدة فى كل دقيقة وسيارة بويك في كل دقيقتين وسيارة كاديلاك في كل ثلاث دقائق . 
ماهو أعظم ربح للشركة خلال يوم ذي ۸ ساعات ؟ 
i ULL‏ أوجد القيمة العظمى للدالة ج 400+ C100 x + 200 y‏ صمن الشروط 2 ,¥ x,‏ 


20 


(Y)‏ اختيار سندات. تفرضص أن هناك ثلاثة أنواع من السندات : سندات انحادية 
تعطى ربحاً قدره 5./ ويمعدل sA‏ سندات إدارة محلية تعطى 1 ./ معدل B‏ » وسندات 
شركة اليورانيوم تعطي 4/ وبمعدل ©. يمكننا أن نوظف في ذلك على الترتيب 2× 
بحيث لايزيد المجموع على 1000005 . المسألة هى إيجاد النهاية العظمى للربح تحت 
القيدين : 

. لايمكن توظيف أكثر من $ 20000 في اليورانيوم‎ )١( 

. 8 يجب أن يكون معدل الانواع المختلفة على الاقل‎ CY) 
: تحت الشروط‎ 5++ 6y 492 مسألة * أوجد النهاية العظمى ل‎ 


x =y+z2/00,000, 2 S 20,000 . بعد بذع ج‎ 20 


تمارين 


\—\-A‏ خطط المنطقة الملائمة الخاضعة للقيود 
20,y 20‏ م, 6< ale . × +2 26, 2+ +y‏ النقاط الواقعة في فرنات 
هذه المجموعة . ظ 

Y—\-A‏ (ينصح به) في المجموعة الملائمة السابقة» ماهي القيمة اللاصغرية لدالة 
التكلقة Vxty‏ ارسم المستقيم © = « + × عندما يمس المجموعة الملائمة 
لأول مرة. 


DAN 


V-\-A 
A-\-A 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


ماهي النقاط التي تجعل دالة التكلفة ++ ة أو د-× في نهايتها الصغرى؟ 
برهن أن المجموعة الملائمة المقيدة بالشروط التالية مجموعة خالية : 


x 202x +5y 23,-3x +8y 2-1‏ 
برهن أن المسالة التالية ملائسة ولكنها غير محدوةة NAD‏ قليس 
لها حل أمثل : اجعل arty‏ نهايتها العظمى تحت القيود : 


S-1,x-y $2‏ 2 ج بر 3 - + ,20 20,y‏ عر 


أضف قیدا lols‏ غلى شكل متراجحة إلى 20 ¥ 0< Son‏ 
لانمحوى المجموعة الملائمة سوى نقطة واحدة . 

ماهو شكل المجموعة الملائمة ox 20,9 20 ,g 2 0 ,r+y+z=l‏ 
وماهى القيمة العظمى لدالة التكلفة 2 + 2y‏ دعر ؟ 

حل مسألة السندات الواردة قبل هذه التمارين . 

فى المجموعة المواتية لشركة جنرال موتورز» نحد أن الشرط 0 < ryz‏ 
من قبل المستويين الناشئين عن القيدين وماهو شكل المجموعة المواتية ؟ 
كيف تبين قرنات هذا الشكل أن الحل الامثل يتضمن. نحت هذين 
القيدين › نوعين فقط من السيارات . 

مسألة النقل : لنفترض أن تكساس » كاليفورنيا وألاسكا تنتج كل منها 
مليون برميل من البترول وأن شيكاغو التي تبعد عن أماكن الانتاج هذه 
بمقدار » ؟ ١١‏ ميل» ٠٠٠١ eae 5١١٠١‏ ميل على التوالي» محتاج إلى 
۰ آلف برميل Oly‏ نيوانغلند التي تبعد عن اماكن الانتاج بمقدار 
هيل ۽ TV te ee ٠‏ ميل على التوالي. تحتاج إلى 
۰ برميل . إذا قرضنا أن تقل البرميل الواحد BLL‏ ميا Joly‏ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب OAV‏ 


يكلف دولاراً واحداً فماهو البرنامج الخطي المتضمن خمس معادلات 
قيود والذي يجب حله كى تكون تكلفة النقل الاجمالية أصفر ما يكن . 


8 - ۲ طريقة الإفراد وطريقة كارماركار 

يتعلق هذا البند بالبرمجة الخطية التي يساوي عدد مجاهيلها ” وعدد القيود 
يساوي om‏ لقد كان في البند السابق 2= gn‏ 1=" » وكان هناك متغيران غير 
سالبين وقيد وحيد هو 4 < «2 ++ . ليس من الصعب شرح الحالة العامة وإن كان 
حلها ليس سهلا حقاً. 

إن أفضل طريقة هي وضع المسألة في الشكل المصفوفي مباشرة . لدينا : 

mn مصفوفة 4 من النوع‎ )١( 

LS om jòb متجه عمود‎ (Y) 

06 سيط AS ot ghé‏ 
على المتجه «الملائم» Ula‏ يحقق 0< دو 5< Ax‏ . المتجه الامثل هو المتجه الملائم الذي 
يحقق أصغر تكلفة ‏ التكلفة هي × € CXC XK tah‏ 


مسألة القيمة الصغرى: .جد القيمة الضصغرغع للدالة cox‏ ضمن الشروط 
AX 2b ,x > 0‏ 

التفسير الهندسي واضح . فالشرط الأول 0< ×يقصر المتجه على المنطقة 
الموجبة فى الفضاء النونيى ‏ هذه هي المنطقة المشتركة بين جميع انصاف الفضاء 
x 0‏ وهي » بالنسبة للفضاء الثنائي» تمثل ربع المستوي› وبالنسبة للفضاء الثلاثي 
تمثل ثمنه . بشكل عام للمتجه فرصة واحدة من بين "2 كي يكون غير سالب . أما 
القيود الأخرى التى عددها m‏ فهي تنشىء انصاف فضاء اضافية عددها om‏ وتكون 
المتجهات الملائمة هى تلك التى تحقق ال 7+ :” شر Us‏ إنها تقع في المنطقة 0< + و (BF‏ 


o AA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


في الوقت نفسه» ٠‏ < ×4 . بقول اخر إن المجموعة الملائمة هي تقاطع انصاف الفضاء 
هذه والتی عددها + . وهي ربا تكون محدودة أو غير محدودة» وقد تكون خالية . 

دالة التكلفة ox‏ ترافق المسألة بجماعة من المستويات المتوازية . أحد pole‏ هذه 
الجماعة هو المستوي SAS‏ يمر بنقطة الاصل 0= هه . إذا حقق × هذه المعادلة فانه يمثل 
متجها ذا تكلفة أصغرية . المستويات الآخر ى cx=cont‏ تعطي جميع التكاليف EKU‏ 
مع تغيير قيمة التكلفة c‏ نجد أن هذه المستويات تمسح الفضاء النوني بأكمله ويقع المتجه 
الامثل عند أول نقطة تماس مع المجموعة الملائمة . المتجه fox’‏ ودالة التكلفة 
عنده مه هي أقل قيمة ESE‏ ضمن المجموعة الملائمة. إنه حل مسألة التصغير فى 
البرمجة الخطية . 

أحد أهداف هذا البند هو حساب × . يمكن أن نتوصل إلى ذلك (من حيث 
Call‏ بإيجاد جميع قرنات المجموعة الملائمة وحساب التكلفة عندها؛ تدعى القرنة 
التي تكون عندها دالة التكلفة أصغرية قرنة مثلى . من ناحية عملية يعتبر مثل هذا العمل 
مستحيلا» فهناك بلايين من القرن ولايسعنا حسابها جميعاً . بدلا من ذلك فاننا نلتفت 
إلى طريقة الإفراد التي تعدء بحق» أنجح فكرة في الرياضيات الحاسوبية المعاصرة . 
لقد طورت من قبل Danizing‏ دانتزك كطريقة نظامية لحل البرامح الخطية» وسواء كان 
اكتشافها صدفة أو نتيجة عبقرية فانها مدهش . لقد اجملت خطوات هذه الطريقة 
ps‏ = إلا أننا مسحاول V gf‏ تفسيرهاء ثم نصف الطريقة الحديدة المقدمة من قبل 
کارمارکار. 


الهندسة : التحرك على الأضلاع 

اعتقد أن التوضيح الهندسي هو الذي يكشف سر هذه الطريقة . تحدد الخطوة 
الأولى ببساطة إحدى قرنات المجموعة الملائمة . هذه هي المرحلة ND‏ نفترض 
أنها قد تمت . أما لب الطريقة فيكمن فى مرحلتها الثانية التي تنتقل من قرنة إلى قرنة . 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب o AA‏ 


على أضلاع المجموعة ا ملائمة . عند قرنة من القرن» يكنا انار اا من بين n‏ 
من الاضلاع التي قد يبتعد بعضها عن القرنة المثلى كا با يقترت الق الا 
منها . لقد اختار دانتزك السير على ضلع بالاتجاه الذي تنقص عليه التكلفة . يؤدي هذا 
الضلع إلى قرنة جديدة ذات تكلفة أقل وليس هناك احتمال للعودة إلى نقطة ذات 
تكلفة أكبر . وفي النهاية نصل إلى نقطة معينة » الاتجاه منها على جميع الخطوط المارة 
منها يؤدي إلى زيادة في التكا: » تكون التكلفة عندها أصغرية . هذه القرنة هى المتجه 
الامثل» وتتوقف الطريقة . 








x=0 wii ححا‎ 

e‏ ا 
gee ee 56‏ 
BREE‏ 
eee = Be p5‏ 





شكل (A-E)‏ . قرنات المجموعة الملائمة وأضلاعها . 


تكمن المشكلة الحقيقية في كيفية صياغة هذه الفكرة بأسلوب الجبر الخطي . في 
cdl‏ سوف نفسر كلمتي قرنة و ضلع في الفضاء النوني . القرنة نقطة تلاقي عدد 
من المستويات المختلفة» كل منها معطى بمعادلة وحيدة- LU‏ كما تتلاقى ثا 
مستويات لتكون نقطة فى الفضاء الثلاثي . لنتذكر أن المجموعة الملائمة في البرمجة 
الخطية تتحدد بالمتراجحات 7< 1١‏ التي عددها ” والمتراجحات 0< Slr‏ عددها . 
تتولد كل قرنة لهذه المجموعة من تحويل ”من هذه المتراجحات التي عددها mtn‏ إلى 
معادلات » ثم إيجاد نقطة تقاطع المسقويات الممثلة لهاء يشكال حاص Sam}‏ 
إمكانات اختيار هذه المعادلات هي 0= :...... 0 = + التي SAS‏ عند نقطة الاصل . 


.0۹ الخبر الخطي وتطبيقاته 


كبقية الاختيارات الأخرى ٠‏ فإن نقطة التقاطع هذه تكوّن نسخة قرنة أصيلة » إذاحققت 
القيود الأخرى وإلا فانها لا تنتمى إلى المجموعة الملائمة وتكون مزيفة تماماً. مثال 
ذلك التمرين ٠-٠-۸‏ الذي يحتوي على متغيرين (2 -7) وعلى قيدين e (m=2)‏ 
وهناك ست نقاط abla‏ ممكنة موضحة في الشكل (8 - 5)» ثلاث منها هي 
قرنات فى المجموعة الملائمة ولقد رمزنا لها ب -POR‏ وهي : )6,0( . )2,2( , (0,6) 
. واحدة منها لابد أن تمثل المتجه الامثل (ما لم تكن التكلفة الصغرى هى 00 ) أما 
الثلاث الأخر بما فيها نقطة الاصل فهي مزيفة . 

بصورة dole‏ هناك )١ +” ( !/ nim!‏ نقطة تقاطع ممكنة. ذلك هو عدد الطرائق 
التى يتم بها اختيار #امستويا من ú laste bk ge Ge‏ + . إذا كانت المجموعة 
الملائمة خالية» عندئذ» لن تكون أي نقطة من نقاط التقاطع قرنة أصيلة . عمل المرحلة 
ge, Jy‏ اإيجاد فة أصيلنا أو acta‏ أنه مجموطة Ee‏ سو ف لمر شرل 
أننا قد وجدنا إحدى قرنات المجموعة . 

والآن إلى ضلع من الاضلاع : للفرض أن sel‏ السات المتقاطعة التي عددها 
قد حذف فيبقى لدينا ۸-1 من المعادلات . ولذاء فهناك درجة واحدة من الحرية . 
النقاط التي تحقق المعادلات التى عددها ١-1‏ تكون ضلعاً يمر بالقرنة . هندسياًء هذا 
الضلع هو تقاطع المستويات التي عددها :-١‏ . تجبرنا البرمجة الخطية على أن نبقى 
ضمن المجموعة الملائمة» لذاء فليس لنا اختيار في اتجاه التحرك على طول الضلع . 
اختيار واحد فقط يكو ن ملائماً. إلا أن هناك ۸ من الاختيارات المختلفة بين الأضلاع 
ومهمة المرحلة الثانية هى إيجاد هذا الاختيار . 

لكي نشرح هذه المرحلة . علينا أن نعيد كتابة المتراجحات 2b‏ ×4 بما يتلائم مع 


)1( إن هذا العدد الكبير يوضح السبب في كون إيجاد جميع OU ll‏ إجراء غير عملى عندما يكون 


العدد nN‏ کا 


القيود البسيطة 20 x 2x‏ هذا هو دور ا متغيرات المت ر W=Ax-bþ dol‏ . 
القيود Ax >b‏ الي عددها m‏ ؛ تصبح 20 202.0 cw‏ متغير واحد متراخ لكل 
سطر من المصفوفة 4. تأخذ المعادلة =Av-b‏ « أو =b‏ «- ×4 الشكل المصفوفي BV‏ 


LA sl 1|2 |= 


W 


تتحدد المجموعة الملائمة من خلال المعادلاات التى عددها ” والمتراجحات البسيطة 
w 20‏ ,20 ×التي on +” laste‏ لدينا الآن قيود معادلات وقيود عدم السلبية . 

ولكي نجعل التغيير UG‏ سوف لن ندع أي اختلاف يذكر بين المتغير الأساسى 
والمتغير المستحدث . لن تشهد طريقة الإفراد أي اختلاف بذلك . ولذاء لن يبقى 
هناك Cp po po‏ : 

| و‎ far] 

لذاء فإننا نعيد تسمية المصفوفة A daw gl!‏ وكذلك المتجه الموسع × . تصبح 
oe‏ القيود = ×4 e‏ أما المتراجحات البسيطة التي nam asde‏ فتصبح < × 
0 .يحتاج متجه التكلفة الاصلى للتوسعة» Lal‏ وذلك بإضافة مركبات جديدة 
عددها om‏ جميعها أصفار t‏ تبقى دالة التكلفة ×ءنفسها حتى بعد إجراء التعديلاات 
على ×و » . الأثر الوحيد الذي يبقى للمتغير المتراخي w‏ هو أن المصفوفة الجديدة 4 
قد أصبحت من النوع m xX (n +m)‏ وأن المتجه الجديد x‏ قد أصبح بمركبات asde‏ :+ ۸ 
. ستيحتفظ بهذه الزيادة من Sl‏ موز الأصلية تاركين gm‏ «دون تغيير Us SHO SS‏ 
قد حصل . وتصبح ال مسألة أوجد القيمة الصغرى cx UW‏ ضمن الشروط : 0< × 
= ×4, . لاحظ أن المصفوفة A‏ مستطيلة . 





)1( هن الطبيغعى أن يزودنا رجال الاقتضاد أو المهندسون بمعادلات شروط منذ البداية . فى هذه 
الحالة las‏ طريقة الإفراد بالمعادلات ٠‏ = ×۸ دوا حاجة إلى المتغيرات المتراخية . 


۹۲د الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال في المسألة الموضحة فى (E-A)‏ بالقيود 6 < :+26 , 6 < 2 ++ ودالة التكلفة × 
E‏ يكون النظام الجديد : 
c=[1 1 0 Of.‏ و | 0-1 1 A= iY].‏ 
بهذا التغير إلى قيود بمعادلات: يكن لطريقة الإفراد أن sas lag‏ أن المرخلة 

سويب ر وسو a‏ اا بے د 
الى tn laste‏ لقد رلت »من التراجحات الااصلية 20 9x‏ دك رار وة 
0) إلى معادلات . بقول آخر القرنة هي نقطة تنعدم م ن أجلها ”من مركبات ا منجه 
الجديد (١‏ + القديمة و «). في نظام المعادلات Arab‏ هذه المركبات ال Jn‏ »هي 
ا متغيرات ا حرة» والمتغيرات الباقية التى عددها 7 هي المتغيرات الأساسية. بجعل 
المتغيرات الحرة» أصفاراً» تعين المعادلات =× التى عددها Jim‏ متغيراً أساسياً . 
ندعو الحل الذي نحصل عليه أساساً وذلك لتأكيد ارتباطه التام بهذه المتغيرات . إنه 
الحل الخاص الوارد في البند ۲-۲ . ولسوف يكون قرنة (حقيقية) إذا كانت جميع 
المركبات التي عددها che gam‏ لذاء فإنها تقع في المجموعة الملائمة . 


Ax ا حلول الأساسية ال ملائمة للنظام‎ LE إن قرنات المنطقة الملائمة هي»‎ TA 
مساو رة‎ n + التى يبلغ عددها‎ ALS من مر‎ tS on يكون اخحل اساسا اذا كانت‎ :- 
الصفر» ويكون الحل ملائماً إذا حقق الشرط 0< ×. تكتشف الخطوة الأولى من‎ 
بينما تتحرك المرحلة الثانية خطوة خطوة نحو الحل‎ Le طريقة الإفراد حلا أساسياً‎ 
«eal 


مثال القرنة م الظاهرة في الشكل (E-A)‏ هي تقاطع 0- دمع 6-0-«+:2 e‏ ولذاء 
فإن مركبتين من مركبات + تساويان الصفر والمركبتان الأخريان تساويان $6 إنه حل 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب DAY‏ 





لايزال القرار الحاسم بحاجة إلى تكوين : آي قرنة ستكون التالية ؟ لقد وجدنا إحدى 
القرن حيث 2 -:” مركبة من مركبات + موجبة أما الباقي فأصفار . نود الانتقال على 
أحد أضلاع المجموعة الملائمة إلى قرنة مجاورة . حقيقة كون قرنتين متجاورتين تعني 
أن 1-” من المتغيرات الاساسية التي عددها Gym‏ تبقى أساسية ويصبح متغير 
واحد فقط حرا (صفراً). في الوقت نفسه» سوف يصبح أحد المتغيرات الذي كان 
ch >‏ متغيراً أساسياً؛ وسوف تزداد قيمته انطلاقاً من الصفرو تتغير قيم المتغيرات 
الأخرى الاساسية التي عددها cm‏ لكنها تبقى موجبة . القرار الحقيقي هو في 
معرفة المتغير الذي يجب استبعاده من المتغيرات الأساسية وأيها يجب ضمه إليها ؛ فى 
حالة معرفتنا أي المتغيرات أساسية بالنسبة للقرنة الجديدة» فاننا نحصل عليها بحل 
النظام ١ط‏ = ×4 مع بقاء المركبات الباقية للمتغير × مساوية الصفر . 

مثال لمتغيرات داخلة ومتغيرات 4.5L‏ 

أوجد القيمة الصغرى للدالة التالية ضمن الشروط ASV‏ : 


. ”ك2 5 8 - و22 + يع6 + xX +X,‏ 


نبدأ من القرنة التي يكون فيها 8= ×و 9= ×(هذان هما المتغيران الاساسيان) 
و 0= exe‏ إن القيود محققة ولكن قد لاتكون دالة التكلفة أصغرية. فى 
الحقيقة» فإن دالة التكلفة هى التى تعين المتغيرات الحرة التى يجب أن تنتقل إلى 


الاساس . إنه من الحماقة أن نجعل ,+« موجبة إذ إن معامله يساوي 7+ ونحن نسعى إلى 


تقليل التكلفة . أحد المتغيرين *أو eo‏ وسوف نختار + OV‏ معامله 3- أكثر 
سالبية» ا متغير الداخل هو × . 
بإدخال × إلى الاساس› لابد من اخراج × أو X,‏ منه . في المعادلة الأولى. 
نزيد من قيمة ×وننقص من قيمة + بحيث يحافظ على المعادلة 8 - ×2 + + . وعندما 
تصل قيمة ± إلى 4 فإن + يصل إلى الصفر ؛ المعادلة الثانية تبقى = +3 + × 
9؛ هنا يكن ل ole‏ تتزايد حتى 3 وعندها تصبح 0-,+ ؛ لوتعدت ,+ العدد 3 
لاصبحت ×سالبة . بذاء تكون القرنة الحديدة قد حددت حيث 3= ×, 0= ×» ومن 
المعادلة الأولى نجدأن 2 - + المتغير الباقى هو ,× وتهبط التكلفة إلى 9- . 
ملاحظة : في القيود » خذ نسب الاطراف اليمنى إلى معاملات المتغير الداخل ٠‏ 
, = . تدلنا النسبة الصغرى على المتغير الذي سيبقى . تأخذ هذه القاعدة النسب 
الموجبةء فقط. بعين الاعتبارء إذإنه لو كان معامل ax.‏ 3 بدلا مرخ 3 +. لأدى 
ازدياد قيمة ,× إلى زيادة ,+ فى الوقت نفسه (بجعل 10 = ستعطى المعادلة الثانية = x‏ 
39( ولن يصبح عندئذ ,× مساوياً الصفر . إذا كانت جميع معاملات ,+ سالبة» وهذه 
مى ULL‏ غير ادود : إن قيمة المتغير × قل تصبح كبيرة بقدر ما نشاء ما يجعل Slo‏ 
التكلفة تؤول إلى 0 -. ولكن النسبة الثانية في هذا ا مثال توحي لنا أن المتغير الثاني 
انتهت الخطوة الحالية عند القرنة 3= ×,0= ×= ×= ,2 - + . على كل cS‏ 
فإن الخطوة التالية تكون سهلة إذا كان للمعادلات شكل مناسب_ يبقاء المتغيرات 
الاساسية على نحو CISL‏ عليه » *, *. لذاء نجري عملية المحورة بحل المعادلة 
الثانية من أجل ,× ونعوض EWI‏ في دالة التكلفة وفي المعادلة الأولى 3x, =9-x-x,‏ 
وتصبح المسألة الجديدة» انطلاقاً من القرنة الجديدة هى : إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 
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Jo ks IX; -X4 - )9 - دع‎ - X3) =X; + و8‎ -x4 -9 pe 


X1 - ÍX? + 1X3 + 6X4 =2 
2X5 * 15 +x; = 3. 
3 3 


تعدا لخطوة التالية سهلة . المعامل السالب الوحيد في دالة التكلفة يعنى أن x‏ 
يجب أن يكون المتغير الداخل. النسبتان 3/0.2/6- وهما الطرفان الأيمنان 
مقسومان على معامل × - تعنيان أن هو المتغير الخارج . القرنةالجديدة هي × 
2-3, 21/3 جز, 0ت عرد عرد وقيمة التكلفة هي L‏ 9 - وهي قيمة مثلى . 

فى مسألة كبيرة» يمكن لمتغير خارج أن يعود ثانية . ولكن با أن دالة التكلفة في 
تناقص مستمر_ماعدا الحالة المتردية ‏ لذا فانه لن يحدث أن تبقى المتغيرات الأساسية 
(التى عددها (m‏ هى نفسها كما كانت . لن نعود ثانية إلى قرنة سابقة» وسوف تتوقف 
الطريقة عند القرنة المثلى . (أو عنده - ٠‏ إذا كانت دالة التكلفة غير محدودة). Ley‏ 
يلغت النظر سرعة الوصول إلى الحل الا مثل . 

ملخص تحدد الاعداد 3-, 1-,7 فى القرنة الأولى والاعداد 1-.1.8 في القرنة 
الثانية المتغيرات الداخلة . (تذهب هذه الاعداد إلى المتجه ٠١‏ المتجه الحاسم المعرف 
أدثاة.. عندما تكون هذه الأعداد هو جبة نتوقف) . تعن النسب المتغيرات الباقية . 

ملاحظة حول ا حالة ا متردية تدعى قرنة من القرنات متردية إذا alj‏ عدد المركبات 
الصفرية المعتادة ل دعن 7. اکر Ligon spa‏ يمر من القرنة فتنعدم بعض المتغيرات 
الاساسية . يتضح ذلك» بعد المحوروة» بظهور صفر في الطرف الأيمن للمعادلات . 
النسب التي تحدد المتغير الخارج قد تتضمن أصفاراً» ويمكن أن يتغير الاساس دون 
مغادرة القرنة . نظرياًء يمكن أن ندور إلى الأبد في اختيار الاساس . 

لحسن الحظء هذا الدوران لن يحدث . من النادر جداً أن يجهل ذلك نظام 
تجاري . لسوء الحظ » فإن التردي معتاد بكثرة فى التطبيقات ‏ إذا طبعت التكلفة بعد 
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كل خطوة إفراد» فانك سترى أن الإفراد سيكرر مرات عديدة قبل أن يجد الضلع 
الجدول 

تتضمن كل خطوة من خطوات الإفراد قرارات وعمليات سطرية_إذ يجب 
اختيار المتغيرات الداخلة والباقية oly‏ نجعلها تأتى وتذهب . إحدى الطرائق لتنظيم 
الخطوات هي ملاءمة المعطيات ووضعها في مصفوفة كبيرة أو جدول . لكي نستطيع 
شرح العمليات» نبد بإظهارها بلغة المصفوفات بهدف الوصول إلى صيغة لدالة التكلفة 
(وكذلك للتوصل إلى اختبار التوقف الذي يكن أن يتحقق» فقط» عند بلوغ القرنة 
المثلى . ) لدينا المصفوفة 4 والطرف الأيمن ط ومتجه التكلفة » والجدول الابتدائي هو 
LS LE‏ يلى : 


الجدول من النوع c(m+l) X(m+n+l)‏ بعمود وسطر إضافيين . في البدء . ريما 
نختلط المتغيرات الاساسية مع غيرهاء وتهدف الخطوة الأولى للحصول على متغير 
أساسى واحد فى كل سطر ؛ وحينئذ» يسهل اتخاذ القرارات . نعيد الترقيم إن لزم 


المتغيرات ×حرة (jel)‏ لذاء فإن الاعمدة ال ” الأوائل من المصفوفة 4 تكون 
مصفوفة مربعة B‏ (المصفوفة الأساسية لهذه القرنة)» بينما OSS‏ الأعمدة اللأخرى 
مصفو فة N‏ من النوع Xn‏ 77 , بشكل مشابه ؛ يجزئ متجه التكلفة © كما يلى | Cp cy‏ 
والمجهول × إلى xe xn]‏ وعند القرنة نفسها تجد 0- ×. بازالة المتغيرات الحرة» 
تأخذ المعادلة ط= 4x‏ الشكل 5- ,×8 وتعين المتغيرات الاساسية ,«. تصبح دالة 
التكلفة ,× ,»= ex‏ ولكي يتم التعامل مع الجدول» فإننا نتتصوره موزعاً على النحو 
التالى : 
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a ty Û 
ستظهر المتغيرات الاساسية وحيدة» إذا أمكن الحصول على مصفوفة الوحدة في موضع‎ 
خطوات الحذف العادية (عمليات سطر ) لنصل‎ LL » المصفوفة 8. إن ذلك يعني‎ 
ol 


N b |‏ ا 


5 I B'‘N Bb 
1 = | 
Ch CN 0) 


المصفوفة التي تحول المصفوفة 8 إلى 1هي B‏ بالرغم من أنها لم تظهر بشكل 
صريح . لذاء OP‏ جميع عمليات طرح سطر من آخر تعادل ضرباً بالمصفوفة ' 8. 
(في الحقيقة؛ لقد قمنا بخطوة غاوس ‏ جوردان ؛ لقد قسمت المحاور لتعطي وحداناً 
على القطر الرئيسي . وقد كونت أصفار فوق القطر كما حدث ذلك تحته . ) ولكى 
ننتهى » نطرح جداء .© في الجزء العلوي من الجزء السفلى : 


F. B` ÌN 8-1 
O ا لوع دبرع‎ CpB | 


يعتبر OVI‏ الحدول جاهرا إذا ما أحسنا تفسير خواضة. لقد كانت مسألتنا هی تصغير 
cx‏ خاضعاً ل = »4 x20,‏ ضربتا المعادلة Ar =b‏ بالمصفوفة 87 لنحصل على : 
خا Cy) fo EB Ney oR‏ 
وأخذت dle‏ التكلفة cx=c,x +e.x,‏ الشكل : 
(Y) CX = Uy - CRB i N JX N + CRB 1 b.‏ 
النقطة الاساسية هى أن كل كمية ذات أهمية تظهر فى الجدول . فى أقصى الطرف 
oo eV‏ نخد المتغير col‏ الأساسية ذا 8 = (المتغيرات الحرة هي 0= x‏ أما دالة 
التكلفة Bb Eo JLI‏ © ديرن وهی مو u 0D o>‏ القرنة السقلى slab‏ صمالبةه:. الأمر 
الأهم هو أنه يمكننا أن نقرر ما إذا كانت القرنة مثلى ؛ وذلك بالنظر إلى التركيب rac‏ 
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N‏ 8 ع - الواقع في منتصف السطر السفلي . إذا كانت pols‏ في + eJl‏ فإنه 
tw‏ فر المشكرة تخفيض قيمة دالة التكلفة . يمكننا جعل 0< gr x,‏ المعادلة (Y)‏ 
من cog th age‏ إذا OLS‏ > «غان SMG a‏ تكون قد وجدت هذا هو قرط 
الأمثلية أو اختبار التو قف . 


8 ب إذا كان المتجه BUN‏ ء- »= per‏ سالب» عندئذ» لايمكننا تخفيض التكلفة : 
تكون القرنة مثلى line‏ والقيمة الصغرى لدالة التكلفة هى b‏ 8 ع. لذاء فإن< r‏ 
0 هو اختبار التوقف . عندما يفشل هذا الشرط فان أى مر كبة سالبة للمتجه + تقابل 
ضلعاً يكن تنخفض التكلفة عليه . الخطة المعتادة هى اختيار مركبة r‏ الاكثر سلبية . 

مر OLS‏ « هي التكاليف ا مخفضة ‏ ماذا يكلف استخدام متغير حر مطروحاً 
منه ماتوفر . إذا كانت التكلفة المباشرة (في Co‏ أقل من الوفر (الناتح عن عدم استخدام 
المتغيرات الاساسية) فيمكن الدفع من أجل تجربة هذا المتغير الحر. لنفرض أن أقل 
تكلفة سالبة هي ٠۲‏ لذا يكن لمركبة ×ذات الرقم :أن تصبح موجبة . إنها ا متحول 
الداخل الذي يزداد من الصفر إلى قيمة موجبة > . 

ماهي » ؟ إنها تتعين بنهاية الضلع . لما كانت المركبة »الداخلة متزايدة فإن على 
بقية مركبات × أن تتناقص (وذلك لكي تبقى Arab‏ تصبح المركبة الأولى ×التي 
تتناقص إلى الصفر » هي pill‏ الباقي - يتحول من أساسي إلى حر . نصل إلى القرنة 
التالية عندما تصل إحدى مركبات × إلى الصفر . 

عنذ تلك النقطة؛ نكون قد توصلنا إلى «جديدة أساسية ملائمة . إنها ملاثمة 
OY‏ 0< +وهى أساسية إذ أن لدينا من جديد #مركبة فساوية الضفر . إن المركبة: 
للمتحه x‏ التي تغيرت من الصفر إلى » 3 سوف حل محل المر LS‏ م ametal‏ «والتي 
تناقصت إلى الصفر . أما المركبات الأخرى للمتجه ‏ * فقد تغيرت لكنها بقيت موجبة . 
المركبة التى تناقصت إلى الصفر هى التى تعظى النسبة الاصغرية فى (۳). يمكننا أن 
نفرض أنها kadal‏ 
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4ج لنفرض أن » هو العمود : للمصفوفة N‏ . حيث يكون pelle‏ الداخل ‏ قد 
اختير للانتقال من حر إلى أساسي . لذاء فإن مركبته في القرنة الجديدة هي النهاية 
الصغرى للنسبة : 


CC = mi 1 
(B‘u), (Bw 


(Y) 





أخذت هذه القيمة الصغرى فقط على المركبات الموجبة للمتجه B u‏ . إذا لم تكن 
هناك مركبات موجبة » فان القرنة التالية سوف تكون بعيدة جدا ويمكن جعل التكلفة 
صغيرة إلى أبعد حد» القيمة الصغرى للتكلفة هى 00 - . وإلا فان العمود القدي k‏ 
للمصفوفة 8 سوف يترك الاساس و يدخل العمودالحديد Lu‏ 


إن العمودين »0.8 8 موجودان في الجدول الأخير u)‏ 8 هو عمود في 
BON‏ وهو موجود فوق العنصر الاكثر سالبية في السطر الاسفل (Cr‏ تتلخص خطوات 
الإفراد بعد مثال ÍAS y‏ عندها الطريقة من جديد من القرنة BAL‏ 
مثال بدالة التكلفة «+×والشرطين 6= +y -v =6 ,x+2y -w‏ +2 .اللدذين 
وجدناهما ye‏ قريب» at‏ الخدول الأول : 








ND‏ سرهم 
cos‏ 
Omo‏ 
بح جح 


إذا انطلقنا من القرنة نفسها م في الشكل (8 - 5) حيث يتقاطع 0= + مع 
+y -6‏ +2 (يعنى أن 0= 0)» فإن المتغيرين الاساسيين هما way‏ . ولكي ننظم 
الأمورء نجري عملية مبادلة بين العمودين الأول والثالث وذلك لكي نضع المتغيرات 
الأساسية قبل المتغيرات الحرة : 





۳ خدم السطر الثاني كي نحصل على أصفار في العمود الثاني : 


| O 3 2 6 
Ps 1 2 l 6). 
0 0 -I | -6 








نظ Yal‏ إلى [ -١ ١‏ ] = + في السطر الأسفل . إنه يحوي عنصراً سالباً. dey‏ هذا 


فان القرنة الحالية WAS yw =y=6‏ التكلفة الحالية ٠+‏ ليست مثلى . العنصر السالب 
موجود فى العمود الثالث» لذاء فإن المتغير الثالث سوف يدخل الاساس . العمود 
الواقع فوق العنصر السالب هو "21 3] = » "8 ؛ إن نسب العمود الأخير إلى هذا 
العمود هي ey SS‏ أن النسبة الأولى هى الأصغرء لذاء فإن المجهول الأول س 
(والعمود الأول من الجدول) سوف يخرج من الأساس . 

الحدول الحديد Joly‏ بين العمودين الأول والثالث: وباجراء المخورة بوساطة تطبيق 
عملية | الحذف. خد : 








Z‏ 2 بقن ول lt‏ ظ 
; 3 ظ 6 88 31 0 3 
| ;1-3 0إه|6 1 0 1 2 
o 1 Eo A‏ | [5- ا 0 0 | 
3 3 


أصبح الآن | + 5 |= ٠‏ موجباًو تحقق اختبار التوقف . القرنة 2= «=»والتكلفة 
عندهاء التى تساوى 4+ هما مثليال . 
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تنظيم خطوة الإفراد 

لقد انهينا الانتقال من الهندسة التابعة لطريقة الإفراد إلى الجبر -من لغة «القرنات) 
إلى «الحلول الاساسية الملائمة». ونحن نعلم OYI‏ أن معرفة المتجه , والنسبة © أمر 
حاسم» ونود أن نعيد النظر في طريقة حسابهما. هذا هو قلب طريقة الإفراد التي 
يكن تنظيمها بثلاثة طرق مختلفة : 





)١(‏ بجدول 

. × بحساب 8 ثم تعديلها عندما نستبدل بالعمود × من 8 العمود :من‎ (Y) 

. 8" بحساب 1 8=1 ثم تعديل هذين العاملين بدلاً من تعديل‎ (Y) 

هذه القائمة هي في الحقيقة التاريخ المختصر لطريقة الإفراد. من بعض النواحي. 
كانت المرحلة الباهرة هى الأولى _الخدول ‏ الذي كان مهيمناً لسنوات عديدة . لقد 
جلب لأغلبنا هالة من غموض البرمجة الخطية» خصوصاً لأنها تجنبت رموز المصفوفات 
بشكل كامل تقريباً (بالطريقة الماهرة في كتابة المصفوفات كاملة !) إلا أنه» بالنسبة 
للحسابات فان أيام الجدول ‏ ماعدا بعض المسائل الصغيرة في الكتب الدراسية ‏ قد 
cyl‏ 

db al‏ السب تذكر ail‏ بعد تساف <ويغد آل ste‏ مر كه الاك سالبة 
وهو العمود الذي سيدخل الاساس» فإنه لن يستخدم أي عمود غير r‏ . لقد كان 
حسابها مضيعة للوقت . في المسائل الكبيرة» هناك مئات من النقاط التى يجب حسابها 
مرة بعدمرة» منتظرة دورها لدخول الاساس . إن اجراء عمليات الحذف بشكل كامل 
يجعل النظرية واضحة إلا أن ذلك لايمكن تبريره عملياً . 

نحن مستعدون لترك الجدول جانباً. سيكون النظر فى طريقة الإفراد والحسابات 
التي تحتاجهاء Shed‏ هو الأسرع وفي النهاية هو الابسط . كل خطوة تبادل بين عمود 
من × وعمود من 28 وعلينا أن نقرر (من خلال (a gr‏ أي أعمدة نختار . إن هذه 
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الخطوة تتطلب دورة العمليات التالية» مبتد ئين بالمصفوفة الاساسية AS‏ 8 وبالحل 
1 
الحالى „x =B b‏ 


جدول ۸ - ١‏ إحدى مراحل طريقة الإفراد 
(1) احسب متجه السطر B”‏ -: والتكلفة المختزلة rae. AN‏ 
(Y)‏ إذا كان 0 < +«فاننانتوقف : الحل SUA‏ أمثلء. وإلاء 
lab‏ كانت ” هي أكثر OLS LI‏ سالبية» فاننا Spit spending‏ ۷ ليدخل 
الاساس ونرمز Usd)‏ 
(Y)‏ نحسب المتجه عا" 8ع(« . 
)£( نحسب نسب 8 8 إلى Bou‏ نقبل » فقطء المركبات الموجبة 
للمتجه u‏ 8. إذا لم يكن هناك أية مركبة موجبة فالتكلفة الصغرى هي مه -. 
LI‏ إذا تكونت النسبة الصغرى عند المركبة »فان العمود k‏ للمصفوفة الحالية 8 
سوف يغادر. 
)0( نعدل المصفوفة 8 (أو " 8) وكذلك الحل ط" 8= x‏ ثم نعود 
للخطوة .)١(‏ 
هذه الخطوات تدعى» أحيانا» بطريقة الإفراد المعدلة لتمييزها عن العمليات 
الموجودة في الجحدول. إنهاء في الحقيقة» مطابقة لطريقة الإفراد ذاتها إلا أنها 
ننهي هذه المناقشة عندما نقرر كيف نحسب الخطوات CV)‏ و (۳) و (CO)‏ | 





E) A=cgB', v=B'u, 5 xg=B'b. 

الأسلوب الأكثر تداولاً هو العمل مباشرة بالمصفوفة " 8» حسابها بالتفصيل فى القرنة 

الأولى. وبعدئذ» تكون عملية المحورة عند القرنات المتتالية بسيطة . عندما نعوض 

e اق الزن العم دوي و ر‎ ee eee TTE 
: المصفوفة القديمة ' 8 بمايلى‎ GIH لكي نستعيد مصفوفة الوحدة» يضرب‎ . 
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(0) l vi Û1 -vik 
E =- Fk = I/V k 
Va 1 - qv | 


يستخدم كثير من أنظمة الإفر اد « الشكل الضربي للمعكوس» الذي يحافظ 
على المضفوفة السهلة “#عوضاعن تغديل #عباشرة. عتدالضرورة» يطبق ذلك 
على sb‏ ».في فترة نظامية (ربما ٠‏ 4 خطوة بسيطة)» يعاد حساب "8 وتمحى BO‏ 
سيجري نحقيق المعادلة )0( فى التمرين -Y-A‏ 

هناك أسلوب جديد يستدعى استخدام الطرائق المعتادة في احبر الخطي العددي 
معتبرير: )٤(‏ ثلاث معادلات تشترك بمصفوفة المعاملاات 8 : 


(1) AB=cg, Bv=u, Bxg=b 


لذا فان التحليل القياسى B= LU‏ (أو PB=LU‏ مع السماح بتغييرات سطرية 
بهدف الأستقرار): سوف يؤذى ذلك إلى الخلول الثلاثة . يمكن تعديل او 8 عوضا 
عن حسابها من جديد . 

هناك أمر آخر : كم عدد خطوات الإفراد التي يجب أن نجريها؟ هذا سؤال 
تستحيل الإجابة عنه منذ البداية . تبين الخبرة أن الطريقة تمس حوالي sim‏ 3:/2 قرنة 
مختلفة فقط . يعني ذلك أن العملية تحتاج إلى حوالي «:” خطوة وهو ما يكن مقارنته 
بطريقة الحذف المعتادة لحل النظام cAx=b‏ وهذا هو السبب في نجاح طريقة الإفراد. 
لكن الرياضيات تبين أن طول الطريق لا يحد أبداً بأي مضاعف ثابت للعدد m‏ أو أى 
فوة له. يمكن لمجموعة ملائمة سيئة أن تفرض على طريقة الإفراد بتجربة كل قرنة . 
حتى الوقت الحالي» لم يكن معروفاًماإذا كانت برمجة خطية واقعة في 
الصنف الحيد ۶ -قابلة للحل بكثيرة حدود زمنية - أو فى الصنف الرهيب NP‏ 


1.8 الجبر bH‏ وتطبيقاته 


مثل مسألة البائع المتجول. إن مسائل NP‏ موثوقة ولكن لم يبرهن أن كل الطرائق 
الحتمية تحتاج إلى زمن دالة أسية لتنتهي (وكذلك فى IL‏ الاكثر Ce gun‏ 

لقد برهنت طريقة ۸ آنه یکن حل برنامج خطی بزمن كثيرة حدود . 
إنها تبقى داخل المجموعة الملائمة وتفوز JEL‏ من خلال سلسلة مجسمات قطوع 
ناقصة منكمشة . لذاء فإن طريقة كارماركار الموصوفة أدناه لم تكن في وضع منافسة 
مع الجانب النظري فقط. بل مع العملي Lal‏ مع ذلك بقيت طريقة الإفراد. في كل 
هذا الزمن» تقوم بهذا العمل بمعدل زمني» برهن حالياًء (من طريقة مختلفة عن 
الطريقة المستعملة) بأنه زمن كثيرة حدود . من أجل سبب ما مختف وراء هندسة كثيرات 
الوجوه ذوات الابعاد الكثيرة» كانت المجموعة الملائمة السيئة نادرة وتبقى طريقة الافراد 
Abb glares‏ . 


Karmarkar کار مار کر‎ 44; „b 

نصل الآن إلى الحادثة الاكثر إثارة في تاريخ البرمجة الخطية الحديث. عرض 
كارمار كار طريقة قائمة على فكرتين بسيطتين تغلبت فى تجاربها على طريقة الإفراد . 
في تجارب أخرى ومسائل أخرى» لم يحصل ذلك . إن اختبار المسألة وتفصيلات 
النظام أمران حاسمان» وسيبقى الجدال قائماً . لكن الافكار الاساسية طبيعية» ab‏ 
وملائمة بصورة تامة لبنية احبر الخطي التطبيقي . بحيث يكن شرحها بفقرات قليلة . 
يمكنني الانطلاق e‏ إضافة الوسيلة التى أجازت لكارماركار أن يبرهن التقارب 


في زمن كثيرة حدود 


)1( عدد العمليات محدود بقوى ل 7 و n‏ كما هوالحال في الحذف وفي طريقة غرام ‏ شميدت . 
من أجل برنامج كامل وتحليل إلى عوامل أولية» يعلم الكل أن العملية تأخذ طول دالة أسية في 
الحالات السيئة ‏ المسألة الشهيرة «- NP‏ ۶» تثبت أنه فى مثل هذه المسائل SEY‏ أن توجد 
طريقة كثيرة حدود . | 
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الفكرة الأولى هي GALI‏ من نقطة واقعة داخل المجموعة ا ملائمة - 
لنفرض أنها (1.1.....1) =" × - والتحرك في الإتجاه الذي تنخفض فيه التكلفة . Le‏ 
أن التكلفة هي cox‏ فان الاتجاه المفضل هو نحو » - . يقودنا ذلك عادة» إلى خارج 
المجموعة الملائمة ؛ إذ أن السير في هذا الاتجاه لايحافظ على .Ax=b‏ إذا كان م = Ax‏ 
و Arab‏ ء فإن على -x‏ ×= ند أن يحقق 3-0 ۸ . على ا خطوة Ax‏ أن تبقى في 
الفضاء الصفري ل 4 . لذلك نسقط »-على الفضاء الصفري لنحصل على LEY‏ 
الملائم الاكثر قرباً من الاتجاه المفضل . إن ذلك أمر طبيعي ولكنها خطوة كثيرة التكلفة 
فى طريقة كارماركار . 

لقد كان الإسقاط على الفضاء الصفري موضوع التمرين .)٠٠-۳-۳(‏ 
المصفوفة المسقطة : 

(v) P=I- A (AA) A ۰‏ 
هي التي تضع كل متجه في الفضاء الصفرى ISJAP =۸ -(AA’) (AA Y A=0 OY i‏ 
كان × مسبقاً فى الفضاء الصفري فان OY » Prax‏ 0= ×4 . لعلك تدرك أن (AA‏ 
(لم يؤخذ بصورة حرفية ؛ المعكوس لم يحسب . Le ye‏ عن ذلك» نحل معادلة 
خطية ونطرح مركبة فضاء الاسطر من » (الذي هو OYI‏ متجه عمود) : 

(A) Pene-aTy ad AYEN 

الخطوة ×4 هى مضاعف للمسقط Pc‏ - الخطوة الكبرى والتكلفة الزائدة قد خفضتا 
- لكن لايمكننا أن نخرج من المجموعة المواتية . لقد اختير مضاعف PCS‏ - بحيث يبقى 
× في الداخل» ولكنه قريب من الحدود حيث مركبة × تصل إلى الصفر . 


مغال . التكلفمة te "x = 8x +2x + qx,‏ القيود 6 - 5 - Ax=2x +2x +X‏ 
فى هذه الحالة . المجموعة الملائمة هى المثلث POR‏ شكل (0-A)‏ . إنه شكل 
مستو فى الفضاء الثلاثى الا بعاد مقطوع بالقيود 20.0 ,20 x‏ على الحل 


الامثل أن يقع في واحدة من القرنات التالية : 


(0,0 ا د عر P:i‏ » التكلفة c x=20‏ 
x= (0,2, 0)‏ :0 ء التكلفة c'x=5‏ 





R: x= (0, 0: 5)‏ 
لذاء Ob‏ )5,0 ,0) =× هي المثلى ونأمل أن تتحرك الخطوة ×4 بقرب Q‏ 
bi.‏ الحساب (8,2,7) = c‏ على المستوي 3ع جع Ox +2x‏ : 
[1 2 2]= 4 لذا AATy=Ac‏ تصبح 9y=27‏ 


2 8 7 
أذ ]تتفم 


l 


— 
— 











2 
A 
4 


Xq 





Å R = (0,0, 125) 





| plane 1.04X, + 3.92X, plane 2x, + 2x, +x4=5 


+ 0.04%, =5 


3 x) í 
(ب)‎ (i) 


0 | 1 
شكل (0-8). خطوة من عملية تغيير سلم القياس: من #إلى ×بالإسقاط ومن SX‏ © بسلم 
al‏ 
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يجب أن يقع هذا المتجه في الفضاء الصفري ل[ l‏ 2 2 | -4 » وهو كذلك. إنه 
يحدد ا جاه الخطوة Ax‏ . بالتحرك من نقطة الانطلاق (1,1,1) ع" دفى هذا الاتجام 


PE 


| | - 2s 
x” -sPc=| 144s |. 


l - 4s 





بخطوة طولها 1/4 -25 a‏ تصبح المركبة الثالثة صفراً . يبلغ هذا الاختيار النقطة الحدية 8 
فى الشكل» OLS AL‏ (1/2,2,0). إنها قريبة من النقطة المثالية ٠0‏ ولكن» بقطعها 
كل الطريق نحو الحدود» تترك فراغاً SUL‏ للخطوة التالية . كان من الممكن أن يحدث 
(رغم أنه لم يحدث هنا) أن تكون المركبة الصفرية ل 8 ليست صفراً في القرنة المثالية . 
عندئذ» نتو قف قريباً من 8 ونختصر ءمن 25. إلى 24 . العامل المضروب ك = 

96.= نموذجى » ولقد نشرت القيمة المخفضة 25. في الاصل من قبل كارماركار» فقد 
اختارها ليبرهن تقارباً فى زمن كثيرة حدود ليس من أجل مساعدة القارىء في اتمام 
التقارب فى زمن حقيقى ‏ عندما يكون 24. =  ).96(‏ = ء فإن الخطوة تنتهي عند : 


05 , 0.52 
=|20 | عن‎ Lege x' =| 1.96 | 
0.0 0.04 





يتم ذلك الفكرة الأولى ‏ الاسقاط الذي يعطي الهبوط الملائم . تحتاج الخطوة الثانية 
إلى فكرة جديدة OY‏ المتابعة فى الاتجاه ذاته غير مفيدة . 

اقتراح كارما IS‏ هو تحويل × إلى الوضع ال مركزي (1,1.1) -» . تبديل المتغير 
هذا يغير المسألة» ولذاء op‏ الخطوة الثانية تسقط » الحديد على الفضاء الصفري AJ‏ 
الجديدة . تبديل المتغير هذا (سيقدم فيما بعد) غير خطي لكنه أبسط تحويل . هوء Wad‏ 
تغيير فى سلم قياس المحاور. 

لنقل )04 ,1.96,0, 0.52) = + إلى النقطة المركزية ء٠‏ نقسم مركبات كل متجه 
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على هذه الاعداد الثلاثة . بقول adie l‏ هذه الاعداد في مصفوفة قطرية D‏ ونيدل 
سلم قياس كل متجه بواسطة "5 : 


0.52 
1,96 





0.04 | 


نحن من جديد في المركز بفراغ كاف للحركة رغم أن المجموعة الملائمة قد تغيرت 
(المثلث 508 ) شكل A)‏ وب ) وكذلك متجه التكلفة 6. فإن لتغيير سلم القياس 
من #د إلى a‏ 2-79 تاثيريت : 
القيد Ax =b‏ يصبح tADX =b‏ 
x WSS‏ © تصبح ×( .c'‏ 
عندئذ» تأخذ المصفوفة AD‏ مكان 4 ويأخذ المتجه TD‏ مكان "» . في مثالنا يحصل 
ایی : 
D=[1.04 3.92 0.04 |‏ |1 2 2(= هم 
cTD=(8 2 7) D=[4.16 3.92 0.28 |.‏ 
المسألة الجديدة هي جعل de" DX‏ نهايتها الصغرى خاضعة للقيود X »ADX =b‏ 
Gill) < 0‏ يكافىء 0< Cr‏ في الامثلة الكبيرة» سيكون للمصفوفة mt iA‏ سطراً 
ye le se‏ سطر واحد . تسقط الخطوة الثانية متجه التكلفة الجديد على الفضاء الصفرى 
AD J‏ تتحول المعادلة CA)‏ إلى : 


“2م د AD’ A'y‏ لم PDc =Dc-DA'y‏ )4( 
إنك تملك OVI‏ الطريقة كاملة عدا ما يتعلق بالانطلاق والتو قف . يمكن الانطلاق من 


أي نقطة olor”‏ المجموعة الملائمة . في كل خطوة» يغير سلم التخمين الحالي “: 
لاد موقع النقطة )11.1( c e=‏ ثم» يعطي الاسقاط (4) اتجاه الخطوة في 


المتغير الجديد. ناتج هذه الخطوة هو "× : 
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عملية تغيير سلم القياس 
)١(‏ تكوين مصفوفة قطرية 2 من مركبات “+ ليكون : 
D` 'x* = (1,1, ..., 1) =e.‏ 
)7( ب cola D‏ يحسب المسقط 286 في المعادلة )4( 
(Y)‏ يعن العدد ewes‏ يكوق ل iS pe-sPDe‏ صفرية . 
)2( اختزال : بعامل ٠.‏ (مثل (a=.96‏ . 
)0( المتجه الجديد هو ax ax sDPDe‏ 


تنتقل الخطوة x‏ في المتغير الذي بدل سلم قياسه من .e-sPDe_ Sle‏ فى ol wll‏ 
الاصلية» تتحول من “إل 525 - د . لنقم بهذه الحسابات في المثال منطلقين من 
is” Jie‏ 


y=1.2 أو‎ 16.45y = 19.7 تصبح‎ AD” A", = AD 

















4,16 1.04 2.9] 
PDc =| 3.92 | - 1.2] 3.92 | =| - 0.78 |. 
0.28 0.04 026 | 


سيجعل طول الخطوة 1/2.91 -: المركبة الأولى صفراً عندما نطرح sPDe‏ من 
e= )1,1,1(‏ . الخطوة 33. = 96/2.91. = و أكثر محافظة . لذاء Ob‏ * نا الجديد و 
= ادد اة : 








0.02 : 0.040 
x =| 2.46 | و‎ XX =e-(.33)PDe =| 1-257 |. 
0.04 0.924 


لفق هد e Ol‏ واقع في المجموعة الملائمة : = 04. +4.92 + 04. = 2x + 2x +x‏ 


> الجبر الخطي وتطبيقاته 


قرب كاف من الخطوة الأخيرة من طريقة كارماركار . لمعرفة أية قرنة هى الفضلى 
للقفز إليها . كلنا يعلم أن النقطة المثلى هي واحدة من الرؤوس 8 . وبخطوتین 
من هذه الطريقة » تمكنا من تعيين القرنة الصحيحة © . 
كان كل العمل في الخطو: 2 من الطريقة التي هي اسقاط محمل . بلغة 
البند )1-1( op‏ المصفوفة المحملة هي 7=« والجداء 17717 هو .D*‏ تعطى 
ا معادلة النظامية ا محمّلة cy‏ وسيكون حلها مسألة اساسية من الحبر الخطى E‏ 
“همد )٠١( (AD*A')y‏ 
الطريقة النظامية لحساب «هي الحذف . ينجح ذلك في مسألة صغيرة» وكذلك 
في مسألة كبيرة إذا بقيت جميع المصفوفات متناثرة :الوم طريقة قرام شيت اليلبيا 
على تقويم أعمدة DA‏ وهي غالية رغم أنها تجعل بقية الحسابات سهلة . الطريقة 
المفضلة من أجل المسائل الضخمة هي طريقة التدرج ا مشتق . وهى شبه مباشرة تعطى 
الجواب الصحيح بشكل أكثر بطء من الحذف» لكنك ستسير جزءاً من الطريق ثم 
تتوقف . (لا يمكنك الوقوف في منتصف طريق الحذف). إن فكرة التدرج المشتق 
«بالشروط المسبقة" التي تعطي ذلك بالتدرج مو صو فة فى كتابى Introduction To Applied‏ 
Mathematics ( Wellesley - Cambridge Press )‏ . 
نسعى طريقة كارماركار الاصلية وراء تغيير سلم القياس × 2 الذي يبقى 
التكلفة خطية . بدلا من ذلك» يوجد «تحويل إسقاط» إلى ×" DU x/e‏ يحتاج 
ذلك إلى برهان كون التقارب وفق كثيرة حدود زمنية» إلا أنه عملياًء يستخدم تغبير 
سلم القياس . lie‏ لقد حققت الطريقة وعدلت لتشمل كل شيء ومددت ML‏ المثالية 
غير الخطية . أعتقد أن طريقة كارماركار ستبقى حية؛ إنها طبيعية وجذابة . شأنها OLE‏ 
كل فكرة جديدة في الحساب العلمي» قد تنجح في بعض المسائل وقد تفشل 
ple J‏ أخري, is‏ لريقة E ERE‏ جح مر 
البرمجة الخطية التى اكتشفت بعد قرون من OVo‏ الخطية Arab‏ لكنها 
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شاركت فى الافكار الاساسية للجبر الخطى . إن أهم تأثيرات هذه الأفكار هي نظرية 
الثنوية التى تأتى بعد هذا البند. 


TSA 


Y=¥-A 
=۸ 


تمارين 


إجعل ,× - × + × فى نهايتها الصغرى ضمن القيود : 


2X, -4x3 PS PER = 1 
3x; + 55 X3 +x; =2, 


أي واحد من المتغيرات Kx,‏ × ينبغي أن يدخل الاساس وأي المتغيرين 


ae, *:‏ أن يخرج منها؟ احسب المتغيرين الاساسيين الجديدين وكذلك 

قيمة التكلفة عند القرنة الحديدة . 

بعد خطوة الإفراد السابقة» هيء الخطوة التالية وفسرها. 

افرض t‏ في المثال الوارد بعد A)‏ ج ) »أن التكلفة أصبحت بوه ع 3 6 

Cute‏ يصبح متجه التكلفة بعد dale]‏ تر 64.5 )0,1,3,0( = c‏ برهن أن 

20 + . لذاء فإن القرنة م مثلى . 

إذا كانت دالة التكلفة الأصلية هي KY‏ بحيث تصبح © بعد اعادة 

الترتيب (1,1,0-,0) = »عند النقطة P‏ » احسب + وقرر آي عمود؛ 

سيدخل الاساس. احسب بعدئذ Bu‏ واستنتج من إشارته أنك لن 

قابل رة أخرى, تيعد على سور رفي الشكل CE-A)‏ و x-y‏ 
بيعي إلى ممه , 

فى المثال نفسه » استبدل بدالة التكلفة الدالة 4 x+3y‏ . تحقق من أن طريقة 

الإفراد cheb‏ من م إلى 0 إلى 8 وأن القرنة 8 مثلى . 


١١-5- 


تتكون المرحلة الأولى من إيجاد حل أساسي ملائم لنظام Ax=b‏ . بعد 
تغيير الإشارات لتصبح 0< ob‏ انظر في المسألة التى تقتضى إيجاد النهاية 
الصغرى للدالة Ww HW tatw‏ ضمن الشروط x20,w20, Ax+w=‏ 

7 . إذا كان للنظام Arab‏ حل غير سالب » فان القيمة الصغرى للتكلفة 
فى هذه المسألة سوف تكون صفراً ويكون 0= w‏ 

620, w=b4 AN تكون‎ code بين أنه» بالسبة للمسألة الجديدة‎ )١ 
مرحلتها الأولى قد تمت فعلاً ويمكن‎ ob أساسية وملائمة معاً. لذاء‎ 
w =0 لطريقة الإفراد أن تعمل لإيجاد الزوج الأمثل »,× . إذا كان‎ 
. فسوف تكون ×هي القرنة المطلوبة في المسألة الأصلية‎ 

ب) إذا كانت | 1- 1 ]| -4و [3]-5 فاكتب المسألة المساعدة amia y‏ 
مرحلتها الأولى 0=×و WIS yw =b‏ متجهها الأمثئل . أوجد قرنة 
المنطقة الملائمة 3 - -x‏ «, 0 < ×< × وارسم شكل هذه المنطقة . 
إذا أردنا أن نجد القيمة العظمى بدلا من القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مع الاحتفاظ ب 0< x‏ ,م - (Ax‏ فماذا يكون اختبار التوقف على r‏ 
ales‏ قواعد اختيار عمود من N‏ ليدخل الأساس وعمود من 8 ليصبح 
Sj >‏ 

أوجد القيمة الصغرى للدالة tx,‏ ×2 ضمن الشروط : 

xı وعر+‎ < 4, xi + رع ,12 2 وعر3‎ ~ xy 2 0,x 2 0. 

حقق العكس فى )0( وبرهن أن SBv=u SBE‏ عمودها k‏ . 
لذاء BE OP‏ هي المصفوفة الاساسية الحقيقية للتوقف SN‏ "ع "ع 
هي معكوسها و "2 تغير المصفوفة الأساسية بصورة صحيحة . 
نفرض أننا نريد جعل ,× - × في نهايتها الصغرى ضمن القيود : 
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2x, -4x2 + دع‎ - 6 


3X | + 63 +X, = 12 


انطلاقاً من )0,0,6,12( = «x‏ هل يمكن ل دأو dlx‏ يزيد من ف A‏ الحالية 


الصفرية؟ إلى أي مدى يمكنه أن يزداد قبل أن تدفع المعادلات ,×و x‏ 
نحو الصفر؟ ماهى قيمة × فى هذه النقطة ؟ 


NNR‏ من أجل المصفوفة ae i AA A‏ برهن أنه ادا OG‏ چ 


\Y-Y-A 


\Y-Y-A 


١ 5-5-4 


ايت 1 


الفضاء الصفري ل 4 فان Prax‏ يبقى الفضاء الصفرى كما هو تحت 
تأثير الاسقاط . 

تغير التكلفة في الخطوة الأولى من كارماركار هو JC AK - -: » Pe‏ 
برهن أنها c- ale |]? colin‏ لذاء:فإن التغير سالب والتكلفة 
CI)‏ اجعل التكلفة x= Sx +4: 48x‏ » في نهايتها الصغرى على المستوي 
3 - ×+ ++ × » وذلك باختبار الرؤوس POR‏ حيث لايتقاطع الت 
مع المطلوب 0 w‏ . 

(ب) اسقط (5,4,8) c=‏ على الفضاء الصفرى ل [1 1 1]-4وأوجد 
خطوة النهاية العظمى Ss‏ تبقى Pe‏ ؟ - » غير سالبة . 

اختصر ءفى التمرين السابق ب 98.=» لانهاء الخطوة قبل الحدود واكتب 
المصفوفة القطرية 2 . ارسم المثلث الملائم الواقع في المستوي = A DX‏ 
3 بعد الخطوة الأولى من طريقة كارماركار. 

فى التمرين GLI‏ أنجز خطوة ثانية فى طريقة كارماركار وقارن” × 
بالمتجه في القرنة المثلى للمثلث POR‏ 


1 الجبر الخطي وتطبيقاته 


8 - ” نظرية الثنوية 

ابتدأ الفصل الثاني بالقول : إنه بالرغم من أن طريقة الحذف تعطي أسلوباً لحل 
النظام 5-» إلا أنه من الممكن تصورفهم مختلف وأكثر عمقاً لذلك . إن هذا الامر 
ينطبق كذلك على البرمجة الخطية . تحل آلية الإفراد البرنامح الخطي ولكن» فى 
ا لحقيقة e‏ يقع مبدأ الثنوية في مركز أسس هذه النظرية . إنها فكرة بارعة وهى فى الوقت 
فة أساسية بالفسة للتطبيقات ؛ سوف نشرح ذلك بقدر مانفهم . 

إنها تبدأ بالمسألة القياسية : 





المسألة الأصلية أوجد النهاية الصغرى UW‏ »نه ضمن الشروط 5< ×0,4< x‏ 


لكن» الآن» بدلا من أن OS‏ مسألة مكافئة تحتوئ على معادلات عوضاً عن 
متراجحات» فإن الثنوية تحدث مسألة مختلفة تماما . تنطلق ا مسألة الثنوية من ا معطيات 
b,c‏ نفسها ويقلب كل شىء . فى المسألة الاصلية» كانت oe‏ دالة التكلفة b‏ 
فمن الشروط ينما غير Lago‏ فى ULL‏ الرافقة . TEPORE E‏ 
dowel‏ غير ويم المتغير ايد « كجة سطر؟ وتكون الجسوغة We USI‏ 4 
Vuyd Sc‏ من 5< belo Lbs Ar‏ جد القيمة العظمى بدلا من Lol‏ 
الصغرى . أما الشيء الوحيد الذي يبقى كما كان فهو شرط عدم السلبية ؛ المتغير له 
04S om‏ وجب أن يحقق الشرط poo‏ باتعتضار: إن (ثنوية ) مسألة القيمة 


الصغرى هى مسألة قيمة عظمى : 


المسألة المرافقة أوجد النهاية العظمى للدالة طرضمن الشروط <c‏ 4ر,0< y‏ 
i‏ )1( 
المسألة المرافقة لهذه المسألة هى مسألة القيمة الصغرى الاصلية . 
)١(‏ هناك تناظر تام بين المسألتين . بدأنا بإيجاد القيمة الصغرى» ولكن طريقة الإفراد تطبق بشكل 
مشابه على القيمة العظمى . بأي طريق تحل المسألتان فى وقت معاً. 
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من الوضح أنه يجب أن أشرح لك بعض الشىء حول هذه الامور المعكوسة . 
إنها تخفي نوعاً من المنافسة بين القيم الصغرى والقيم العظمى . وأوضح شرح لذلك 
SL‏ من خلال العودة إلى مسألة الحمية التي آمل أن تتبعها مرة أخرى . تحوي مسألة 
La‏ الصخرى Y ypa‏ ثل Llon‏ مخفا تقندم بكميات pe)‏ سالبة) + 
×..., . أما القيود التي عددها m‏ فانها تمثل 7# فيتاميناً مطلوباًء بدلا من الشرط الوحيد 
الذي سبق ذكره حول كمية البروتين اللازمة . العدد . ه يمثل كمية الفيتامين :في 
الطعام j‏ ويتطلب السطر :في النظام 6< ×4 أن تحتوي الوجبة على ذلك الفيتامين 
بكمية لاتقل عن clos . b‏ اذا كانت هي تكلفة الطعام etd J‏ قل الدالة 
cx +. +C X SOx‏ تكلفة الوجبة , T‏ عو بيعل عك الط EAR‏ 

E عن‎ aia 

في المسألة المرافقة» يبيع الصيدلي فيتامينات بدلاً من الطعام . تعتبر أسعاره y‏ 
قابلة للتعديل مادامت غير سالبة . الشرط الرئيسي» على كل حال» هو أنه لايمكن أن 
يتقاضى أكثر من البقال عن كل طعام . لما كان الطعام زيحوي فيتامينات بكميات 
مقدارها La‏ فان السعر الذي يتقاضاه الصيدلي بالكمية المقابلة للفيتامينات لايمكنه 
أن يزيد على تعر البقال e‏ هذا هو القيد Sc‏ ۸«. ضمن هذا القيد» بإمكانه أن يبيع 
كمية مقدارها طمن كل فيتامين بمبلغ اجمالي =y b‏ م «+...+ 6 روه ويسعى جعله 
أعظم ما يمكن . 

يجب أن نتبين أن المجموعتين الملائمتين بالنسبة للمسألتين مختلفتان فيما بينهما 
قاماً. فبينما الأولى مجموعة جزئية من "۸ معينة بالمصفوفة 4 وبممتجه الشروط 
م نجد أن الثانية مجموعة جزئية من OR"‏ تتعين بوساطة منقول 4 والمتجه ». بالرغم 
من ذلك» فانه حينما نأخذ دالتى التكلفة في الحسبان. فإن المسألتين تضمان المعطيات 
نفسها Ae‏ . إن نظرية البرمجة الخطية بأكملهاء مرتبطة بالعلاقة بين هاتين 
المسألتين. تضل مباشرة إلى النتيجة الاساسية : 
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۸ د نظرية الثنوية: إذا كان للمسألة الاصلية أ وللمسألة المرافقة متجه أمثل » فسيكون 
للمسألة المرافقة كذلك وله القيمة ذاتها . تكون النهاية الصغرى WU‏ »> مساوية للنهاية 
العظمى للدالة ob‏ إذا لم يكن هناك حل أمثل» فهناك امكانان: إما أن تكون 
المجموعتان الملائمتان خاليتين أو تكون إحداهما خالية والمسألة الأخرى غير محدودة 
(القيمة العظمى +٠١‏ أو القيمة الصغرى C-‏ 


إذا كان لكل من المسألتين متجه ملائم فان لهما متجهين أمثلين 9x‏ «بالاضافة 
إلى أن م ex =y‏ 

من ناحية رياضية» يسوي ذلك المنافسة بين البقال والصيدلى : الننيجة دائماً 
تعادل . سوف نجحد في نظرية اللعب» نظرية أصغر قيم عظمى مشابهة ونظرية توازن 
Aglia‏ هذه النظريات لاتعني أن المستهلك لايدفع شيئاً مقابل وجبة مثالية» ولا يوجد 
أي سبب اقتصادي كي يفضل الفيتامينات على الطعام . رغم أن الصيدلى يضمن منافسة 
البقال على كل طعام ‏ ومن أجل الطعام الغالي الثمن -مثل زبدة الفول السوداني فإن 
الصيدلي سيبيع بأرخص الأسعار . سنلاحظ أن الأطعمة الغالية ستبتعد عن الوجبة 
المثلى إلا أن النتيجة هي التعادل . 

يكن لهذه النتيجة أن تظهر كش-مات› إلا أنني آمل أن لاتكون واهماً. يحوي 
المتجه الامثل المعلومات الحاسمة . في المسألة الاصلية» ˆ ×يخبر ما على الشاري أن 
يفعل. في المرافقة «يحدد الاسعار الطبيعية (أو «أسعار الظل» التى يجري وراءها 
الاقتصاد. بقدر ما يعكس نموذجنا الخطي الاقتصاد الحقيقي» تمثل هذه المتجهات 
القرارات التي يجب تنفيذها. لأيزال هناك ضرورة lid‏ بطريقة الإفراد؛ تخبر نا 
نظرية الثنوية عن خواصها الأكثر أهمية . 

Ol day‏ تیدا بال هات قد يبدو لنا واضحاً أنه يهكن للصيدلي أن يرفع 
أسعاره حتى تلائم أسعار البقال ولكن الأمر غير ذلك . بالاحرىء الجزء الأول هو 
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الذي يقع : لما كان يكن تبديل كل طعام بالفيتامين المكافىء له دون زيادة في التكلفة 


فان على كل وجبة مناسبة أن تكون كلفتها مساوية على الاقل» SY‏ سعر يفرضه 
الصيدلى . إنها متراجحة باتجاه واحد» أسعار الصيدلى < أسعار البقال» إلا أنها 


أساسية . إنها تدعى الثنوية الضعيفة» ومن السهل أن نبرهن من أجل كل برنامج 
WA‏ إذا كان دور متجهين ملائمين فى مسألتى النهاية الصغرى والعظمى فانه يتحقق 
مايلى yU sex,‏ . 


اليرهان با أن ال 





ن ملائمان» لذاء فهما يحققان : 
Ax >b 3 yASc‏ 
ويا أن الملاءمة تحوى 0 ×و 20 cy‏ لذاء فإن الضرب الداخلي لن يغير من جهة 
المتراجحات : 
yAx Sex.‏ و Cy) yAx 2 yb‏ 

وبا آن الطرفين الأيسرين متطابقانء لذاء فإننا نحصل على الثنوية الضعيفة 
yb Sex‏ 

cll ole‏ اج gl LAY! ld‏ لحن سهلة Yl SL YI‏ لأنها تمنع هاتين 
المسألتين مرخ أن تكونا غير $a goes‏ إذا كانت ©« تركببرة إلى حد كبير فلا يمكن Ol‏ 
يوجد متجه ملائم × وإلا فاننا سنخالف yb Sex‏ يشكل مشابهء إذا كانت المسألة 
الاضلية غير محدودة_دالة التكلفة عه تسعى إلى مه - » فإنه لايمكن أن يكون للمسألة 
المرافقة متغير < ملائم . 

الأمر الثاني » وهو من الاهمية ذاتها: نستطيع أن نقرر» مباشرة» أن أي متجه 
يحقى المعادلة ٤×‏ = ط gay‏ متجه أمثل . عند تلك النقطةء يتساوى سعر البقال مع سعر 
الصيدلي ونحد الوجبة المثلى والفيتامينات المثلى بحيث لن يكون للمستهلك خيار بين 


الأمرين . 


gO ge VA‏ را 


۸ و إذا کان ×و «متجهين ملائمين وكان 285+ فان دو« أمثلان . 


البرهان: وفقاًل8 ه» ليس هناك متجه ملائم « يمكن أن يجعل 8« أكبر من 
د . با أن «ريحقق هذه القيمة» لذاء فهو أمثل . بشكل مشابه ليس هناك متجه ملائم 
× یکن أن يجعل ×» أقل من SÍ yb‏ د يحقق هذه النهاية الصغرى لابد وأن يكون هو 
الأمثل . 

سنقدم مثالا بنوعين من الطعام ونوعين من الفيتامينات . لاحظ كيف تظهر A”‏ 
عندما نكتب المسألة المرافقة <e OY‏ 4< من أجل متجهات أسطر تعنى "© > "ر 4 من 
الاصلية: أوجد النهاية الصغرى ل :4+ المرافقة : أوجد النهاية العظمى 6y +7y, J‏ 


شرط. bz qini‏ ,0 2 وبر.0 2 ,ل 
2x, +X, 2 6 b‏ شرط 1 > 2y, + Sy,‏ 
Sx, 4 3% 27: ye‏ شراط y, +3y,94‏ 


اختيار 3= ×و 0= ملائم بتكلفة قدرها 3 = 4x‏ × . في المسألة المرافقة» يعطي y,‏ 
0 - ,نر ,1/2 = القيمة نفسها 3= ر7 + 6y‏ . لذا فان هذين المتجهين أمثلان . 

يبدو ذلك سهلاً إلى حد كبير. بالرغم من ذلك لابد لنا من نظرة فاحصة لمعرفة 
مايحصل عندما تصبح المتراجحة Sex‏ طرفي dad‏ ما معادلة . إن ذلك يشبه حساب 
التفاضل حيث الجميع يعلم شرط النهاية العظمى أو النهاية الصغرى : ا مشتقات الأول 
تساوى الصفر . من ناحية أخرى» قد ينسى أن هذا الشرط يتغير تماما عند وجود قيود . 
إن أفضل مثال لذلك هو الخط المستقيم المائل نحو الأعلى» مشتقته لاتساوي الصفر 
lu!‏ لذا يفشل حساب التفاضل cle‏ والقيمة العظمى تقع عند الطرف الأيمن للفترة . 
هذه» تامأ الحالة التى نواجهها فى البرمجة الخطية . هناك متغيرات أكثر والفترة تصبح 
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مجموعة ملائمة ذات أبعاد متعددة» لكن ما يبقى هو أن القيمة العظمى كذلك تقع 
عند قرنة من قرنات المجموعة الملائمة . بلغة طريقة الإفراد» إن هناك حلا أمثل ×وهو 
أساسى : له iS yam‏ غير صفرية فقط . 

المسألة الحقيقية فى البرمجة الخطية هى فى تحديد هذه القرنة. ومن أجل 
ذلك» يجب أن نقبل أن حساب التفاضل ليس › Oyo LE‏ قاقدة. لبس YI‏ سيدا 
من ذلك إذ إن طريقة « معاملات لاغران» سوف تعيدنا إلى المشتقات الصفرية عند 
إيجاد النهايتين العظمى والصغرى . وفى الحقيقةء المتغيرات المرافقة رهى» LE‏ 
معاملات لاغرانج المتعلقة بمسألة إيجاد النهاية الصغرى للدالة cx‏ هذه الخيلة 
هى » أيضاًء مفتاح البرمجة غير الخطية. إن شروط النهايتين العظمى والصغرى 
المقيلاتين سوف تظهر » رياضياء فى المعادلة (۲)» إلا أننا تود أن تعبر غتها هنا بتعابير 


اقتصادية : ستكون الوجبة < واسعار الفيتامينات Ply‏ عندما : 


)\( لا يبيع tee Jl‏ من أى طعام يزيل سعره على سعر الفيتامين المكافىء ; 
(Y)‏ لايطلب الصيدلي أي ثمن لفيتامين متوافر بزيادة في وجبة الطعام . 


فى المثال» 0= × لأن الطعام الثانى غال olde‏ إذ يزيد سعره عن سعر الصيدلي حيث 
أن 4 > :3+ «رمتراجحة فعلية 0>4+ 1 . بشكل مشابه سيكون 0= «إذا زادت كمية 


5 


ie 


الفيتامين :عن ال حد المطلوب ؛ plab) ai)‏ مجاني» وهذا يعني أنه بدون أية قيمة . يتطلب 
المثال سبع وحدات من الفيتامين الثاني إلا أن الوجبة مزودة فعلاً ب 15 Sx 43x‏ . 
وبذلك» نجد 0=,« . بامكانك أن ترى كيف أصبحت نظرية الثنوية مستكملة ؛ فعندما 
يتحقق القيدان e h‏ عندئذ» فقط. يكون لدينا حلان أمثلان . 

من السهل فهم شروط ا ملاءمة الأمثلية هذه بلغة المصفوفات . نقارن ا مخجه × 
بالمتجه b‏ (تذكر أن شرط الملاءمة يتطلب 7< (Ax‏ ونبحث عن المركبات التي تفشل من 
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أجلها المساواة. هذا يقابل الفيتامين الذي ازدادت كميته عن الحاجة المطلوبة» ولذاء 
فإن سعره 0= « . في الوقت نفسه» نقارن 24 ب » ونتوقع أن تقابل المتراجحات الفعلية 
(أطعمة باهظة الثمن)العلاقة 0= + (اهمال الحمية). هذه هي «الشروط المتراخية 
الاضافية" في البرمجة الخطية وشروط 1 (Kuhn - Tucker‏ في البرمجة غير الخطية . 


۸ ز نظرية التوازن: لنفرض أن المتجهين الملائمين ×و «يحققان الشروط المتراخية 
الااضافية : 


(Y) x=0 فإن‎ pA) <c كان‎ llay =0 فإن‎ (Ax) >b إذا كان‎ 
١ J J 1 | | 


CY) Olde 6 المتجهين الامثلين‎ OL وبالعكس‎ ceii y gx يكون‎ 3 A> 


البرهان: المعادلات التي تعتبر مفتاح الحل هى : 
(Y) yb = y(Ax) = (yA)x =c‏ 

عادة تكون المعادلة الوسطى» فقط» أكيدة. أما بالنسبة للمعادلة الأولى فنحن 
نعلم أن 0< gy‏ م< عد ولذاء فإن yb Sy (Ax)‏ . اضافة إلى ذلك» فإن هناك طريقة 
واحدة تتحقق من أجلها المساواة : في كل مرة يقع التناقض ١ <(Ax)‏ » يكون العامل 
( الذي يضرب بهذه ا مركبات مساوياً الصفر . لذاء op‏ هذا التناقض لايضيف شيئاً 
إلى الضرب الداخلي وتبقى المساواة محفوظة . 

× < 0 band الامر صحيح بالنسبة للمعادلة الأخرى: الملاءمة‎ cis 
نحصل على التساوي عندما يتحقق الشرط المتراخي‎ yA Sex Of 4ولذاء‎ Se و‎ 
× فان ذلك سيلغى نتيجة الضرب ب‎ (Ay), > الثاني : إذا كان هناك زيادة فى السعر‎ 
يتركنا ذلك مع ×ء= طرفي المعادلة )1( الاساسية» وهذه المساواة التي تضمن‎ . ae 
ل‎ gx (وهى التى كانت قد ضمنت ) مثالية‎ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب AYA‏ 


برهان الثنوية 

هذا يكفي من أجل المتراجحة sex‏ 5« . لقد كان من السهل برهانهاء ومن 
خلالهاء حصلنا على اختبار سريع للمتجهات الأماثل (إنها تحولها إلى مساواة) . وقد 
اعطيت OVI‏ شروط متراخية لازمة وكافية . الشىء الوحيد الذي لم يعمل هو أن نبين 
أن المساواة ×=« مكنة lee‏ ولن تكتمل نظرية الثنوية قبل أن نحصل على المتجهين 
الامثلين اللذين لا يكن الحصول عليهما بعمليات بسيطة . 

لكي نحصل عليها نعود إلى طريقة الإفراد التي كنا قد حسبنا بواسطتها SAN‏ 
الامثل ×. مسألتنا هي تعيين الحل الامثل «وفي الوقت نفسه توضيح أن الطريقة 
تتوقف في المكان الصحيح المناسب للمسألة المرافقة (بالرغم من أنها صممت لحل 
المسألة اللاصلية). أولاء لنذكر كيف انطلقنا. جعلت المتراجحات 5< Ax‏ التي lasse‏ 
om‏ معادلات بادخال متغيرات التراخي (- :4 =« وإعادة كتابة شروط الملاءمة كما 


يلي : 








(£) Asg | $ |=» ع‎ 


لقد اختارت كل خطوة من خطوات الطريقة Io poem‏ من المصفوفة الكبيرة 
A -1 [‏ لتكون اعمدة اساسية ولإزاحتها (نظرياً على الاقل إذا لم يكن فيزائياً) إلى 
المقدمةء ينتج عن ذلك | BN‏ ]ومء تبعاً لذلك» إزاحة مقابلة في متجه التكلفة 
الطويل 01 ]١‏ واعيد ترتيب مركباته لتصبح [.» fe‏ إن شرط التوقف الذي ينهي 
طريقة الإفراد» كان: B N20‏ ¢- ۴=6. 

نعلم أن الشرط 0< «قد gii‏ أخيراً OY‏ عدد القرنات محدود . وحينئذ تكون 
التكلفة الااصغرية : | 


k no |‏ ع 
cx =|ca ew] 202 |=‏ التكلفة ew Vi‏ & )0( 


YY‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


cP برو سود‎ E Tete ee PEE TES omc ET eh we Ba 
yb =c في ا مسألة ا مرافقة عندئذ يكون من ال مؤكد أن‎ yc BO إذا امكن اختيار‎ 
د. النهاية الصغرى والنهاية العظمى متساويتان. لذا » لابد أن نبين أن « تحقق قيود‎ 
: 4«رو 0< «. علينا أن نبرهن أن‎ sc المسألة المرافقة:‎ 


(7) y[A -1] <[e 0] 


عندما تعاود طريقة الإفراد إزاحة المصفوفة الطويلة والمتجه الطويل فى CV)‏ بهدف 
وضع المتغيرات الاساسية في البداية » فان ذلك يؤدي إلى إعادة ترتيب القيود على 
النحو التالى : 
Sle, cx|‏ إلا (V) g|B‏ 
بالقيية oy =e B` utay‏ فان النصف الأول مساواة أما النصف الثاني فإنه 
fee BONS >.‏ ذلك شرط التوقف 0< الذي نعلم أنه محقق . لذاء فإن y‏ 
ملائم وبذاء تكون نظرية الثنوية قد تم برهانها . بتحديد مكان المصفوفة الحرجة 8 التى 
هي من النوع Xm‏ :”7 والتى هي غير شاذة مادام التردي غير ممكن» تكون طريقة 


x SUIS y do الإفراد قد أو‎ 


اسعار الظل Shadow Prices‏ 
كيف تتغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة مع تغير الطرف الأيمن ٠‏ أو تغير متجه 
التكلفة Se‏ إنه سؤال يرتبط بموضوع تحليل ا حساسية» ويسمح لنا OL‏ نستنبط من 
طريقة الإفراد مجموعة من المعلومات الاضافية التى حتويها . بالنسبة لرجل الاقتصاد 

أو Cyd oy pall‏ كان لهذه الأسغلة حو ل التكلفة الهامقية ASL deal‏ 





إذا سمحنا بتغيرات كبيرة فى 5 أو » فان الحل سوف يتصرف بصورة متوترة . 
فعندما يزداد سعر البيض فسيكون هناك مرحلة يختفى فيها البيض من الغذاء» وبلغة 
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iht | a> |‏ م ذلك أن ال ان eo, Ee‏ رت 
لبر مجة ية » يعني ذلك ان المتغير ... + سوف ينتقل من متغير أساسي إلى متغير 
حر. ولكي نتابع ذلك بدقة» علينا أن ندخل مايسمى بالبرمجة الوسيطية . لكنء إذا 
كانت التغيرات صغيرة» الامر الاكثر احتمالاً» فان القرنة الت ىكانت مثلى تبق MIS‏ 
والمتغيرات الاساسية المختارة لن تتأثر . بتعبير آخر» إن 8و N‏ سوف تظلان كما هما . 
تضمأ يعني ذلك أننا أزحنا المجموعة المواتية قليلاً (بتغيير CB‏ وأننا أملنا قليلاً جماعة 
ol cull‏ لق فت من تلاقفيها eke pens)‏ فإذا كانت هله التغيرات صعيرة يحدث 
الاتصال Vol‏ عند القرنة ذاتها (بإزاحة طفيفة) . 

فى ole‏ طريقة الإفراد. عندما يصبح الاختيار الصحيح للمتغيرات الاساسية 
معلوماًء تكون الأعمدة المقابلة لها من المصفوفة 4 مصفوفة أساسية B‏ . عند تلك 

c B b =y 7 = التكلفة الأصغرية‎ 

وعلى هذاء Old‏ تغيراً مقداره Ab‏ سوف يغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة يما 

Ab dale‏ «. يعطى cy‏ حل المسألة المرافقة» معدل تغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
Jb D| ol dew Cy yee‏ ند عی مر y LS‏ أسعار الظل وهذا gare yal‏ ل ؟ 

إذا ازداذ الطلب على الفيتامين ط بمعدل 4 وكان سعر الصيدلى :2 وكان مزاحماً. 
JEW LE‏ فان كلفة الغذاء (سواء من عند الصيدلى أو البقال) ستزداد بمقدار 
]نز : فى SILI‏ يكون فيها ] ضفرا سيكون الفيقامين By‏ سلعة مجانية» ليس 

سوف نعرض الآن سؤالاً مختلفاً. لنفرض أننا نصر على أن تحوى وجبة الطعام 
على دالة التكلفة ؟ 

لو كان البيض ضمن الوجبة المثلى لما كان هناك أي تغيرفالمتطلب الجديد متحقق 
سلفاً وليس هناك أي إضافة في التكلفة» ولكن» إذا كان البيض خارج الوجبة فإن 





Vee‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ذلك يكلف بعض الشيء وجب إضافة المقدار 5. الزيادة لم تكن الثمن الكامل ‏ 
Ss,‏ الناسوق تفاع من etl a‏ برا هذه الزيادة محكومة 
فعلاً ب فرق التكلفة» للبيض ثمن البيض ناقصاً الثمن الذي دفعناه لمكافئه من الطعاء 
الرخيض . OL‏ ذلك » نعود إلى المعادلة (؟) من البند (Y-A)‏ 
baias‏ ورمع Cp Njip tab berry‏ سيرم 

إذا كان البيض هو المتغير AI‏ الأول فان زيادة المركبة الأولى من .+ بمقدارة 
يزيد التكلفة بمقدار 5 . لذاء فإن التكلفة الحقيقية هي ” . بصورة مشابهة » يعطى 
المتجه ‏ التكلفة الفعلية لجميع الاطعمة غير الاساسية_التغير في التكلفة الكلية وكذلك 
صفر الحد الأدنى ل ×(قيد عدم السلبية) قد تحولا صعوداً. نعلم أن 0< e r‏ بسبب 
كون ذلك اختبار التوقف ؛ يظهر لنا الاقتصاد الشيء ذاته؛ أي أن السعر المنخفض 
للبيض لايمكن أن يكون سالباً أو سيدخل فى نظام الحمية . 


نظرية المتراجحات 

هناك أكثر من طريقة لمعالجة الثنوية. إن الأسلوب الذي اتبعناه لبرهان 
Sml ll‏ 

cx‏ > طر» ثم استخدام طريقة الإفراد للوصول إلى المساواة ‏ كان شرطاً 
مناسباً . إذ إن تلك الطريقة قد وطدت من قبل» ولكن »على كل حال» فقد كان 
برهاناً مطولاً. be, alsa call‏ باه ]إن yx’‏ “وقد حسما فعلة . BAO,‏ 
باختصار إلى أسلوب مختلف يستبعد آلية خوارزمية الإفراد ويتجه مباشرة إلى 
الهندسة . اعتقد أن الافكار الرئيسية ستكون واضحة (وربما أوضح) إن نحن اهملنا 
بعض التفاصيل . 

إن أفضل توضيح لهذا الأسلوب يأتي من خلال النظرية الأساسية فى الجبر 
الخطي . تذكر أن المسألة المطروحة في الباب الثاني كانت حل المسألة b‏ -+4 أي إيجاد 


pe 
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eb‏ فضاء اعمدة 4 . بعد الحذف وبعد الفضاءات الحزثية الأربعة الأساسية› 
أجيب على مسألة قابلية الحل بطريقة مختلفة » LE‏ فى التمرين .)١١-١-۳(‏ 


۸ ح إما أن يكون للنظام ظ = ×4 حل أو أن هناك « بحيث يكون 4-0نرو #0 (2 . 


هذه هى نظرية البديل» إذ ail‏ من المستحيل إيجاد :دو « معاً: إذا كانت Ax=b‏ 
ob‏ ذلك يؤدي إلى #0 yAx = yb‏ وهذا يتناقض مع dal . yAr=0r=0‏ الفضاءات 
الجزئية » تعني نظرية البديل ما يلي : إما أن ينتمي 5 إلى فضاء اعمدة 4 وإلا فإن له 
مركبة غير صفرية موجودة في الفضاء الجزئي العمودي الذي هو الفضاء الصفري 
Erm)‏ . تلك المركبة هي hae te gladly‏ 

من أجل المتراجحاتء نود أن نجد نظرية من النوع ذاته . الموقع الصحيح للبداية 
هو نظام المعادلات Ax = ١‏ ولكن»؛ مع القيد الإضافي 20 ×. السؤال ليس عن حل 
لنظام المعادلات 4-١‏ ولكن عن حل غير سالب . بقول أخر» متى تكون المجموعة 
المواتية غير خالية فى المسألة ذات القيود الممثلة بمعادلات ؟ 

للاجابة عن هذا السؤال » ننظر ثانية إلى تراكيب اعمدة 4.. في الباب الثاني » 
عندما كان أي متجه × مقب ولا كان من الممكن أن يكون ط في آي مكان من فراغ الأعمدة . 
أما الآن LL‏ نسمح. فقط » يتراكيب غير سالية e‏ وفى هذه USI‏ لايمكن للمتجهات 
ملء الفضاء الجزئي . بدلا من ذلك» فإنها تمثل بالمنطقة المخروطية المظللة في الشكل 
(I-A)‏ لكل مصفوفة من النوع ۸ ×”» يوجد «عموداً في فضاء ذي Ásum‏ 
ويصبح المخروط هرما مفتوحاً. في الشكل المذكور. يوجد del‏ أعمدة فى Laas‏ 
)1( لابد أنك لاحظت أن هذا البرهان ليس بناء ! إذ Lil‏ نعلم فقط أن المركبة موجودة في الفضاء 

الصفري الايسر أو أن 5 ينتمى إلى فضاء الاعمدة . 


wI‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 





ثنائي البعد و 4 من النوع 2×4 . إذا انتمت b‏ إلى هذا المخروط 
غير سالب للنظام ۲= ×4 وإلا فلا يوجد ذلك . 
مشكلتنا الآن هى أن نتعرف على البديل : ماذا يحدث لو أن «وقعت خارج 


الملخروط؟ هذا الا مكان موضح بالشكل (۷-۸) وبإمكانك تفسير الشكل الهندسى 


فسيكون هناك حل 












ent 
0 yan 
PEM aad 
thre, 
Aa PL 
LETRAS TT ARA 
1 0 فيك‎ uf Te ta Ea ١ 
1 H 7 ل‎ a 
Ek column 2 
s ET = 


- column 4 


pet‏ د النظر . هناك «مستو زائد فاصل» يمر بنقطة الاصل ونجحد أن 0 يقع في جهة من 
هذا المستوي بينما يقع كامل المخروط في الجهة الأخرى (كلمة زائد الملحقة تعني. 
فقط »أن ote‏ الابعاد كبير؛ يتكون المستوى » كالمعتاد »من المتجهات العمودية 
على متجه ثابت «). الجداء الداخلى ل « ب م سالب OY‏ قياس زاويتهما يزيد على 
4" بينما الجداء الداخلي ل ر باق A spd pee‏ موجب . بلغةالمصفوفات هذا 
يعني أن 0 > yb‏ و 0 < 4نروهذا يثل البديل الذي كنا نبحث عنه . 

۸ ط إما أن يكون للنظام 6 = Ar‏ حل غير سالب وإلا فانه يوجد متجه « بحیث 


يكون 20 yA‏ 0 > ضر 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب 1Y‏ 





P 


شكل (۷-۸) . ط يقع خارج المخروط مفصولا بالمستوي العمودي على y‏ 


هذه هى نظرية ا مستوي الزائد الفاصل » وهى نظرية أساسية فى الاقتصاد الرياضى › 
أحد المراجع لبرهانها هو كتاب Gale‏ حول نظرية النماذج الاقتصادية الخطية . 
مثال: إذا كان 4-7 فإن المخروط المقابل هو الربع الأول الموجب. أي 


ذلك الربع هو تركيب غير سالب للأعمدة : . 
سه mlm wel Bl‏ 
إذا كان 0-7 فإن b= raf?‏ 








يتحقق البديل الثاني من أجل كل 5 واقع خارج الربع الأول : 


| a ei | | ty | wees 
7 == a | — > —_ l — 
yb 3 تعطى 0 < ۸ ر إلا اف‎ y=[0 I] OV b=|_3 إذاكان|‎ 


ھچ 
aa‏ 


هنا المحور (العمود على محور «) يفصل عن الربع الموجب . 

تقودنا هذه النظرية مباشرة إلى متتالية كاملة من بدائل مشابهة (انظر (Gale‏ في 
الحقيقة» قل تعتقد أنه عندما يكون بديلان فإن أحدهما يمنع الآخر. فادا لم يتحقق 
أحدهما فلابد أن يتحقق الآخر . مثال ذلك» من المستحيل لفضاء جزئي 5 ومتممه 


۲۸ ابر اطي وتطبيقاتة 


لمتعامد 5 أن يحويا معأ متجهات موجبة : سيكون جداؤهما الداخلى موجباً بينما 
يلوق Aybala‏ من جية أعرى: ليس هن 
المؤكد تماما أن 5 أو “5 يحوي متجهاً موجباً » يکن أن يكون 5 محوز + و 
٠‏ ك محور cy‏ فى هذه الحالةء يحويان » فقط e‏ المتجهين شبه الموجبين [0 11و 
]1 0]. مما يجدر ذكره هو أن نظرية البدائل الضعيفة هذه صالحة للعمل . إما أن 
le ples Cpe‏ + أو یوی eS‏ شه مرجب 3 دما OS‏ کو +5 
مستقيمين متعامدين فى المستوي فمن السهل أن نرى أن واحداً منهما يجب أن يدخل 
الربع الأول؛ لكن الأمر ليس واضحاً لى فى الابعاد العليا . 

بالنسبة للبرمجة الخطية » تظهر البدائل المهمة. عندما تكون القيود متراجحات 
على عكس dle‏ المعادلات . 


مي إما أن يكون للنظام Ax >b‏ حل غير سالب وإلا فان هناك متجه ( بحيث يكون 


.y SO svb< 0 syA2 0 


Nos‏ 35 بسهو i‏ من Cb A‏ باستخدام المتغيرات المتراخية w=Ax-b‏ لتحويل المتراجحة 
ل معادلة : 


إذا لم يكن لهذه المعادلة حل يحقق 0< ×و 0<« فإنه » حسب ۸ ي» يجب أن يوجد 
( بحيث يكون : 

yla -7 |= [O Ol yo <o. 
البديل الآخر في ۸ ي وهذه هي النتيجة التى تؤدي إلى برهان غير بناء‎ Sede هذا هو‎ 
في نظرية الثنوية . ولكننا وعدنا أن نتمسك بالهندسة ونهمل التفاصيل الجبرية ولقد‎ 
de gS UL التر ما‎ 


۸= أ 


۲-۳-۸ 


LTA 


1-Y-A 
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ماهي المسألة المرافقة للمسألة الآتية : إيجاد القيمة الصغرى للدالة 
,×+ نداضمن الشروط 0 AF 2 11g 2t 24 9x, 0 9x,‏ 
أوجد حل DLL‏ ومرافقتها وحقق كون النهاية الصغرى تساوي النهاية 
العم : 

ماهي المسألة المرافقة فة للمسألة ال ةة : إيجاد القيمة العظمى ل ,(رضمن 
الشروط 20 :رو 0 < ,رو 3< Py +y‏ أوجد حل هذه المسألة ومرافقتها. 
لنفرض أن ۸هي مصفوفة الوحدة (حيث (mean‏ وأن المتجهين be‏ غير 
gta a‏ وضح لاذا يعتبر م - دحلا أمثل لسألة القيمة الصغرى . أوجد 
"رفي مسألة القيمة العظمى وتحقق من أن القيمتين متساويتان. إذا كانت 
المركبة الأولى ل loo‏ فماذا يكون بهد cy gx‏ 

کون مثالا من النوع | × ایکون فيه 5 4و 0 2 ×عیر ملائم» 
والمسألة المرافقة غير محدودة . 

منطلقاً بالمصفوفة | Ag 1 s‏ اختر و e‏ بحيث تكون المجموعتان 
الملائمتان 26 عم , 0 < „gale y > 0,yA Sc ax‏ 

إذا كانت pole‏ فاو cde gee gb‏ بين أن كلا من المسألتين الأصلية 
والموافقة ملاكمة : 

بن آنا جهن (1.1.1.0) -ندو (11,0,1) y=‏ ملائمان فى المسألة الاصلية 


والمرافقة حت : 


Ts 


A 


۹-۳-۸ 


{PLA 


١ \-T=A 


\¥-Y-A 





ثمء بعد حساب eyb gex‏ بين كيف يمكنك أن تعلم أن هذين الحلين 
أمثلان . | 

حقق أن المتجهين الواردين فى التمرين السابق يحققان شروط التراخى 
الإضافية CY)‏ وأوجد متراجحة التراخي في كل من المسألة الاصلية 
والمسألة المرافقة . 

لنفرض أن : | | |- ء A =| 7 | ۰ =| | i‏ أوجد الحل الامثل 
دوكذلك Gad yy‏ من شروط الشراخى الإضافية (وكذلك 
(yb = ex‏ 

إذا كانت المسألة الاصلية مقيدة بمعادلات بدلا من متراجحات_أوجد 
القيمة الضغرى للدالة «ءضمهة الشروط phaea < 0 Arb‏ 
يكون الشرط 0< رقد أهمل فى المسألة المرافقة : أوجد القيمة العظمى 
ل مرضمن الشروط >> 4 . بين أن المتراجحة yb > cx‏ لاتزال محققة 
ISU. bs‏ کان so‏ دضرورياً في (۱) وغير ضرورى هنا ؟ يمكن لهذه 
الثنوية الضعيفة أن تكتمل إلى الثنوية الكلية . 

)1( بدون طريقة الإفراد. أوجد النهاية الصغرى للتكلفة ×4 + :3 + Sx‏ 
یت القيود 0 x 20, x,‏ ,)( = × ,ا2 x +x +x‏ 

(ب) ماهو شكل المجموعة الملائمة ؟ 

(ج) ale‏ المسألة المرافقة وما هو حلها ؟ 

إذا كان للمسألة الاصلية الحل الامثل الوحيد ×» فكيف يمكنك أن 
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توضح أن تغيراً بسيطاً في » سوف يبقي × حلا أمثل . 

٠۳-۳-۸‏ إذا كان ثمن الستيك (قطعة لحم) 3 5= » وزبدة الفول السوداني 
0-2 وأنهما يعطيان وحدتين ووحدة واحدة من البروتبين على الترتيب 
(المطلوب أربع وحدات) فأوجد سعر الظل للبروتين والسعر المنخفض 
لزبدة المول السودانى . 

٠٤-۳-۸‏ إذاكانت | 4-1 » فصف المخروط الناشىء عن تراكيب اعمدتها غير 
السالبة» وإذا كان 5 واقعاًداخل المخروط. مثلاً (3,2) = cb‏ فماهو 
المتجه + الملائم ؟ إذا كان ط واقعاً خارج choy Sell‏ مثلاً (0.1) b=‏ فما هو 
المخجه « الذى يحقق البديل ؟ 

٠١-۳-۸‏ في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة» هل بامكانك إيجاد ستة متجهات بحيث 
We‏ مخروط تراكيبها غير السالبةالفضاء كله؟ ماذا تقول 
لأربعةمتجهات؟ 

۱١-۳-۸‏ استخدم ۸ ح كي تبين أنه لايوجد حل للمسألة الآتية OW‏ البديل 


۱۷-۳-۸ استخدم ۸ ط کی تبين أنه لايوجد حل غير سالب (لأن البديل متحقق) : 


۱۸-۳-۸ بين أن البديلين فى ۸ ی: ,0 < ۸ر ,0< (Ax 2b,x‏ 
<0,y > 0(‏ ونع لامک أن les Litas‏ . وشا تقد ; 


WY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


٤-۸‏ نماذج الشبكة 

لبعض البرامج الخطية بنية تجعل إيجاد حل لها أمراً سريعاً . لقد كان 
ذلك ضحيحاً في حل المعادلات الخطية فى حالة المصفوفات الجزئية » عندما 
تتواضع العناصر غير الصفرية قرب القطر الرئيسي . فى البرمجة الخطية » عندما 
كانت A‏ مستطيلة . فقد كنا نهتم فى صنف خاص من المسائل تعرف ببرامج 
الشبكات . مصفوفة ذلك مصفوفة ورود عناصرها 1+ أو (الاغلب أصفار) تحوى 
خطوات المحور فقط جمعاً وطرحاً. يكن هنا حل مسائل أكبر من المعتاد . 

لحسن الحظ » تدخل الشبكات في كل أنواع التطبيقات . فتدفق المنتجات أو 
البشر أو السيارات» كل ذلك خاضع لقانون التيار لكيرتشوف . لاتنوجد السيارات 
ولا تتلف فى العقد. من أجل الغاز والزيت cella‏ صممت برمجة الشبكات أنظمة 
Gob‏ کانت أن خص بلايين الدولارات من الشبكات الحديثة (غير المثلى) التصميم . 
ولقدحلت مسالة الزواج - كيف يمكن جعل ote‏ عمليات الزواج في نهايته العظمى 
عندما يكون للخطيبة حق النقض . ليس ذلك هو المسألة الحقيقية ولكنها بعض مايمكن 
deep!‏ السركات ab‏ 

gal‏ نماذج الشبكات ظاهر في الشكل (A.A)‏ إنها مسألة جعل التدفق فى 
نهايته العظمى انطلاقاً من المنبع (العقدة )١‏ إلى المصب (العقدة CO‏ القيود هي سعات 
ا لخطوط . لايمكن للتدفق أن يزيد على هذه السعات» الانجاه معين بالاسهم الت 
لاعظمی . 
٠‏ لايمكن عكسهاء يكن حل ذلك دون مرجع نظري » ماهو التدفق الاعظم من 
اليسار إلى اليمين ؟ 

المجاهيل في هذه المسألة هي الكميات المنقولة دمن العقدة :إلى العقدة j‏ 
قيود السعات هي x se‏ التدفق غير سالب (يجري MEL‏ السهم). ودالة التكلفة 


1 
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شكل AAJ‏ شبكة ذات منبع وحوض وسعات وقاطع : مسألة التدفق . 
a‏ > التدفق الذي يمكننا إدعاء عودته من خلال الأنبوب المنقط.. بزيادة التدفق 


الراجع ox‏ نز يد التدفق الكل فى أله لقب 
هناك قيد آخر يجب ذكرة . إنه «قانون الحفظ» الذى يقول : التدفق الداخل فى 


(\) xn > xy, 20 , jHl2....6.,)5 
2 Ds J لكل‎ 
+ والتدفق الخارج هو‎ cl انقادم مين جتميع العقيد‎ a التدفق فى العقدة زهو‎ 
A×ةروصلاب‎ (1) التوازن الظاهر فى المعادلة‎ als الذاهب ا ي العقد 5 يمكن‎ 
حت هي مصفوفة الورود عقدة  ضلع  حيث لكل عقدة سطر ولكل ضلع‎ = 0 
. عمو د‎ 


os 
|| 
i 
l 


Xiz Xiz ود‎ Xz, X34 Rag X6 X so Xol 
=] -i 1 


1٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لقانون كيرتشوف 0= 4٨‏ الذي هو نظام من النوع ۰6×9 حتماًء حل . نريد حلا 

بالنظر فى السعات باتجاه المصب » نلاحظ أن التدفق لايمكنه أن يتجاوز 
6+17 . هل يمكن انجاز ذلك ؟ يمكن لتدفق فى )2( أن يجري فى الطريق | 
اهدقع ويمكن لتدفق في (3) أن يجري في ١‏ -1-3-4-6. تدفق اضافي فی (1) 
يمكنه أن يأخذ الطريق الاخفض 1 -6- 1-3-5 التدفق الكلى ” » وليس من الممكن أن 
يكون أكث رمن ذلك . كيف يمكنك أن تبرهن أنه قد أمكن الوضول إلى القيمة العظم ؟ 

طريقة التجربة والخطأ مقنعة ولكن الرياضيات حاسمة : الطريقة هي إيجاد مقطع 
في الشبكة تكون فيه السعات كاملة . يفصل القاطع العقدتين 5و 6 عن باقى العقد. 
للاضلاع الثلاثة التي تتقدم قاطعة المقطع سعة كلية 2+3+1-6 ولايمكن لاكثر من 
ذلك أن يمر . تقول الثنوية الضعيفة إن كل مقطع يمثل حداً للتدفق ASU‏ وتقول الثنوية 
الكلية إنه يكن للمقطع ذي السعة الاصغرية (المقطع الاصغري) أن يمتلىء بتدفق ممكن 


اګجاره. 


SA‏ نظرية التدفق الاعظمي -المقطع الأصغري . التدفق الأعظمى فى شبكة 


بقول دقيق يمكننا أن نقول ل مقطع اصغري» لأنه يكن أن تكون لمقاطع متعددة. 
السعة ذاتها. يقسم مقطع العقد إلى فئتين 5و 7 حيث المنبع في 5 والمصب في T‏ 
. تساوي سعتاهما مجموع سعات جميع الخطوط من ؟ إلى 7. 

برهان كون التدفق الأعظمي يساوي ا مقطع الأصغري . من ال مؤكد أنه لايمهكن 
للتدفق أن يكون أكبر من سعة أي مقطع » با في ذلك المقطع الأصغري . المسألة الاكثر 
صعوبة هنا وفي كل مسائل الثنوية» هي برهان إمكان الوصول إلى المساواة . 
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افرض تدفقاً Lekei‏ افحص جميع العقد التي من الممكن أن يصل إليها » من 
المنبع » تدفق اضافي دون أن يزيد على سعة كل خط . تتصل هذه العقد مع المنبع من 
خلال الفئة 5 . يجب أن يكون المصب مرتبطأً بالفئة الأخرى 7(أو أنها سيصلها زيادة 
في التدفق). يجب أن يكون كل خط متصل بالمقطع eee‏ وإلا فسيذهب تدفق اضافي 
إلى عقدة فى 7. لذاء فإن التدفق سيمل هذا المقطع بمقدار سعته. وبذلك نكون قد 
تورضلنا إلى المساواة: 

يستدعي ذلك طريقة لإيجاد تدفق اعظمي : تحقق فيما إذا كان في أحد الطرق 
سعة لم تستخدم واضف تدفقاً على طول الطريق الموسع . كل خطوة تحسب السعات 
الباقية وتقرر ما إذا كان المصب معزولاً عن المتبع أو أنه يكن زيادة التدفق . العملية 
منظمة من قبل طريقة التمييز التي تيز كل عقدة من $ بالعقدة التي تعطيها التدفق 
وتسمح لك أن تعود لتجد طريقاً لتدفق اضافي . 





الشكل A)‏ - 9). شبكة مسألة الزواج . 


الشكل (۹-۸ CÍ‏ يبين شبكة ثانية وتدفقاً SLU‏ للانجاز. كل السعات ( من اليسار 


wi‏ اير اطي وتطيقات 


إلى اليمين) تساوي ١‏ . يظهر أن عقدتي الذروة وعقدتى الحضيض ٠.‏ فقط »يكن أن 
يصلها زيادة في التدفق ‏ لكن الامر ليس كذلك . يمكن للتدفق الزائد أن يعود ضمن 
أحد الخطوط وبالتالي يلغي تدفقاً موجوداً ‏ شرط أن يصل أخيراً إلى المصب شكل 
٩-۸(‏ ب). عندما يضاف هذا التدفق يصبح التدفق الكلي ٠‏ وهو التدفق الأعظمي . 
المقطع الأصغري مرسوم» Lal‏ في هذا JS‏ إنه يقطع BU‏ خطوط . 


مسألة الزواج 

نفرض أننا أمام أربعة رجال وأربع نسوة . بعض الارتباطات الستة عشر منسجمة 
والبعض الآخرء مع الاسف. غير ذلك . متى يمكن وجود LS‏ تام لكل فرد متزوج؟ 
إذا كان الجبر الخطي قادراً على العمل في فضاء ذي عشرين بعداً» فان بامكانه معالجة 
مسألة الزواج العادية . 

هناك طريقتان لعرض هذه المسألة ‏ بالمصفوفات أو بالبيانات . المصفوفة تحوى 
أصفاراً ووحداناً- 0= م إذا كانت المرأة ؛والرجل غير منسجمين و 1= Bla‏ 
LIS‏ مستعدين للتجربة . وهكذا يعطي السطر ١‏ اختيار المرأة ¡ ويقابل العمود زالرجل 
ر GUS Je‏ 


يقع البيان المقابل في الشكل (4-4). باهمال المنبع والمصبء يبقى هناك أربع 
عقد في اليسار وأربع عقد في اليمين . تقابل الأضلاع الواصلة بينها الوحدان فى 
المصفوفة . لايوجد خط يصل بين المرأة الأولى والرجل الرابع» ونجد في المصفوفة 


oa =f 
d 


| 


يظهر التناسق الكامل )131 كان (Le‏ باربعة وحدان واقعة فى المصفوفة . عليها 
أن تأتي من أربعة أسطر مختلفة وأربعة أعمدة مختلفة أيضاً» OY‏ تعدد الزوجات غير 
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مسموح . إن ذلك مشابه لإيجاد مصفوفة مبادلة من عناصر 4 غير الصفرية . يجب أن 
يكون فى البيان أربعة اضلاع -بدون عقد مشتركة . إذا عدنا إلى المنبع والمصب» وأرسلنا 
وحدة تدفق في كل ضلع من المجموعة المتناسقة» فانه يجب أن يكون التدفق الكلي 
مساوياً ٤‏ . سيكون التدفق الأعظمي أقل من ٤‏ عندما يكون تناسق AS‏ غير 
St‏ 

في المثال» التدفق الاعظمي كان ثلاثة . الق رن 44 , 2-2 ,1-1 مكنة (وهناك 
pases‏ عات أخرى متعددة مكو نة من ثلاثة COS‏ ولكن من غير الممكن الوصوك إلى 
أربعة . نريد أن نري لماذا ذلك غير ممكرة ء نطريقة تطبيق ذلك على مضفوفة 0-1 . 

في البيان. للمسألة مقطع اصغري » إنه يفصل أمرأتين في الجزء الاسفل الايسر 
عن ثلاثة رجال من اليمين الاعلى . لهاتين المرآتين رجل واحد للاختيار_إنه غير كاف . 
للرجال الثلاثة إمرأتان فقط(الاثنتان الأوليان) . يتوضح الشكل بالمصفوفة» حيث : 

. السطران ۳و٤ لايحويان عناصر غير صفرية إلا في العمود ؛‎ )١( 

. 5و١ غير صفرية إلا فى السطرين‎ pole لاتحوي‎ ”,7,١ الاعمدة‎ )١( 

عندما توجدمجموعة جزئية مكونة من k‏ إمرأة يلائمه ن أقل من k‏ رجلا » فإن 
تناسقاً Us‏ غير مكن . نريد أن نبين أنه من أجل مصفوفات من أي حجم» يكون ذلك 
هو المعيار الحاسم . 

يمكن التعبير عن النتيجة باشكال متعددة مختلفة : 

)١(‏ (في الشطرنج) من المستحيل وضع أربعة رخوخ في مربعات لوحدان بطريقة 
لايمكن لرخ أن يميت رخا آخر . 

)1( (فى الثنوية ) يمكن احتواء الوحدان في مصفوفة في أقل من أربعة خطوط . 
العدد الأدنى للخطوط المحتوية (أفقية ورأسية) هو Y‏ وذلك يساوي العدد الأعلى 
لمرن الزواج . 

)¥( (فى ا جير ا خطي) لكل مصفوفة لها أصفار Kela‏ لای pols‏ 
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أخذ امكنة الوحدان-هى مصفوفة شاذة. محددتها تساوي الصفر . 

تذكر أن المحددة مجموع 4!=24 حداً. يستخدم كل حد الأسطر الأربعة 
والأعمدة الأربعة. بسبب وجود الاصفار في 4» فان هذه الحدود ال 24 يساوي كل 
منها الصفر . لذا » فالمحددة تساوى الصفر . 

في هذا ا مثال» يمنع وجود كتلة من الاصفار قراناًكاملاً. المصفوفة الجزئية المكونة 
من السطرين ٤,۳‏ و الاعمدة ١‏ , ۲, ٣هي‏ مصفوفة جزئية من النوع 3 ×2-إنها 
مكونة من اصفار بصورة كاملة . القاعدة العامة من أجل مصفوفة من النوع Xn‏ 
en‏ هي : إن وجود كتلة أصفار من النوع x g‏ م ace‏ قراناً إذا كان >n‏ بنجم . للتمرين 
ALS 8-1-5‏ أصفار من النوع 3< 3 و 5= en‏ يؤدي ذلك إلى كون محددتها صفراً. 
في مسألة الزواج» يكن للنساء الثلاث أن يتزوجن » فقط. الرجلين الباقيين . إذا امكن 
زواج مإمرأة من +-” رجلا وكان 4- ”< «(الامر المشابه لحالة الكتلة الصفرية حيث 
(p+ <‏ فان قراناً كاملاً غير ممكن . 

المسألة الرياضية هي برهان العكس . إذا لم توجد كتلة كبيرة من الأصفار فإننا 
سنبرهن أنه من الممكن أن لاتكون المحددة صفراً. إذا كانت كل مجموعة p‏ إمرأة 
يرضين م رجلا على الاقل» فان القران الكامل ممكن . إن ذلك شر Hall b‏ يطبق على 
المجموعات من آي حجم كان : يجب أن ترضي كل امرأة رجلا واحداً على الاقل. 
يجب على كل امرأتين أن يرضيا رجلين على الاقل وهكذا حتى pan‏ 


. Hall إذا وإذا فقط تحقق شرط‎ Ke يكون قران كامل‎ SA 





م 
كم 


حتماء إن شرط Hall‏ ضرورى : إذا اعجبت م إمرأة أقل من مرجلا فان القران 
الكامل غير تمكن . المسألة الصعبة هو إيجاد القران- أو be Os pj‏ وود واحد _ 
عندما يوافق الوضع شرط .Hall‏ هناك دراسة تستخدم الاستقراء الرياضى على من 
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دون تكوين المجموعة المتناسقة Wad‏ . نفضل أن ننظر فى مسألة الشبكات وتدفقها 
الاعظمي . 

البرهان سهل» إذا كانت السعات en‏ بدلا من وحدان على الاضلاع التي 
تلاقي الاوسط منها مقابلة بذلك الوحدان في المصفوفة . تبقى السعات خارج المنبع 
عن مين وعن يسار اللضبة gle‏ الواحد.. شكل CV =A)‏ إذا كان العدفق 
الاعظمي On‏ الاضلاع التي تبدأ من المنبع وتتجه نحو المصب هتلىء ‏ ويبقى التدفق 
فوجودا LIS‏ الآمر الذى يعين SCY Lette a lelia‏ و dg‏ مرجم فة متاس 
والتدفق الاعظم أقل من Ol‏ هناك مقطعاً مسؤولاً عن ذلك . 

قديكون لهذا المقطع سعة أقل من . لنفرض أن العقد WW‏ مم السعا a PE‏ 
Ml‏ من اليمين واقعة مع المنبع في 5 . السعة التي تقطع هذا المقطع هي ٠-0‏ اعتبارا 
من المنبع إلى باقي النساء و من هؤلاء الرجال إلى المصب . لما كانت سعة المقطع أقل من 
lan‏ لايوجد ضلع ينطلق من ان إلى بقية الرجال . النساء ال م تلائم , رجلا 
. لكن السعة ptr‏ # هي أقل من «#عندذما يكون pr>r‏ 





شكل .)٠١ - A)‏ سعة مقطع أقل من PS en‏ تام غير تمكن . 
عندما يكون التدفق اللاعظمى أقل من OL en‏ ذلك مين Ol‏ شرط Hall‏ قد 


فشل . عندما يتحقق شرط Ob Hall‏ طريقة الوسم التي توجد التدفق الاعظمى توجد 


بق این ae‏ وتطييقات 


فى الوقت ذاته من أجل هذه الشبكة الخاصة_قراناً SEIS‏ فى كل الاحوال» سنجد 
أكبر قران ممكن . 


الشجرة الممتدة والطريقة الجشعة 

من نماذج الشبكة الاساسية مسألة الطريق الاكثر قصراً-حيث للأضلاع أطوال 
Lays‏ عن سعات وتريد pall pr‏ طريق من التبم إلى eel‏ إذا كانت الأضلاع 
خطوط هاتف والأطوال هي زمن التأخرء فاننا نجد أسرع طريق لمكالمة . إذا كانت 
العقد حواسيب فإننا نكون أمام شبكة مثل 4828410587 التى JE‏ مسألة الطريق 
الاصغري باستمرار وآنياً تقريباً. 

هناك مسألة قريبة الشبه بدون منبع ومصب» هي إيجاد أقصر شجرة ممتدة- 
مكونة من مجموعة من ١‏ -” تربط ضلعاً مجتمعة جميع عقد شبكة . عوضاً عن 
الاجتياز بسرعة بين عقدتين خاصتين» فاننا سنيحث OV‏ عن أصغر كلفة للاتصال بين 
جميع العقد. لاتو جد عرى . oY‏ تكلفة ضلع يغلق عروة غير ضرورية ‏ كل مانطابه 
هو طريقة للوصول من كل عقدة إلى كل عقدة أخرى . تصل شجرة متدة بين العقد 
ا خالية من العرى» ونريد أقصر شجرة تقوم بذلك» هناك طريقة واحدة ممكنة : 

(0) انطلق من أى عقدة * وكرر ا خطوة التالية : 

اضف أقصر ضلع يصل الشجرة ا حاضرة بعقدة جديدة . 

في الشكل S601 1-A)‏ أطوال الاضلاع بالترتيب 1,2,7.4,3.6 . الخطوة الأخيرة 
تتخطى الضلع 5 الذي يغلق الحلقة . الطول الكلى 22-هل هو أصغري ؟ لقد قبلنا 
الضلع ذا الطول 7 من قريب وأن الطريقة الثانية تصمد بصورة أكثر . 

(0) اقب ل كون الاضلاع بترتيب متزايد بالاطوال» ارفض كل ضلع يتم عروة . 


ذلك Slow Lasts‏ الشجرة satel‏ اسعتاقية. GN‏ عك جلها زور domly‏ 
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شكل .)١١-(‏ شجرة ENE‏ طولها 22 . 


بلغة البرمجة الخطية» لقد وجدنا القرنة VY gh AM‏ نفوذج التدفق الأعظمي 
كان أكثر بساطة من معظم البرامج الخطية» ولكننا قد انطلقنا هناك Lai‏ بتدفق واحد 
وحسبناه بالتدرج . لقد عملت طريقة الإفراد ولكن ليس هناك ضرورة للفت نظرنا 
إليها-لقد كانت A‏ مصفوفة ورود » تعاملنا معها مباشرة . لقد حلت الآن مسألة الشجرة 
الممتدة بصورة مشابهة للتعويض التراجعي دون خطوات خاطتة . تستخدم أي (A yb‏ 
«Ly‏ طالما أنها مثلى فى كل خطوة» يدعى هذا العرض العام الطريقة ا جشعة . 

Lis (1)‏ شجرة من ۸عقدة» بتكرار ا خطوة التالية : اختر أي شجرة واضف 
الضلع الأصغر طولاً انطلاقاً من هذه الشجرة . 

تععلق الخطوات بالترتيب المختار للاشجار . البقاء بالشجرة ذاتها هي الطريقة 
.)١(‏ أخذ الأطوال مرتبة هى الطريقة )1( يؤدي التنقل خلال جميع الاشجار إلى 
طريقة جديدة (5). يكن دراستها بسهولة» ولكن من أجل مسألة كبيرة» تصبح بنية 
المعطيات حرجة . UL‏ من العقد» يمكن أن يكون هناك مايقرب من مليون ضلع e‏ 
Sil‏ لات ية oat Of Le‏ خلال هده القافرة الل هرة. 

يتم ذلك مدخلنا لنماذج الشبكات . هناك مسائل مهمة متصلة بالقران سهلة 
تقريما : 
١‏ - مسألة التخصيص ال ملائم: نفرض Ol‏ » يقيس أهمية طالب التعيين ¡ 
للوظيفة / . تخصيص الوظائف يستدعى جعل الاهمية الكلية في نهايتها العظمى ‏ 


TEY‏ 2 الخطي وتطبيقاته 


مجموع القياسات i‏ 4 يخصص الوظائف . (إذا كان كل واحد من a‏ صفراً أو واخداً 
تكون DLL‏ مسألة زواج) . 

١‏ - مسالة النقل : نفرض أن التكلفة مثلة بالاضلاع . » والتزويدات في « نقطة 
والطلبات من « متجراً. يؤدي اختيار أرخص . »من مراكز التزويد إلى المتاجر إلى 
جعل التكلفة الكلية x‏ © لظ أصغرية . (إذا كان لكل تزويد وطلب العدد واحد فان 
ذلك مسألة تخصيص hel‏ - أي إرسال شخص واحد لكل وظيفة) . 

۳- تكاليف التدفق : للطرقات هناء سعات وكذلك للتكاليف» تمزج مسألة 
التدفق الاعظمي مع مسألة النقل . ماهو أرخص تدفق خاضع لقيود السعة . 

ا لجزء الفاتن في هذا الموضوع هو تطور الطريقة. عوضاً عن البرهان الثنوي 
للنظرية » نستخدم سعة أول بحث أو عمق أول بحث. لإيجاد التخصيص الامثل أو 
التدفق اللارخص . إن ذلك يشبه طريقة الإفراد بالانطلاق من تدفق موات (قرنة) وإضافة 
تذفق آخر CAINS A Sed pe)‏ تعد oda‏ الطريقة خاصة OY‏ مسائل الشات 
خاصة Lal‏ 

هناك أيضاً تقنية البرمجة الفعالة Dynamic Programing‏ التى تبقى ذات فكرة 
بسيطة : إذا كان الطريق من المنبع إلى المصب مواتياًء فان كل جزء من هذا الطريق 
موات أيضاً. لايوجد أي شىء مفضل للإنطلاق من عقدة من هذا الطريق إلى المسقط . 
ني الحل بالتراجع » بطريقة القرار على مراحل متعددة . في كل مرحلةء تكون BLN‏ 
إلى المصب أصغر من المسافة الجديدة مضاف إليها مسافة قدية : 

المسافة ۲- ×= النهاية الصغرى على رل (المسافة ب + + المسافة (y-t‏ 

إن ذلك هو معادلة Bellman‏ للبرمجة الفعالة في أبسط أشكالها . 

كنت أريد مكاناً أكبر لما يتعلق بالشبكات . إنها بسيطة لكنها جذابة . 
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تمارين 


١-٤-۸‏ أضف فى الشكل (A-A)‏ العدد إلى كل سعة . أوجد بالنظر التدفق 
الاعظمي والمقطع الاصغري . 
۲-٤-۸‏ أوجد التدفق الاعظمي والمقطع الاصغري من أجل الشبكة التالية : 





T= f-A‏ إذا كان بامكانك زيادة سعة كل خط من الشبكة الواردة اعلاه» ماهو 
التغيير الذى سيحدثة أوسع زيادة في التدفق الاعظمي ؟ 

£-£-A‏ ارسم شبكة ذات خمس عقد بسعة قدرها liji‏ » بين العقدة i‏ والعقدة 
رأوجد أكبر تدفق ممكر: من العقدة 1 إلى العقدة 4 . 

t-A‏ =0 العدد الاعظمي للطرقات من SIs ٠‏ بدون اضلاع مشتركة» في بيان 
ماء يساوي العدد الاصغري للاضلاع التى تقطع إزالتها الاتصال بين s‏ 
و ۲ . اربط ذلك بنظرية التدفق الأعظمي والمقطع الأصغري . 

: أوجد مجموعة زواج اعظمية (قران كامل إذا امكن) لما يلي‎ ٦-٤-۸ 

بخطوط ثخينة على أضلاع القران . 





NEE 


V-2-A 


jit- 


\\-2-A 


١١5١-8-48 


۴ 


ړت عع ١‏ 
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من أجل المصفوفة 4 أعلاه» ماهي الاسطر التى تخالف شر ط Hall‏ 
بامتلاكها جميع وحدانها في قليل من الاعمدة ؟ ماهى مصفوفة الاصفار 
الحزئية ذات النوع Xq‏ م التي >n GF‏ نوم ؟ 

كم ote‏ المستقيمات (الافقية والرأسية) الضرورية لتغطية جميع وحدان 
4 الواردة أعلاه F‏ من أجل أية مصفوفة » فسر لماذا تكون الثنوية الضعيفة 
صحيحة : إذا كان × زواجاً مكنا فإن ذلك يأحذ» على الاقل » » مستقيماً 
لتغطية الو حدان . 

1( نفرض أن كل سطر وكل عمود يحوي LE‏ واحدين. برهن أن 
القران الكامل ممكن (بين أنه لايمكن تغطية هذه الوحدان BL‏ من n‏ 


چ 


E E 
يكون من‎ Cd gee (ب) أوجد مثالا لواحدين أ وأكثر لكل سطر وکل‎ 
. أجله القران الكامل غير تمكن‎ 

إذا حوت مصفوفة من النوع 7 ×7 خمسة عشر واحداء برهن أنها 
تسمح بثلاثة قرن على الاقل . 

في مجموعة لانهائية » يكن أن يكون القران الكامل مستحيلاً رغم 
أن شرط Hall‏ محقق . إذا كان السطر الأول وحداناً وكذلك كل 
!= 4» برهن أن آي م سطراً تحوي وحداناً فى م عموداً على الاقل - 
ومع ذلك » فإن القران الكامل غير ممكن . 

إذامثل الشكل ۸-۸ أطوالأعوضأاعن السعات» أوجد pail‏ طريق 
عن + إلى HWS yt‏ سج عله أصغرية. 

طبق الطريقتين OY)‏ و )1( لإيجاد أقصر شجرة ممتدة لشبكة التمرين (/- 
4 -1). 

)1( لماذاتعمل الطريقة الجشعة فى مسألة الشجرة الممتدة ؟ 


۱1۵0-2-٩ 


١ )- ارج‎ 


\V¥=-2-A 
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(ب) بينء بمثال ‏ أنه من الممكن الفشل في إيجاد pail‏ طريق من 8 إلى 
وذلك بالانطلاق بأقصر ضلع . 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 5 × 5 بوحدان تحت وفوق القطر الرئيسي 
مباشرة» أوجد : 

(Í)‏ مجموعة أسطر بوحدان في أقل مايمكن من الأعمدة. 

(ب) مجموعة من الأعمدة بوحدان فى أقل مايمكن من الاسطر. 

)>( مصفوفة جزئية باصفار من النوع م iptg <5 bmp‏ 

)2( أربعة مستقيمات تغطي جميع الوحدان . 

فى مسألة تدفق أعظمي ٠‏ تمثل المتغيرات المتراخية د- ©- w‏ 
الفروق بين السعات والتدفقات . ضع Lou.‏ الشكل TE‏ 
ارتام ge‏ 

فسر SU‏ يكن امداد كل عقدة واقعة تحت المقطع في الشكل (A-A)‏ 


بزيادة تدفق رغم أن في العقدة تدفقاً مباشراً يساوي ١‏ . 


5-8 نظرية اللعب ونظرية أصغر القيم العظمى 
إن أفضل طريقة لشرح مصفوفة اللعب هي أن نعطي مثالا . يوجد OLEY‏ وتبقى 
قواعد اللعب نفسها في كل دورة : 


يرفع اللااعب lu X‏ واعيلة plaga alay‏ وبشكل مستقل يفعل Ys Ul SUIS‏ 
. إذا نفذا الامر نفسه فان Y‏ يربح عشرة دولارات . أما إذا نفذا قرارين مختلفين فان × 


هو الذي يربح - عشرة دولارات إذا رفع يدا واحدة وعشرين دولاراً إذا رفع يديه . 


يمكن تسجيل الربح الصافي ل × بالمصفوفة : 
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a= 20| ¥ يدواحدةمن‎ 
10 10| y فاق‎ 
يدانت يد واحدة‎ 
by X by X 


إذا فكرت لحظة فانك تتوصل إلى فكرة مبدثية لافضل طريقة . من الواضح أن 
× سوف لن يفعل الشيء نفسه دائماً وإلا سوف يقلده ۲ وبالتالي يربح كل شيء . 
كذلك لايمكن ل 7 أن يستمر بطريقة واحدة وإلا فان × سوف يفعل العكس . يجب 
على كلا اللاعبين أن يستخدم طريقة مختلطة . بالاضافة إلى ذلك» يجب أن يكون 
الاختيار عند كل دورة مستقل LLE‏ عن الدورات السابقة. وإلاء فإذا كان هناك مط 
معين في اللعب فان اللاعب الآخر سوف يلاحظ ذلك ويستفيد منه . كذلك الطريقة 
التي تقول : «استمر بالاختيار نفسه طالما أنك تربح وغير اختيارك عندما تخسر ) هى 
بالواضح خاطئة . فبعد فترة من اللعب» سوف يعرف منافسك DL‏ عليه أن يتوقع . 

هذا يدع اللاعبين يجريان الحسابات التالية : يكن أن يقرر OLX‏ سير فع ve‏ 
واحدة باحتمال مقداره ,× ويرفع يديه باحتمال مقداره x= 1x,‏ فى كل مرة» يكون 
القرار AA pte‏ كذلك الامر بالنسبة إلى oily‏ نرمز لاحتماليه ب «رو-1ا-«م 
«. لقد رأينا أنه ينبغى أن لايكون أحد هذه الاحتمالات مساوياً الصفر أو الواحد. 
وإلا فان المنافس سوف يعدل وضعه وفقاً لذلك ويربح . في الوقت ذاته» ليس الأمر 
واضحا Ob‏ الاحتمالات يجب أن 0955 مساوية 61/2 خيث سوف يخسر 7 عشريد 
دولاراً غالبا . (سوف يخسر عشرين دولاراً في ربع الوقت وعشرة دولارات في ربع 
آخر ويربح عشرة دولارات فى نصف الوقت- متوسط الخسارة 0 , ۲ دولاراً وه وأكثر 
ماهو ضروري). لکن كلما زاد ۲ تحركاً نحو رفع يديه كلما زاد × تحركاً نحو رفع يد 
واحدة . 

المسألة الرئيسية هي إيجاد توازن . هل هناك خطة مختلطة بين :دو ,«بحيث لو 
استخدمت بشكل متناسق من قبل اللاعب لآلا ترك ا مز ية لااب pees TX‏ 
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مشابه» هل يمكن أن يختار اللاعب × الاحتمالين »و ,× بحيث يضع اللاعب 7 في 
وضع لايجد فيه مبرراً للتحرك وفق خطته؟ عندما يحصل مثل هذا التوازن» إن وجد» 
فان متوسط ربح اللاعب × سوف يكون قد وصل إلى نقطة سرجية : إنها القيمة 
العظمى بالنسبة إلى × والقيمة الصغرى بالنسبة إلى 7. إيجاد النقطة السرجية يعني 
إيجاد «حل DLL ١‏ اللعب. 

يمكن النظر لتسابات SX‏ يلى : إنه يركب عموديه بالوزنين =x 9X‏ لينشىء 
عموداً جديداً. لنفرض أنه يستخدم الوزنين 3/5 و 2/5 فينتج العمود : 


3/-10],2/ 30| _[2 
J alae H! 


- 10 








مهما كان الامر الذي سيفعله ۲ مقابل هذه ا خطة فانه سوف يخسر دولارين . 
في كل دورة منفردة يكون صافي الربح عشرة دولارات أو عشرين دولاراً ولكن إذا 
رفع Y‏ يدا واحدة » بشكل دائم » فانه سيربح عشرة دولارات في < المدة ويخسرعشرين 
دولاراً فى 2 المدة وهذا يعني أن متوسط خسارته دولاران. وإذا رفع ۲ يديه أو اختار 
خطة مختلطة gh‏ نسبة فان خسارته تبقى دولارين . 

هذا لايعني أن جميع الخطط أمثلية بالنسبة ل ۲ ! إذا كان كسولاً ويستمر برفع 
يدأ واحدة فان × سوف يغير وسيربح عشرين دولاراً . عندئذ » سوف يغير 7 ثم × 
مرة ثانية Jy‏ النهاية» إذا فرضنا Logit‏ ذكيان» فان #وكذلك ×سوف يستقر رأيهما 
على خليط أمثلى . هذا يعني أن Y‏ سوف يركب سطريه بالاوزان gy‏ «- ! محاولا أن 
يحصل على سطر جديد صغير بقدر اللإمكان : 
yıl-10 20) + (1-y, [10 -10[ -]10- 200, -10 + 30y, |‏ 

الخلط الصحيح يجعل المركبتين متساويتين : 10-20y =- 10+ 30y‏ وهذا يعنى 

أن 2/5 - « . بهذا الاختيار» تكون كل من المركبتين مساوية 2» ويصبح السطر 


A‏ ا خبر الخطي وتطسقاته 


الجديد مصفوفة [2 2]. لذا بهذه الخطة لن يخسر ١‏ أكثر من دولارين. فقد 
جعل 1 خسار ته العظمى في نهايتها الصغرى 5 واصغر النهايات العظمى هذه 
تساوى ST‏ التهايات الصسغری الى وجدذت بشكل مستقل ل OX‏ قيمةاللعية 
minimax = max min = $2 A‏ . 

مثل هذه النقطة السرجية poe‏ بالملاحظة لأنها تعنى أن × يلعب خطته الثانية 
خلال الوقت» رغم أن هذه الخطة تعطيه فرصة ربح ٠١‏ دولاراً. بالوقت ذاته. 
سيكو ن Y‏ مجبراً على تبني خطة خاسرة ‏ يتمنى أن يتماشى مع sX‏ لکن بدلا من 
ذلك» فإنه يستخدم الاحتمالين العكسيين 2/5 و 3/5. بامكانك أن تتأكد من أن × 


M 


سيربح عشرة دولارات بتواتر مقداره 9/25 = X3/5‏ 3/5 ويربح عشرين دولارا 
بتواتر 4/25- 2/5 × 2/5 ويخسر عشرة دولارات بالتواتر SUI‏ 12/25. كما هو 
متوقع c‏ يعطيه ذلك متوسط ربح يساوي دولارين . 

يجب أن نذكر هنا غلطة من السهل حدوثها . القول بأن الخلط الصحيح للأسطر 
يعطي baw‏ | عناصره متساوية » غير صحيح دائماً. لنفرض أنه يسمح ل * أن يلعب 
خطة ثالثة تالية» يرفع فيها ثلاث أيد ويربح ستين دولارا عندما يرفع ۲ يدأ واحدة و 
ثمانين دولاراً عندما يرفع ۲ يديه . تصبح مصفوفة الربح : 


60 20 10- | م 
TH AG 80‏ == 


سيختار × الخطة الجديدة كل مرة ؛ سيعطى الاحمال الآتية للاعمدة x=:‏ 0= × 
ا 0 (ليس Lil pte‏ عل الاطلاق) وسيكون ربح الاصفر مقن SL TN go‏ 5 
aller,‏ التوكيبة أسطر تكون أضغر فافكة . وسيثتارة Legs‏ 6 السط ر الآول 
وستكون خسارته العظمى ستين دولاراً . بذلك. يبقى cmaximin = minimax‏ 
لكن النقطة السرجية تقع عالية في القرنة . 
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يبدو أن القاعدة الصحيحة هى خليطة مثلى لأسطر لا حيث تظهر قيمة AU‏ 
فقط « (كما كان الامر فى UE‏ $2 و 560) فى الاعمدة التى استخدمت فعلاً من قبل 
× . بشكل مشابه : بخليطة مثلى لأعمدة ل × ستظهر هذه القيمة نفسها التى ظهرت 
في تلك الاسطر التى دخلت ضمن خطة ۲ المثلى تعطي الاسطر الأخرى قيمة أعلى 
ولكن لا يتجنبها . تقابل هذه القاعدة تماما شرط حالة التراخي الاضافي في البرمجة 
الخطية . 





نظرية أصغر القيم العظمى Minimax thearen‏ 

تشبه مصفوفة اللعب العامة مثالنا البسيط مع اختلاف واحد مهم X Ve:‏ 
من الإمكانات يختار أحدها للتحرك ول oY‏ ”من الإمكانات . تبقى مصفوفة 
الربح ۸ كما هي كلما تكررت اللعبة» لها si dawn‏ عموداً. يمثل العنصر » مقدار 
مايحصل عليه اللاعب × عندما يختار الخطة زويختار ۲ الخطة i‏ يعنى العنصر 
السالب دفعة سالبة وهذا يعني ربحاً للاعب ۲ . النتيجة تبقى لعبة شخصين يمجموع 
صقري ؛ فما يخسره لاعب يربحه آخر . ولكن وجود توازن سرجی ليس أمرأ واضحاً . 

كما هو ظاهر في (JUL‏ فإن اللااعب × حر في اختيار أي خطة مختلطة 

ot)‏ )= ند . هذا الخليط هو دائماً متجه احتمالات؛ الأعداد »غير سالبة 
ومجموعها يساوي الواحد. تعطى هذه المركبات تواتر الخطط ال « الخالصة والمختلفة . 
وفي كل تكرار» ينبغي على اللاعب أن يقرر اختيار أحدها بوسيلة عشوائية - تستخدم 
هذه الوسيلة لتكوين خطة :بتواتر مقداره × . على اللاعب ۲ أن يأخذ قراراً مشابهاً : 
فهو يختار المنجه ( Ley Op‏ 0< نزو 1 - Ey‏ وهي تعطي التواترات في 
ales AN‏ القاسة. 

لأفكها أن cles‏ بسحة ذورة واحدة من اللعية» asl pte Ul‏ على كل SL‏ 
فى المتوسط » نجد أن تركيب الخطة رللاعب × مع الخطة ن للاعب لا سيحدث باحتمال 


Ne,‏ الخبر ا a>‏ وتطبيقاته 


y ogis‏ حاصل ضرب الاحتمالين منفصلين . عندما يحصل ذلك» فإن الربح 
يكون i‏ ه. وبذاء فإن الربح المتوقع في هذاالتركيب الخاص و ,3 4 والربح الكلى 
ا متوقع في كل دورة من اللعبة هو « د Ea‏ . نود أن نؤكد مرة ثانية أنه يكن SY‏ 
واحد من العناصر 6 أن يكون سالباً؛ قواعد اللعبة هي نفسها بالنسبة للاعيين FIK‏ 
> والاعداد ' ۾ هي التي تحدد من يربح اللعبة . 

يكن كتابة الربح المتوقع بسهولة برموز المصفوفات: فالمجموع المضاعف 
لكل" 22a‏ ماهو إلا yA x‏ نتيجة للضرب المصفوفي : 


] 





(| ayy 412 din 
yAx =ly, ie Y m| : : | 1 إلا رخ ررق ع‎ + ... + AmnrAn Ym 
ilm] din? cats dmn | 9 
n 


المقدار Ax‏ هو الربح الكلى وهو مايريد اللااعب أن Leelee! thames‏ تما يود 
مثال ١‏ لنفرض أن المصفوفة .هي مصفوفة الوحدة من النوع tn Xn‏ 1= 4 لذا 
يكون مقدار الربح y tett y‏ ند ند 7 y‏ وليس من الصعب نو ضيح اللعبة : يأمل 
أن bess‏ اشخار eY‏ وفى هذه الحالةء سيربح مبلغاً مقداره 1 - 4. في الوقت 
«ails‏ يحاول ۲ أن يتهرب من ×. وهكذاء فليس عليه أن يدفع شيئاً. عندما يختار × 
العمودة+*ويختار ¥ Jaw‏ ا مخدلنا رفإن الربح 0= a‏ إذا اختار X‏ واحدة من خططه 
أكثر من غيرها فاته يمكن ل 7 أن يتهرب أكثر فأكثر؛ لذاء فإن الخليط LV‏ هو 
Vn)‏ .....1/0 ,/1) = × . بشكل مشابه» لايمكن ل ۲ أن يزيد فى التركيز على خطة 
معينة فيكتشفها × . ولذاء فإن اختياره الامثل سيكون» أيضاًء باحتمالات متساوية 
مجموعها الواحدء (1/......1/8 (n,‏ = « . احتمال اختيار كل منهما الخطة :هو 
1/8 ) والمجموع على مثل هذه التراكيب هو الربح المتوقع للاعب ×. القيمة الكلية 


der‏ نظي ة ونظرية اللعب عت 


للعبة هي ۸ مرة المقدار (ny‏ أي / وهو مايمكن التأكد منه من خلال : 














| 
y Ax =| 1/n sigh n| 





وكلما ازدادت ۸ كلما ازدادت فرصة 7 للتهرب . 

لاحظ أن المصفوفة المتناظرة /-4.لم تضمن أن تكون اللعبة عادلة . في MAL‏ 
الوضع الصحيح هو عكس ذلك تماماً: إنها المصفوفة التناظرية التخالفية LA =A‏ 
هي التى تعنى أن اللعبة عادلة LE‏ إن مصفوفة كهذه تقابل اللاعبين بقرارات متطابقة ‏ 
إذإن اختيار خطة من قبل اللاعب X‏ واختيار خطة ؛ من قبل اللاعب 7 تجعل يربح 
مبلغا مقداره , ca‏ كما أن اختيار رمن قبل SY‏ هن قبل ×يجعل ۲ يربح المبلغ نفسه 
Ka = ' oY)‏ يجب أن تكون الخطتان المثليان ×و « متطابقتين ويجب أن يكون 
الربح المتوقع 0= y Ax‏ . إن قيمة اللعبة عندما يكون cA =A‏ هي الصفر. ولكن»› 
يبقى من الضروريى إيجاد الخطة . 


مثال ” 





تعنى هذه المصفوفة أن US‏ من ×و 7 يختار عدداً واقعاً بين ١‏ و 3 واللاعب الذي 
يختار الرقم الاصغر يربح $1 إذااختار × العدد 2 و اختار لا العدد 3 فإن الربح 
ca =l‏ أما إذا اختارا العدد نفسه فيكون الوضع على القطر الرئيسي ولايربح أي 
Aluga daly‏ من الواضح أنه لن يختار أحد اللاعبين خطة تتضمن 2 أو 3 وإلافان 
اللاعب الآخر سيكون تحته مباشرة . ولذاء فإن الخطة الخالصة )1,00( = y‏ = دهي 
المثلى - كلا اللاعبين يختار ١‏ كل مرة - وقيمة اللعبة هي 0= YAX =a‏ 


ام - الخبر الخطي وتطبيقاته 


ما يجدر ذكره أن المصفوفة التي تترك جميع القرارات دون تغيير ليست هي 
مصفوفة الوحدة ولكنها المصفوفة £ التي كل pare‏ فيها يساوي ١‏ . إن اضافة مضاعف 
ل JIE‏ مصفوفة الربح» »+ 4 4» يعني» cabling‏ أن اللاعب ‏ يربح كمية 
اضافية مقدارها » كل مرة Oly‏ قيمة اللعبة تزيد بمقدار » ولكن» ليس هناك سبب 

coy‏ لنعد إلى النظرية العامة واضعين أنفسنا فى البداية مكان ×. لنفرض 
أنه يختار الخطة المختلطة ( * crs (an‏ عندئذ» سوف يلاحظ 7 تلك الخطة ويختار 
الذي يؤدي إلى أقل دفع نمكن +«4: “ا سوف يحصل على min yAx‏ أي لاعب 
ذكى × سيختار متجهاً Ey)”‏ لايكون وحيدا) يجعل هذه القيمة الصغرى اعظمية . 
بهذا eLa YI‏ يسن × ربحاً JAY‏ عن : 


(\) min yAxX = max min YAX. 
y x y 


ولايمكنه أن يتوقع ربحاً أكثر من ذلك . 

سيقوم اللاعب Y‏ بعمل معاكس لأية واحدة من خططه المختلطة cy‏ عليه أن 
يتوفع أن X‏ سيكتشف المتجه GA‏ يؤدي للقيمة العظمى ide IJ‏ لذاء فإن Y‏ 
سيختار الخطة المختلطة sly‏ تجعل هذه القيمة العظمى اصغرية ويضمن أن لن يخسر 
ا هرد 





min max YAX. 
y x 


(Y) max y Ax =‏ 
ولن يتوقع ۲ آن يفعل شيئاً أفضل . 
آمل أن تكون قد لاحظت ماستكون عليه النتيجة الرئيسية إن كانت صحيحة . 


نريد أن يكون المقدار )١(‏ الذي يضمن ل × ربحه مطابقاً للمقدار (۲) الذي يرضى ۲ 


Le 81 على أن وخ غلى‎ bX حيقاء كان‎ the F255] x أيكون ذلك‎ Se CV) 
. تضمن له العلاقة (1) . تفرض نظرية اللعب أن اللاعبين أذكياء‎ 


أن يخسرة . عتدئذ» ستؤدى الخليطة py‏ * إلى نقطة توازن سرجية» وتكون اللعبة قد 
RED que ee‏ أن یکس قلط Sly large‏ سه ا KEY gx‏ أن pate‏ 6 
e häi‏ حينما ينحاز عن « . إن وجود النقطة السرجية هذه قد أثبتت من قبل فون 
نیو مان Von Neumanm‏ وقد عرف ذلك باسم نظرية اصغر النهايات العظلمى والتي 
تنص على مايلي : 


› يتحقق التساوى بين أصغر النهايات العظمى‎ tm Xn من النوع‎ A لكل مصفوفة‎ eA 
: على جميع الخطط » وأكبر النهايات العظمى. أي‎ 


max min yAx = min max yAx 
x y y Xx 


(Y) 


هذه الكمية هى قيمة اللعبة. إذا وصل إلى القيمة العظمى الواقعة فى الطرف الايسر 
عند + ووصل إلى القيمة الصغرى في الطرف الاين عند "ر فإن هاتين الخطتين مثليان 
وتؤديان إلى نقطة سرجية لايريد أحد أن يغادرها . 
“درك y ets’ ax”‏ لكل x‏ و ل )£( 
عند النقطة السرجية تكون ox‏ على الاقل من جودة أى نقطة أخرى x‏ (إذ إن 
(yar > y Ax‏ بشكل مشابه سيدفع اللاعب الثاني أكثر ببقائه فى by‏ كما في 
نظرية الثنوية» يمكن أن نبدأ يمتراجحة ذات اتجاه واحد maximin > minimax‏ . ليس 
ذلك سوى تركيب لتعريف دمع تعريف y‏ 
)0( 


/ 1 + wt r +. . 
max min yAx = min yAx Sy Ax S max y Ax = min max yAx. 
x ب‎ y X y X 


هذا يعني » فقطء أنه إذا كان X‏ متأكداً من أنه سيربح على الاقل » » وأن ۲ متأكد 
من أنه لن يخسر أكثر من 8» فمن الضروری أن يكون 8 > . كان HAI‏ فون نيومان 
البرهان على أن 8 =» وهذه هى نظرية أصغر القيم العظمى . إنها تعنى أن المساواة 


Vos‏ ابر الخطي وتطبيقاته 


يجب أن تتحقق من خلال (5): وأن خاصة النقطة السرجية (E)‏ تستنتج منها في 
(120A) syed!‏ 
بالنسبة لناء الشيء المبهر في البرهان هو أنه يستخدم تماماً الرياضيات ا مستخدمة 
في نظرية البرمجة ا خطية . بشكل حدسي» يكون الامر» غالباً» واضحاًإذإن ×و 
Y‏ يلعبان دورين امترافقين» وكلاهما يختار الطرائق من المجموعة المواتية لمتجهات 
الاحتمال 0 < دو 1= علو 0 < gy‏ 1= 2۲. الشيء المذهل أنه حتى ون نيومان 
Von Neumann‏ لم يدرك في J‏ أن النظريتين تعنيان الشيء نفسه . (لقد برهنت 
نظرية mini max‏ عام 197/8 ce‏ وقد ابتدأت البرمجة الخطية عام cp VAEV‏ وقد نشر 
Gale, Kuhn , Tucker‏ البرهان الأول للثنوية عام ١‏ ١۱۹م‏ -معتمدين» على كل Se‏ 
على مذكرات ٹون نيومان (È Von Neumann‏ وقد ظهر برهانه في المجلد الذي ابرز فيه 
دانترك 8 تكافؤ البرامج الخطية مع مصفوفة اللعب» وهكذاء فإننا نعكس 
الترتيب التاريخي باستنتاج نظرية mini max‏ من الثنوية . 
باختصار» يمكن OUI‏ نظرية minimax‏ كما يلى : ليكن b= (Led)‏ المتجه 
العمود المكون من gam‏ الوحدان و »هو المتجه السطري المكون من « واحداً. 
ist‏ بعين الاعتبار البرنامجين الخطيين التوافقيين : 


(P)‏ إيجاد النهاية الصغرى (D) cxd‏ إيجاد النهاية العظمى ط ر 


2bix20 bys‏ عدم bys‏ 20 روعت > 4م 


لكى نطبق الثنوية + علينا أن نتأكد من أن US‏ من المسألتين مواتية» لذاء إذا كان 
ذلك ضرورياً» فاننا نضيف » إلى جميع عناصر 4 . إن هذا التغيير لايؤثر على 
الخطط المثلى للعبة إذ أن كل ربح يزداد بمقدار © وكذلك أصخر النهايات العظمى 
وأكبر النهايات الصغرى . بالنسبة للمصفوفة الناتجة التي نرمز لها ب A‏ يكون 0- y‏ 


Sonus ll‏ ابلط ونظرية الل 


ملائما في المسألة المرافقة وتكون كل قيمة كبيرة ل × ملائمة في المسألة الاصلية 

تضمن نظرية الثنوية فى البرمجة الخطية وجود متجهين + و رملائمين يحققان 
cx =y b‏ . ويما أن OU Kec 9b‏ من وحدانء لذاء فإن × '؟ = × '؟ إذا كان هذا 
المجموع يساوي 0 فان القسمة على 0 تجعل المجموع مساوياً الواحد وتكون الخطتان 
المختلطتان النانجتان 0 / × و 0 / «مثليان. من أجل أي خطتين أخريين ×و ر» 
Ax >b‏ يؤدى إلى 1 = yAx > yb‏ و y ASc‏ يؤدى إلى [ دين كعم y‏ 

النقطة الرئيسية هى Ax OS‏ ك1 > Ax‏ «. بالقسمة على 0 » نجد أنه لايمكن 
للاعب × أن يربح أكثر من 1/8 مقابل الطريقة 6 / cy‏ ولايمكن للاعب 7 أن 
يخسرأقلمن 1/0 ضد x70‏ باختيار هاتين الطريقتين» يتحقق maximin‏ 
minimax = 1/0‏ = . 

هذا يكمل النظرية» لكن السؤال الطبيعي جدأيبقى بدون اجابة : ماهي الالعاب 
العادية ا مكافئة «لالعاب مصفوفة»؟ هل الشط رن والبريدج والبوك ر تتلائم مع نظرية 
Neumann Öle g‏ ؟ 

يبدو لي أن الشطرخ لايتلائم مع ذلك تماماً وذلك لسببين . أولاً» لاتحوي خطة 
القطع البيض على الحركة الاولى فقط » لكنها يجب أن تضمن قراراً حول كيفية الرد 
على كل حركات القطع السود ثم كيف يكون الرد على استجابتها الثانية وهكذا حتى 
نهاية اللعبة . توجد بدائل عديدة عند كل خطوة. لذا للاعب × بلايين الخطط الخالصة 
ويتطبق ذلك أيضا على منافسه. لذا gm OLS‏ «كبيران odd KY [Sty‏ 
بالاضافة إلى ذلك» فانني لاأرى دوراً للمصادفة . إذا امكن للابيض أن يجد خطة 
رابحة أو إذا Oe‏ ميسن oY‏ واحدة 
منهما أن توجد فسيؤدي ذلك إلى انهاء لعبة الشطرنج بصورة فعلية . من الطبيعي أنه 
يكن للعبة أن تستمر إلا أن المتعة ستختفي . 


يي الحبر الخطي وتطبيقاته 


خلافاً للعبة الشطرنج» OB‏ البريدج يحوي على شيء من المخادعة» من ذلك 
تقرير ماسيعمله في حيلة ما . لذاء فهى تعد لعبة مصفوفية . لكن n gm‏ كبيران جداً . 
رجا يكن حليل جزء منفصل من اللعبة للحصول على طريقة مثلى . الامر ذاته صحيح 
من أجل البيسبول(كرة القاعدة)» عندما يحاول كل من الرامي وحامل العصى أن 
يخدع أحدهما الآخر في اختيار الضربة . (أو يمكن لمتلقي الكرة محاولة معرفة متى 
سساغتة العداء Lede‏ رمة خارجية ؛ لايمكنه عمل ذلك في كل مرة دون التقدم للقذف 
وإلا سيكون هناك تواتر eal‏ يتعلق بهدف العداء وبالوضع القائم). يكن . أيضاً 
٠‏ عزل جزء من هذه اللعبة وتحليله . 

لعبة البلاك جاك ليست مصفوفية (على الاقل » في الكازيونات) OV‏ دور اللعب 
تتبع في ذلك قواعد ثابتة . عندما وجد صديقى EdThorp‏ طريقة رابحة ونشرها- 
أدى ذلك إلى تغيير قواعد اللعب فى لاس فيغاس Las Vegas‏ وكانت وصيته متعلقة 
LIS‏ بالمحافظة على مراقبة الورق المكشوف. لايوجد فى ذلك عناصر صدفة . لذاء 
لاتوجد خليطة خطط × . 

توجد كذلك لعبة مأزق السجين Prisoner Dilemma‏ حيث يلقى القبض على 
شريكين في جريمة . يقدم إليهما العرض ذاته . اعترف وأنت حر» شرط أن لايعترف 
شريكك ( يحصل الشريك» عندئذ» على عشر سنوات سجن ) . إذا اعترف الشريكان 
فان WS‏ منهما يحضل على سث سنوات سجن . إذا لم يعترف آي منهما فانة لايمكن 
التحقق إلا من جريمة صغيرة (سنتان لكل منهما). ماهو العمل ؟ اغراء الاعتراف 
ضخم جدأ » رغم أن كل منهما متعلق بالآخر فان بامكانهما الاصرار على أقوالهما. 
هذه اللعبة ليست ذات مجموع صفري ؛ يكن لكل منهما أن يخسر . 

الشكل المثالي للعبة معتادة يكن أن تكون مصفوفية هي لعبة البوكر Poker‏ 
فالخداع فيها أساسي » ولكي تكون حقيقية» يجب أن تكون غير قابلة للتنبؤ. يجري 
قرار الخداع بصورة عشوائية» إذا قبلت دعوى نظرية اللعب الأساسية وهو كون 
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خصمك ذكياً. (إذا وجد اسلوباً يربح فيه) . تتعلق الاحتمالات المواتية والمعاكسة 
للخداع بالاوراق المكشوفة وبقيمة الرهن . بالفعل عدد البدائل الكبير يجعل إيجاد 
خطة مثلى مطلقة *امراً غير قابل للتطبيق . رغم ذلك» فان على لاعب البوكر الماهر 
أن يحاول الاقتراب بقدر مايمكنه من ٠×‏ يمكننا أن نحسب ذلك» بدقة» إذا قبلنا التبسيط 
الشديد التالى للعبة : 

قد يكون لدى اللاعب < ولد أو ملك باحتمالين متساويين بينما يحصل اللاعب 
Y‏ على ملكة . بعد نظر اللاعب X‏ على مافي يده» يمكنه أن يغلق أوراقه ويستسلم 
ويخسر الدولار الذي وضعه مسبقاً أو يمكنه أن يراهن بدولارين آخرين . إذا راهن 
اللاعب ‏ فان اللاعب ۲ إما أن يغلق أوراقه ويستسلم ويخسر الدولارالذي وضعه 
مقدماً أو يقرر متابعة خصمه ويضع دولارين ليرى فيما إذا كان × يخادعه . في هذه 
ا لحاللات» يربح صاحب الأوراق الاعلى قيمة الدولارات الثلاثة التي راهن بها 

حتى فى هذه اللعبة البسيطة فإن «الخطة الخالصة» ليست واضحة بصورة تامة 
ومن المفيد كتابتها كما يلي . ل Y‏ احتمالان لأنه يتجاوب» فقط» مع اللاعب X‏ 

(1) إذاراهن ×وجمع لا أوراقه . 

. دولارات‎ BM راهن × ونظر ۲ باوراقه وراهن على‎ ICY) 
: لدى × اربع خطط بعضها منطقى والبعض الآخر احمق‎ ob 

(۱) يراهن ب 2 5 اضافيين على ملك ويلقى أوراقه على ولد. 

. يراهن فى كلا الحالين (مخادعا)‎ (Y) 

(۳) يغلق اوراقه فی كل من الحالین» ويخسر 1 5. 

(5) يغلق أوراقه عندما يأتيه ملك ويراهن عندما يأتيه ولد. 
تحتاج مصفوفة الربح إلى قليل من الصبر لحسابها : 
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X Ya =0‏ يخسر 52 SLY‏ نصف الوقت مع الولد ويربح مع الملك Y)‏ 
يقلق اوراقة). 

!= .» لآن × يخسر دولاراً واحداً فى نصف الوقت ويربح ثلاثة دولارات 
فى النصف الآحر من الوقت . ( لا يحاول خداعه رغم أن لدى 2< ASL‏ 

. لأن << يرد ولا يغلق أوراقه (تنجح الخديعة)‎ » = ١ 

0 -,.ه لآن × يربح ثلاثة دولارات مع الملك ويخسر ثلاثة دولارات مع الولد 
(تفشل الخديعة) . 


الطريقة الثالثة تخسر Leys‏ دولارا والرابعة غير ناجحة أيضاً : 


A= 0 1 2‏ 
الطريقة المثلى في هذه اللعبة من أجل aX‏ خداع فى نصف 
TETS,‏ 
(0,0, ل , لل) - + وعلى الخاسر ۲ أن يختار )1/2 ,1/2( = y‏ . قيمة هذه اللعبة هي 50 


إن ذلك خاتمة غريبة لهذا الكتاب» بتعليمك لعب نسخة مخففة من البوكر . 
ومع ذلك» فإنني أظن أن للبوكر مكانه الخاص في الجبر الخطي وتطبيقاته . آمل أن 


تمارين 


۱-۵-۸ كيف تتأثر الخطط المثلى ‏ فى اللعبة الاصلية إذا ازدادت العشرون دولاراً 
إلى سبعين دولارا وكيم عن pe tad‏ اللعبة (متوسط ربح POX‏ 
375-50-4 بصفوفة الربح |3 14|-4» اشرح حساب × لأكبر نهاياته الصغرى 


البرمجة الخطية ونظرية all‏ 10۹ 


Cle Wis,‏ ۲ لأصغر نهاياته العظمى . أي الخطتين gx‏ «تعتبر 
أمثلية ؟ 

۳-۵-۸ إذا كان العنصر . »هو الأكبر في سطره والأصغر في عموده. BU‏ 
يختار ×داثما العمود رويختار لادائماً السطر 7(دون اعتبار pataj‏ 
المصفوفة الأخرى) ؟ بين أن التمرين السابق يتضمن مثل هذا العنصرء 
ثم كون مصفوفة 4 بدون واحد. 

5-5-4 أوجدالخطةالمثلى ل 7 باعطاء أحمال لأسطر cy fed‏ ب اوارسم 
جميع المركبات الثلاث . سيركز ×على المركبة العظمى (الخط الاسود) 
وعلى ۲ تصغير هذه القيمة العظمى ale.‏ «وكم هو ارتفاع اصغر 
قيم العظمى (المستقيم المنقط)؟ 










ا 
By + 2)1 - y)‏ 


٥-۵-۸‏ بالمصفوفة cl glo a‏ أوجد الخطة المثلى ل X‏ وبين أنه يستخدم فقط 
العمودين (الأول والثالث) اللذين يلتقيان عند اصغر قيمة عظمى فى 


الشكل . 


: أوجد كلا من الخطتين وكذلك قيمة اللعبة إذا كان‎ ٦-٥-۸ 


eee 


۷-0-۸ 


= 


11-0-٩ 


\Y-—0-A 


\F=-0-A 
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= 


لنفرض أن 
الشكل ul”‏ »] وأي حملين ر - 1و yi‏ يعطيان للسطرين كي يؤدي 





h‏ م | =4. أي حملين ,*- 1 و :× يؤديان إلى عمود من 


ذلك إل سطر جديدك ftv ov T‏ تين أن „u=v‏ 


أوجد gx‏ « وكذلك قيمة «امن أجل : 





1 0 0 
ىم‎ -| 0 2 0 |. 
0 0 3 
min max KY) + دلا دخ‎ ( 


y, 20 x, 20 
¥, + ¥,=1%,+%,=1 


وضح WS‏ من المتراجحات الواردة في )0( ثم عندما تحولها نظرية 
minimax‏ إلى معادلات » استنتج (بالكلمات من جديد) معادلات النقطة 
ieh‏ 

بين أن (0,0, 2 , > 
للعبة البوكر وذلك بحساب yAx gy Ax‏ والتحقق من الشروط )£( 
بالنسبة للنقطة السرجية . 

هل بُرهن أنه لاتوجد خطة في لعبة Gat‏ تربح Lats‏ بالنسبة للاسود 
$ اعتقد أن هذا معلوم فقط عندما يقوم اللاعبان بحركتين Les‏ لو كان 


Lay -) + , 2( 9x =)‏ خطبان مثليان بالشسبة 





للاسود خطة رابحة فإن بإمكان الأبيض أن يقدم الحصان ويؤخره ثم 
يتابع خطته مما يؤدي إلى النتيجة المستحيلة أن اللاعبين سير بحان Lee‏ 
إذا اختار x‏ عدداً أولياً وبالوقت ذاته› خمن Y‏ هذا العدد بين فردى أو 
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زوجي (بربح أو خسارة مقدارها دولار واحد) من منهما له ميزة على 
الآخر؟. 
۱٤-٥-۸‏ إذا كان × مهاجماً يختار هجوماً أو امراراً للكرة وكان لا قائد الدفاع 


مقدرة باليرد هى 
دفاع ضد هجوم | a=[2‏ 
امرار هجوم 


ماهي الخطة المثلى ومعدل الكسب في كل لعبة؟ 





ملحق )1( 
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لقد احتفظنا بالتحليل المصفوفي الثالث الضخم لهذا الملحق» إنه يضاف إلى 
ELSI LU‏ عن GiH‏ و 08 الناح عن التقويم (غاوس وغرام شمبدت). لم يربط هذا 
التحليل بأي أسم وقد عرف بالرمز 8۷2 الذي هو الحروف الأولى من Singular value‏ 
decomposition‏ نريد وصفه وبرهانه ومناقشة تطبيقاته التى هي كثيرة في ازدياد , 

يرتبط SVD‏ بقرب مع تحليل القيمة الذاتية - المتجه الذاتي لمصفوفة 
متناظرة: "© ۸ © = 4. تقع هنا القيم الذاتية على قطر المصفوفة ۸. ومصفوفة 
المتجهات الذاتية 0 قائمة : 1 =0 07 . ذلك لأنه يكن اختيار المتجهات الذاتية لمصفوفة 
متناظرة» متعامدة نظامية . إن ذلك غير صحيح من أجل كثير من المصفوفات ومن 
أجل المصفوفات المستطيلة مدعاة للسخرية . لكن» إذا تركنا © فى اليسار و " 0 فى 
اليمين شرط أن تكونا أى مصفوفتين قائمتين - ليس من الضروري أن تكون احداهما 
منقول الأخرى - فإن التحليل يصبح مكنا . علاوة على ذلك» فإن المصفوفة القطرية 
(لكنها مستطيلة) الواقعة في الوسط يكن جعلها غير سالبة. يرمز لها isle‏ ب 
ولعناصرها الموجبة به أيضا إنها, © ,..., , 6. إنها القيم الشافة ل 4 وإنها تشغل 
المواضع ال الأولى من القطر الرئيسي ل وإن+ هي رتبة 4. 


VAY 
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أساس العمل بالمصفوفات المستطيلة هو e‏ دائما بصورة تقريبية» النظر فى 
“44و74 4. 


ليل القيمة الشافة + يكن ريق col‏ مصفوقة 8 بالسصورة : 

(قائمة) (قطرية) (قائمة) = 5 50 , 0 - 4 . 

اق 0 (m‏ هي المتجهات الذاتية ل " 44 وأعمدة > 0( × (n‏ هي 
اكات الذائة لي A‏ القيم الشاذة 1 ل deal Sr‏ على قطر < (m x n)‏ هي الجذور 
التربيعية للقيم الذاتية غير الصفرية لكل من * ۸4و ATA‏ 


ملاحظة ١‏ : من أجل مصفوفة معرفة إيجابياء يطابق هذا التحليل T‏ ۸0 0 . من 
أجل مصفوفة غير معرفة » تصبح أي قيمة ذاتية سالبة فى A‏ موجبة فى . لذاء ستكون 
0 مختلفة عن 02 . من اجل مصفوفات مركبة» 2 تبقى حقيقية لكن Qi‏ و د 
تصبحان واحديتين (التركيب مشابه للتعامد) . وهكذا تكون =U, SUF‏ 4. 
ملاحظة ۲ : تعطي أعمدة ,0 و O3‏ أسسا متعامدة نظامية للفضاءات الجزئية الأساسية 
الأرمعة ؛ 

الأعمدة ال الأوائل من , © : فضاء أعمدة A‏ 

الأعمدة mrt‏ الأواخر من , © : الفضاء الصفرى اليسارى ل A‏ 

الأعمدة ال الأوائل من > © : فضاء أسطر A‏ 

الأعمدة اله الأواخر من د © : الفضاء الصفري ل4 
ملاحظة ” : يختار التحليل SVD‏ هذه الأسس بطريقة خاصة فعلا. إنها أكثر من 
متعامدة نظامية . إذا ضربت A‏ بعمود من > ٠0‏ فإنه ينتج مضاعفا لعمود من , 0 . 
ينتج ذلك مباشرة عن 0,2 = د AO‏ ينظر الى ذلك كضرب عمود في كل مرة . 
ملاحظة ٤‏ : ستكون الرابطة بين ' ۸4 و ATA‏ صحيحة إذا كان القانون Q , ZQ ١‏ 
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AAO D0, alte So AAT =( 0,503) IE 01-0507‏ )\( 
من BS‏ الأولى» نجحد أن , © يجب أن تكون مصفوفة ا متجهات الذاتية ل 
x‏ 4 . مصفوفة القيم الذاتية هي الوسطى وهي EET‏ التي هي من النوع Xm‏ , 
ا متجهات الذاتية AAS‏ للمصفوفة القطرية5” < الأعداد م © ,.., WOT‏ 
لكنها من النوع n Xn‏ 
هذه التحقيقات سهلة ولكنها لا تبرهن التحليل SVD‏ . البرهان ليس صعبا ولكن 
من | لمكن | ~ ستخلاصه من الأمثلة وال لتطبيشات ; 
١ Se‏ ( ۸ قطرية ) 



































2 ol {1 OOO آم‎ 

Ge lal 021 0053 aT 

0 0 0 0116 6 

مثال ۲ ( ۸ عمود واحد» فقط) 
MM 2 2‏ 
i 3 3 3 1/3‏ 
A=| 2|=| 3573 7 01‏ 
E‏ لي 2 2 2 
| 3 3 > | 


TA‏ ك4 هنا من النوع “Ley XI‏ 44 من النوع 3× 3. لكل منهما القيمة الذاتية 
9 (جذرها التربيعي 3 واقع في2 ). القيمتان الذاتيتان الصفريتان ل ' IS SAA‏ بعض 
الحرية للمتجهين الذاتيين الواقعين فى العمودين ۲, ”من , 0 . لقد قمنا باختيار 
يجعل هذه المصفوفة قائمة . 


111 الحبر الخطي وتطبيقاته 


(Lis قائمة‎ ۸ (۳ Je 
. أيضا » لکن[ = < حتما‎ 4 = (QOC ,(1 0 T أو 112 = 4 أو‎ A= 017 إما‎ 

مثال 5 ( ۸ مصة و | 7 
A‏ مصموفة ورودو 3 7 


N6 











_[-1 1 01 أو‎ ool], < 
anf gt Oat! | ْ fi 
W2 N2 
SVD تطبيقات التحليل‎ 


نريد أن ننتقي قليلا من التطبيقات المهمة بعد أن نؤكد نقطة أساسية . يعد التحليل 
80 رائعاً بالنسبة للحسابات المستقرة عدديا. السبب الأول هو كون , 0و , 0 
مصفوقثين Qt‏ إتهما ol es Y‏ أبدامن طول آى متقجهء OV‏ 
e ١|105 = × Q “Ox = IIx *‏ الضرب ب0 لا يخرب التدريج . مثل هذه القضية 
لا يكن أن تحصل من أجل المضروب CE EV‏ يمكننا أن نضرب بعدد كبير 6 أو (أكثر 
عمومية) التقسيم على عدد صغير 6 ونغمر الحاسوب . لكن < تبقى جيدة بقدر 
الإمكان . إنها تظهر. Le‏ ماهو الكبير وماهو الصغير» وإن التيسير السهل لرؤية 
هذه المعلومات هو السبب الثاني لشعبية هذا التحليل . سنعود إلى ذلك في التطبيق 
الثاني . 


. -عملية التصوير : لنفرض أن قمرا صناعيا أخذ صورة ويريد إرسالها إلى الأرض‎ ١ 
. يكن لهذه الصورة أن تحوى 1000 × 1000 من المربعات الصغيرة لكل منها لون محدد‎ 
يمكننا أن ننظم الألوان في صف من الأسود إلى الأبيض ونعيد مليون عدد . من المفضل‎ 
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وضع المعلومات الأساسية في مصفوفة من النوع 1000 X‏ 1000 وإرسال ذلك» فقط . 

لنفرض أننا نعرف التحليل SVD‏ المفتاح هو في القيم الشاذة (في < ). بصورة 
غموذجية» بعضها ذو شأن والبعض الآخر صغير جدا . إذا احتفظنا ب 60 وأهملنا 940: 
فإننا نرسل فقط ما يقابل 60 عمودا ل , © و ر © . الأعمدة الأخرى ال940 تضرب في 
ر 0 < , © بالأعداد الصغيرة 6 التي هي مجهولة . بالفعل LiKe‏ صنع هذا الضرب 
المصفوفي كجداء عمود بسطر : 

090 O EQ; SMO] FOV +... + لقره‎ 

المتجهات » هنا أعمدة في , © والمتجهات v‏ أعمدة في 0(" هو السطر الأول 
في ر ©) . كل مصفوفة هي مجموع : من المصفوفات ذوات الرتبة .)١(‏ إذا احتفظنا 
بستين are‏ | فإننا نرسل X60‏ 2000 عوضا عن مليون . 

إن الصورة أخاذة فعلا كلما حوت أكثر فأكثر من القيم الشاذة. في البدءء لا 
ترى شيئا ثم فجأة ترى كل شيء . 


١‏ - الرتبة الفعلية : لم نتردد في الفصل الثاني في تعريف رتبة مصفوفة . إنها عدد 
الأسطر المستقلة أو بصورة مكافئة عدد الأعمدة المستقلة. يصعب تقرير ذلك فى 
الحساب . طريقتنا الأصلية هى تعداد المحاور وذلك عمل صحيح في حساب صحيح . 
في حساب حقيقي » يمكن أن يكون هناك خداع - لكن نبذ محور صغير لا يعطي 
المجواب . لننظر فى : 




















رتبة الأولى واحد رغم أن تدوير الخطأ من المحتمل أن GR‏ إلى محور 


1۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أخر.. یکن أن يكون المخوران صغیرین» كم يمكندا أن تتجاهل منها؟ للثائية محور 
صغير ولكننا لا يمكننا أن ندعي أن أسطرها غير ذات شأن . للثالثة محوران ورتبتها 
ساوت ؟ ولكن رتعها LEAL‏ يجب أن 0555 ON)‏ 

ننتقل إلى قياس أكثر استقراراً للرتبة . الخطوة الأولى هي استخدام ATA‏ 
“ 44 المتناظرتين ولكنهما مشتركتان بالرتبة ذاتها مع 4 . قيمهما الذاتية - مربعات 
القيم الشاذة = ليست مضللة . بناء على دقة المعطيات» نقرر» مع تسامح مثل ° 10 
ونعد القيم الشاذة الواقعة فوق ذلك - أن تلك الرتبة هي الحقيقية . في الأمثلة الواردة 
أعلاه» إنها تساوي» دوماًء الواحد إذا كان ع صغيرا . من المقبول أن تكون غير متصلة 
عندما تجتاز القيمة الشاذة العدد ° 10. لكن ازعاج ذلك أقل بكثير من التعريف 
الجبري المعتاد - الذي هو غير متصل عند 0 ٠=‏ ولا يسمح بالمراقبة . 
-١‏ التحليل القطبي : يساوي كل عدد مركب جداء عدد غير سالب ۲ alse ۶ chins‏ 
على دائرة الوحدة : ١٠"‏ = 2. إن ذلك هو التعبير عن 2 «بالاحداثيات القطبية» . 
إذا اعتبرنا هذين العددين مصفوفتين من النوع 1 × 1ء فإن يقابل مصفوفة شبه 
معرفة ايجابيا ويقابل ٠“‏ مصفوفة قائمة. بدقة أكثرء لما كان Lis ee‏ 
قق "ع" فاته Dp Ky‏ عقوف واحدية من epal‏ 
SUS]: 11‏ 0ء ja‏ المرافق المركب fee‏ المتقول مح اجا Ut‏ 

يمتد التحليل SVD‏ إلى أي مصفوفة مهما كان حجمها . 


يمكن تحليل أى مصفوفة حقيقية مربعة إلى 05 = ۸ء حيث © قائمة و S‏ متناظره وشبه 
معرفة إيجابيا . إذا كانت 4 قابلة للعكس فإن S‏ معرفة إيجاييا . 


: SVD ما علينا إلا أن ندخل 7 = و © ر © في وسط التحليل‎ cole yd 
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(Y) A =Q, XQ = © Q2)'Q2 EQ). 
كذلك ) العامل‎ EOY) العامل 7 20 ر 0 = 5 متناظر وشبه معرف‎ 
åS AUL في‎ .) 050-01 OF ©, OF - مصفوفة قائمة (لأن/‎ © = © , 0 + 
هرميتية بدلا من متناظرة وتصبح © واحدية بدلا من قائمة . فى الحالة القابلة‎ S تصبح‎ 
„S معرفة وكذلك‎ E للعكس 6 تكون‎ 


مثال JIS‏ قطبي : 05 = 4 


a iHe ala H 


مثال تحليل قطبى عكسي : A= SQ‏ 


5 و “5 متناظرتان ومعرفتان إيجابيا A OY‏ هذه قابلة للعكس . 


ملاحظة: Se‏ أن ننطلق من 05 = والتراجع لإيجاد التحليل SVD‏ لما كانت S‏ 
متناظرة لأنها تساوي FOF‏ ر © ٠‏ إن ذلك تحليل القيم الذاتية - المتجهات الذاتية 
المعتاد ' © QA‏ بتغيير بالرموز فقط . إن : 

A= 05 - 00:202 = 0, IQ} 


هو التحليل SVD‏ . تاريخياء استخدم التحليل القطبي لأنه أكثر شهرة - لكنني 
اعتقد أن غلبيل القيمة الشاذة أساسى أكثر . 


VV.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


تطبيق 05 = 4 : أهم استخدام للتحليل القطبي هو في الميكانيك المتصل (وأكثر حداثة 
في CSU‏ في كل تشوه» من المهم فصل التمدد عن الدوران» ويقع ذلك» ULE‏ 
عندما تنتهي 05 . المصفوفة القائمة © دوران ومن الممكن أن تكون انعكاسا . للمصفوفة 
المتناظرة 5 القيم الذاتية, 6 ,.., , 6 التي هي معاملات التمدد (أو معاملات 


الانضغاط) . التقطير الذي يظهر هذه القيم الذاتية هو الاختيار الطبيعى للمحاور - 
المسماة محاور رئيسية» كما في القطع الناقص في البند CVV)‏ إنها المصفوفة 5 التي 
تتطلب عملا في المادة» وتختزن قدرة مرونة . 

نلاحظ أن 7 5 هي TA‏ 4 التي هي متناظرة ومعرفة ايجابيا عندما تكون 4 قابلة 
للعكس . 5 هي Jt!‏ التربيعي SAS‏ 4 وهي مصفوفة متناظرة معرفة ايجابياء و 0 
هي AS"‏ بالفعل» يكن ل A‏ أن تكون مستطيلة ما دامت 4 7 4 معرفة ايجابيا . 
(ذلك هو الشرط الذي احتفظنا به وهو أنه من الواجب أن تكون أعمدة 4 مستقلة) . 
وفي الترتيب المعاكس 52 = ۸ تكون المصفوفة 5 الجذر التربيعي ل ' 44 وهي متناظرة 
ومعرفة ايجابيا. 
E‏ أصغر ا مربعات : لقد وجدنا في الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية لنظام 
مستطيل b‏ = ×4. إنه يأتى من المعادلة النظامية cA TA × = 4 Tb‏ إلا أنه كان هناك 
متظطلب ثابت de‏ ۸ يجب أن تكون أعمدتها مستقلة » AS MWg‏ كانت . إذا لم يكن 
ذلك» A Op‏ 4 غير قابلة للعكس ولا يكن تعيين × - يكن إضافة أي متجه من 
الفضاء الصفري إلى × . يمكننا الآن تكملة ما قدمه الفصل الثالث باختيار × 
«مفضل» لكل نظام Jax‏ = نف . 

توجد آمامنا صعوبتان OLSE‏ مع Ax = b‏ : 

. يمكن أن تكون الأسطر فى 4 مرتبطة‎ )١( 

. يمكن أن تكون الأعمدة في 4 مرتبطة‎ (Y) 
خارج‎ b الأولى» يمكن أن لا يكون للنظام حل . يحدث ذلك عندما يكون‎ U في‎ 
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فضاء ار cA‏ وقد أعطى الفصل الثالث العلاج : إسقاط م على فضاء des yl‏ 
Lege‏ عن 5 = عه تحل Ax =p‏ يمكن تنفيذ ذلك OY‏ م واقع في فضاء أعمدة 4. 
إلا أن الحالة (Y)‏ تظهر عقبة أخرى . إذا كانت أعمدة 4 مرتبطة» فإن الحل × لن يكون 
فريدا. علينا أن نختار حلا خاصا لم = × 4ء وبجعل هذا الاختيار متلائما مع القاعدة 
التالمة : 
ا حل الأمثل للنظام ‏ = Ax‏ هو ذو الطول الأصغري . 

يمكن تسمية هذا الحل الأمثل * ×. إنه اختيارنا المفضل كأفضل حل للنظام Ax=‏ 

6 الذي لم يكن (fed‏ وأيضا pela‏ = × 4 (الذي كان له العديد من الحلول) . 


الهدف هو تعيين * 6X‏ 39 ننطلق من أجل ذلك بمثال . 
مثال tes A ١‏ فة قط رة ei old‏ هرتيطة واعمدة مرتبطة أيضا : 


+ 
r 


o0 00 
A=|0 œ 00). 
0 0 00 








تنتهي جميع الأعمدة بصفر. في فضاء الأعمدة» يكون أقرب 
متجةلل, 5.ر ط,, 5) = طهو (0 ,ر b‏ ,, 5) = م. إن ذلك هو المسقطء والخطأ 
b 5)‏ ,0 ,0) متعامد مع كل واحد من الأعمدة . الأفضل أن نحل المعادلتين الأوليين» 
لآن المعادلة الأخيرة هي و 8 = 0. لا يكن اختصار خطأ هذه المعادلة» إلا أن الخطأ 
في المعادلتين الأوليين يكن أن يكون صفرا : 





WY‏ ا حبر الخطي وتطبيقاته 


نواجه OV‏ الصعوبة الثانية . الأعمدة مرتبطة و × ليس وحيدا . المركبتان الأوليان هما 
6/ر 5 , «d/o,‏ إلا أن المركتين الأخريين: + .يج tla‏ يتان fod LE‏ 
x‏ أقصر ما يكن» نختار هاتين ا مركبتين صفرا. ا حل ذو الطول الأصغري ل 
x * pAx =p‏ 

(£) 











هذه المعادلة مهمة . إنها توجد * ox‏ وإنها تظهرء أيضا ا مصفوفة التي تنتج 
+ عد من Db‏ تدعى هذه المصفو 43 المعكوس الكاذب AS‏ مكل انرم“ AA‏ يكون 





SA ph 
A * يمكننا أن نجد أفضل حل * × والمعكوس الكاذب‎ JE استنادا إلى هذا‎ 
. لأى مصفوفة قطرية‎ 
Ra 
X | Ol A= ادا كان‎ 
lio, | i 





المصفوفة 4 من النوع em Xn‏ ب: من العناصر غير الصفرية , © . معكوسها الكاذب 
* 4 من النوع ا « ب١‏ من العناصر غير الصفرية , 7/6 . المنطقة الفارغة أصفار . 
لدلاحظ أن * (* (A‏ هوم أيضا. إن ذلك (A)! = Aad,‏ إلا أن مهنا غير 
قابلة للعكس . إذا كان ل« المركبات (b , .....  ,,(‏ فإن لمسقطه« المركبات 
(bb |, 0...0)‏ الخل الأكثر قضر [=pli‏ 4هو * «الذى وجدناة أعللاة. 
وأخيراء يمكننا أن fre‏ المصفوفة القطرية بالرمز ومعكوسها الكاذب بالرمز * <. 
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للذهاب إلى أبعد من المصفوفات القطرية» ننطلق ULL‏ السهلة - حيث A‏ 
قابلة للعكس . للمعادلة b‏ = ×4 حل واحد وواحد فقط A" b:‏ = ×. فى هذه ا حالة 
A ae aE"‏ هى ” 4. ا معكوس الكاذب هو ا معكوس ذاته عندما تكون ALA‏ 
للعكس . لنتحقق من الشرطين معا: Ax‏ أقرب ما يمكن من b‏ (إنه يساوي 5 ) و ×هو 
pail‏ حل لط = × 4 (إنه الحل الوحيد عندما تكون 4 قابلة للعكس) . 

لقد وجدنا gx TOV‏ الحالة العامة. إنه أقصر حل ذم = Ax‏ وندعي 
أن * × واقع دوما في فراغ أسطر 4. لنذكر أن أي متجه × » يمكن توزيعه إلى مركبة 
فى فضاء الأسطر ومركبه في الفضاء الصفري x = × + × pi‏ . هناك ثلاث نقاط 
مهمة لهذا التوزيع : 

| مركبة فضاء الأسطر تحل Lala x, =p‏ لأن0 - Ax,‏ 

۲ - المركبتان متعامدتان وتخضعان لقانون فيثاغورس : 


xa 20 مايمكن عندما‎ pail x لذايكون‎ [|x| 1 

-Y‏ لجميع الحلول Ax =p‏ مركبة فضاء الأسطر نفسها ,+ . هذا ا متجه 
هو ×. 

الصورة المقدمة للذكرى هى الشكل (5-17) . إنها تظهر النظرية الأساسية للجبر 
الخطى - ببيان كيف تأخذ 4 أي متجه × إلى فضائها الصفري . إنها توضح Lal‏ أن أي 
م من فضاء الأعمدة ناتج عن متجه واحد وواحد فقط من فضاء الأسطر . (إذا كان 
x, =p‏ وكذلك مح Ax’,‏ فإن) = (,م - A(x,‏ يقع الفرق في الفضاء الصفري 
وكذلك فى فضاء الأسطر - لذاء OP‏ ,”د - ,× متعامد مع نفسه لذا يجب أن يكون 
صفراً). كل ماعملناه هو اختيار المتجه x,‏ = *× كأفضل حل لط = ×4إنه pæl‏ 
حل للمعادلة الأشد قرباً من AX =p‏ 

المعكوس الكاذب مصفوفة تقلب اتجاه الشكل . إنها تنطلق بط وتعود الى * ×. 
إنها تعكس ۸ حيثما تكون 4 قابلة للعكس - بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة . يتغلب 


2 

















2اس 
JEA E‏ 








Xa 


ع 1ب الجبر الخطي وتطبيقاته 


المعكوس الكاذب على الفضاء الصفري الأيسر OL‏ يقذفه الى الصفرء ويهزم الفضاء 
الصفرى باختيار × ل* ×. 





شكل )1- .)١‏ عمل المعكوس الكاذب * 4 . 

لم نبرهن» بعد» على وجود المصفوفة * 4 التي تعطى دوما * × - لكنها 
موجودة. ستكون من النوع ”× on‏ لأنها تنقل من ”2 إلى *+ من R”‏ سننظر فى 
مثال إضافي قبل إيجاد * A‏ بصورة عامة . 
مثال ۲ =b‏ ععمهو18 = و22 + ,غ2 + x;‏ 

حل المعادلة مكون من مستو كامل . وفقا لنظريتناء Op‏ على أقصر الحلول أن 
يقع في فضاء اسطر المصفوفة [2 2 1-] = A‏ مضاعف هذا السطر الذي يحقق المعادلة 
هو4 4 2-(= *×. هناك حلول أخرى مثل (3 ,5 ,2-) أو (1 ,7 ,2-) أو )3 ,6,3-)ء لكنها 
كلها أكثر طولا من * ×. JSI)‏ منها مركبة غير صفرية من الفضاء الصفري). المصفوفة 
التي تنتج * :د من الطرف الأيمن ط» الذي هو المتجه الأقصر فعلا [18]: هي المعكوس 
الكاذب * A‏ عندما تكون A‏ من النوع 1X3‏ فإن المصفوفة * 4 من النوع 1 3X‏ 
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2 
A =1 2 Ol" و‎ At [18] =| 4 
4 














فقباء أعمدة * 4 هو فضاء اسطر A‏ نقدم الآن قانونا A Gur‏ 


نفرض أن تحليل القيمة الشاذة ل4 هو 0 < , 0 = 4» لذاء يكون المعكوس 
الكاذب AS‏ : 
A” = Or‏ )1( 
القيمالشاذة ,© ati ٠,,...,‏ على قطر< im Xn)‏ معكوساتها 
, © /1 ,..., , 1/6 على Xm) < * bs‏ ۸). المعكوس الكاذب ل * 4 هو =A‏ 4. 


لقد > المثال )١(‏ الحالة القطرية؛ عندما كانت 4 المصفوفة < وكان 
(nx =n) Q,=13(mX m) O, = 1‏ فى الخال CY)‏ كان [1] = ,© والقيمة الشاذة ‏ 
3 الجذر التربيعي للقيمة الذاتية ل ° AA‏ يرجى ملاحظة < و * < في التحليلين 
التالين SVD‏ 


[-1 2 2) =[1][3 0 0} 


j 


i 
I 
u| t يم | ترا = | نيا‎ 


il 2 2|* = 


el‏ ا 
| _ 
اتس 
a aJ‏ 
|| 
momo! =‏ | ص 


ï 
w| ص‎ w | الا | نما فم‎ 


E‏ تم | نما ك١‏ | نما 
i‏ 
يم | دن = درا يم | ابن 
ul‏ ات جح 


wi‏ الجر الخطي وتطبيقاته 


يمكننا أن نتحقق مباشرة أن هذه المصفوفة * 4 تودى إلى الحل الأمثل Ax=bJS‏ 
الطول الأصغرى حل أصغر oly l‏ ل = ×۸ هو ط 01 * ± ,ي - ط* 4 - * +. 
البرهان : الضرب بالمصفوفة القائمة ١‏ © لا يغير الطول : 
ool.‏ - +207 | = || م-ءةه« |o,‏ = || م-مها 
لندخل pall‏ الحديد × GO‏ دع 01 = الذي له طول × نفسه . لذاء فإن جعل 
انها في نهايته الصغرى مطابق لجعل | 27 - رك || في نهايته الصغرى. إن تلك 
مصفوفة قطرية ومن المعلوم أن * poy‏ المفضل Wey * = < * 0 7 HO).‏ فإن* x‏ 
haal‏ هو : 
x* =Q.y* aT OE‏ 

لقد كان بإمكاننا أن نتحقق مباشرة من أن * :دهذا واقع في فضاء الأسطر ويحقق 

dA "= p 


انشاء التحليل SDV‏ : لقد انتهينا من التطبيقات ٠‏ لنعد الى تحليل القيمة الشاذة 
الذي استندت هذه التطبيقات اليه . علينا أن نبرهن أنه يمكن تحليل أى مصفوفة بالصورة 
07 , 0د 4 سيت dt LIT‏ والمصفو OOS‏ قاتمتان. 

لصفوفة متناظرة مثل A‏ 4 مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية × التي توضع في أعمدة ر © : 





1 
(Vv) xj Xx; =0 for 1#] و‎ Xj Xj =] خث‎ A Ax; =z; 


(في الحالة المركبة تتغير ' 4 إلى "4 و '*+ إلى '*) لنجري الضرب الداخلى ب ز× 
فتكتشف أن 0 < , ۸ : 


(A) ajj =å; أو‎ x4 Ax = Ajaja; 


حلا وفق dof‏ الشادة والمعكوس الكاذب 





WY 


لنفرض أن القيم الذاتية , A‏ ,..., , لل موجبة وال  -‏ الباقية من , AX‏ و A,‏ 
مسقاو من أجل oll‏ >64 نفرض Ax/o; , 0; = VA,‏ = | (تصبح الأعداد 
و 158 O‏ القيم الشاذة في قطر < : لنلاحظ أن , ۾ متجهات وحدة من R™‏ استنادا 


إلى (AD‏ وإنها متعامدة فيما بينها وفق (V)‏ : 


يمكن توسيع المتجهات ال g‏ المتعامدة النظامية التى عددها: e‏ بطريقة غرام - 
شميدت» لتكوين أساس كامل متعامد - نظامي jy‏ 4 ,.., ر 4. إنها أعمدة , 2 . 
العنصر زر : فى الجداء Qi AQ?‏ هو ز×۸ و (جداء سطر فى مصفوفة فى عمود)» 
وتعرف هذه العناصر كما يلى : 


(e) Axj=0 OY) j> اذاكان‎ giAx; =0 | 


re ع‎ g T 
(Ax; = 05g OF) FST 2 AX; = Gi 954) 


لكن 6= , 4 ١‏ ي إلا عندما يكون زر :. إنها الوحيدة غير الصفرية في الجداء 
و AO‏ وإنها العناضر الأولى ال police yor‏ القطرء F hg‏ ور 6. 
ما أن 2 = FOLK‏ , © 4 كماهر wi gall‏ 

نذكر من جديد كيف تلائم المتجهات و و x‏ هذه الفضاءات الجحزئية الأساسية 
الأربعة ل 4. ال «الأوائل من x‏ قاعدة متعامدة نظامية لفضاء الأسطر والمتجهات ال 
n -r‏ الباقية أساس متعامد نظامى للفضاء الصفري (عندما يكون0 = ز×4). المتجهات 
ال الأوئل من و أساس متعامد نظامي لفضاء الأعمدة» وال mer‏ الباقية أساس 


WA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


متعامد نظامى للفضاء الصفري الأيسر . طبعاء ليس مستغربا أن تكون هذه الأسس 
موجودة . نحن نعلم ذلك ! ما هو خاص من أجل ×و وهو أن روزه = Ax;‏ تأخذ 
المصفوفة متجهات أساس الى متجهان اساس آخر عندما تكون الأسس صحيحة. 
استنادا الى قواعد تكوين المصفوفات» عندما تطبق 4 على أساس في "12 وتعبر عن 
النتيجة باستخدام أساس فى RT‏ فإن المصفوفة بالنسبة لهذين الأساسين قطرية . إنها 
2 


تمارين 


أ- ١‏ أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب * 0 للمصفوفة الصفرية 
من النوع Xn‏ 771 . 
أ-؟ أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب لكل مما يلى : 


celta] 1 





y A=(1 11 1]. 


100 00 
م إذا كان لمصفوفة cO‏ ذات النوع om Xn‏ أعمدة متعامدة نظامية» فما هو 
معكوسها الكاذن * )؟ 
أ-ع (i)‏ احسب A‏ 4 وقيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية والجذر التربيعي 
5المعرف ايجابياً إذا كانت : 
106[ 1 
ae =| 0 8 |‏ 


(ن) احسب التحليل القطبى 05 -4.. إذا عرفت cO‏ فاحسب الشكل 
العكسي A =S O‏ 


أ-ه مأ هو حل المربعات الأصغرية ذو الطول الأصغرى x =A b‏ للنظام : 
i 0011| © 0‏ 
Ax =|100|| 2| - | 2‏ 
2| 20 )|1 1 1 




















4-| 


T 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب 1⁄۹ 


يمكنك أن تحسب * 4 أو تجد الحل العام ل 478 - × ATA‏ وتختار ا لحل 
الواقع في فضاء أسطر 4. تلائم هذه المسألة المستوي المفضل Di + Ez‏ + © 
مع 0= ط عند النقط ة0 - 2 = مع 2 - م عند النقطة السابقة ذاتهاء مع 
8-2 شرل رح ع 12 


)1( إذا كان AS‏ أعمدة مستقلة» فإن معكوسها اليساري (A TA) WAS‏ 


(ب) إذا كان A J‏ اسطر مستقلة فإن معكوسها اليميني ” (” A (AA‏ 


في كل من الحالتين» Gam‏ أن 4*8 - *× واقع في فضاء الأسطر وأن 
A ‘Ax sA b‏ 

اذا وزعت 0,203 = 4 إلى :5 © (معكوس تحليل قطبي) فما هما 
02 ؟ 

هل العلاقة * 8*4 = *(48) صحيحة دوما من أجل المعكوسات الكاذبة؟ 
azel‏ لا . 

أى تحليل مصفوفة بالصورة 1 1 = 4» حيث أعمدة .1 ال تولد فضاء 
أعمدة A‏ وأعمدة 1 الء تولد فضاء الأسطر al)‏ 1-0( حقق القانون 


ارشاد : DU‏ 4*5 واقع. دوماء فى فضاء الأسطرء بسبب وقوع * ل 
فى المقدمةء ولماذا 45 -4"44*5. أي أن A*b‏ يحقق المعادلة 
النظامية؟ 

فسر ISU‏ * 44 و AtA‏ مصفوفتا إسقاط (لذا فهما متناظرتنان). ماهو 
المضضاء الجزئي الأساسي الذي يجري الإسقاط عليه؟ 


شكل جوردان 


إذا اعطينا مصفوفة مربعة A‏ وأردنا اختيار مصفوفة M‏ » بحيث تكون المصفوفة 
M AM‏ تقريبا قطرية . فى الحالة الأكثر بساطة » للمصفوفة A‏ مجموعة كاملة من 
المتجهات الذاتية التي تحتل أعمدة 4 - وهي التى تعرف ب 5 شكل جوردان في هذه 
الحالة هو ۸ = C= MAM‏ إنه مكون US‏ من كتل من النوع 11 حيث : 1 - :/ 
ويكون هدفنا تكوين مصفوفة قطرية قد انج تماما . في ا حالة الأكثر عمومية والأكثر 
صعوبة» تكون بعض المتنجهات الذائية مفقودة والشكل القطري غبر بمكن ٠‏ ستكون 
هذه الحالة هي التى سنهتم بها حالياً . 

نعيد ذكر النظرية التي تحتاج إلى برهان : 


هق إذا كان لمصفوفة s‏ من المتجهات الذاتية المستقلة خطيا » فإنها تشابه مصفوفة يمكن 
كتابتها على شكل جوردان ب من الكتل المربعة الواقعة على القطر : 


J=M AM = 








1A1 


NAY‏ ان لخطي ا 
لكل كتلة قيمة ذاتية واحدة ومتجه ذاتى واحد ووحدان فوق القطر : 


A. | 


اليك مثالا لمصفوفة جوردان 





[o] J3 


للقيمة الذاتية المزدوجة 8 = À‏ متجه ذاتي وحيد» فقطء يقع على اتجاه الإحداثي 
الأول (1,0,0,0,0 = er‏ : نتيجة لذلك» تظهر 8 -1 e‏ فقط في كتلة واحدة ,/ . 
للقيمة الذاتية الثلاثية 2-0 متجهان ذاتيان es‏ و ١ء‏ وهما OWL‏ كتلتى جوردان 
دل , 71 . إذا كان ل A‏ خمسة متجهات ذاتية » فإن جميع الكتل ستكون من النوع | 
XI‏ وستكون J‏ قطرية . 

السؤال الرئيسي هو ما يلي : إذا كانت A‏ مصفوفة أخرى من النوع 5 × 5 تحت 
أي شروط سيكون شكل جوردان المتعلق بها هو المصفوفة [ نفسها؟ متى يمكن وجود 
مصفوفة M‏ بحيث يكون 7 - MAM‏ كأول مطلب » أى مصفوفة مشابهة A J‏ يجب 
أن تشترك معها بالقيم الذاتية نفسها 8,8,0,0,0 . لكن ذلك بعيد من أن يكون كافيا- 
المصفوفة القطرية التي عناصر قطرها القيم الذاتية هذه ليست مشابهة ل 7 - وإن مسألتنا 
تتعلق ie‏ بالمتجهات الذاتية . 

للإجابة عن ذلك » نعيد كتابة العلاقة/ = MAM‏ بصورة أكثر 
ساطة AM = MJ‏ : 


شكل جوردان AY‏ 


A | وي‎ X2 X3 X4 X5 | =| XxX X2 Ke X4 Xs 


: الضرب بعمود فى كل مرة‎ ded 


(\) Ax = +x, j Ax, = êri 


(Y) AXs = Ur; 4 Axa = Ux; t X3 4 4 X3 = Ur; 


يمكننا الآن التعرف على الشروط التى تفرض على 4 . يجب أن يكون لها ثلاثة متجهات 
ذاتية حقيقية » مثل ماللمصفوفة J‏ . أحدهاء وهو الموافق للقيمة الذاتية 2-8 . 
يوضع في العمود الأول من M‏ تماما كما كان يوضع في العمود الأول من 5: 
AX) = 8‏ . يوضع المتجهان OL FV‏ اللذان يسميان × , ء×» فى العمودين الثالث 
والخامس من 81 :0= و×4= و×4. يبقى أخيرا متجهان خاصان استقرائيان هما 
»× , و* . نلاحظ أن x2‏ ينتسب إلى صئف متجهات يرأسه ,+ معرف بالمعادلتين )١(‏ 
. فى الحقيقة × هو المتجه الآخر الوحيد فى هذا الصنف» والكتلة الموافقة لمن 
المرتية الثانية . تصف المعادلتان )1( صنفين op el‏ مختلفين . في أحدهما 4 يتبع 3× 
ويقع في الآخر xs‏ وحده . الكتلتان دل , ول من النوعين 2×2 و11 . 

البحث عن شكل جوردان ا متعلق ب A‏ يصبح بحثا في أصناف ا منجهات هذه » 
كل واحد منها يرأسه متجه ذاتی : لكل i‏ 


(Y) AX; =Aix; +۳ Xi [1 أو‎ Ax; = إما‎ 


توضع المتجهات ;× في أعمدة المصفوفة 14 ويعطى كل صنف كتلة واحدة في 7 . الأمر 
الأساسى هو أن نبين كيف يكن تكوين هذه الأصناف لأى مصفوفة A‏ . عندئذ» إذا 


el 1A‏ ا لخطي وتطسقاته 


لاء مت الأصناف المعادلات الخاصة )١(‏ و jop (Y)‏ هذه ستكون شكل جوردان 
المتعلق د ۸ 

اعتقد أن فكرة فيليبوف Felippov‏ التي نشرت في المجلد (Y1)‏ من Moscow‏ 
University Vestnik‏ تعطي هذا التكوين بأحسن ما يكن من البساطة والوضوح . لقد 
عولج الموضوع بطريقة التراجع (الاستقراء الرياضي)» انطلاقا من كون كل مصفوفة 
من النوع 1 × 1 واقعة مسبقا فى شكل جوردان المتعلق بها . يمكننا أن نفرض أن البناء 
قد انهي لكل مصفوفة من مرتبة أدنى من n‏ هذه هي فرضية التراجع - عندئذ تفسر 
المراحل من أجل مصفوفة من المرتبة ” . هناك ثلاث مراحل وبعد أن نقدم وصفا عاما 
لها نطبق ذلك على مثال محدد . 

المرحلة الأولى : إذا فرضنا أن 4 شاذة » لذاء سيكون عدد أبعاد فضاء أعمدتها 
م >” . بدراسة هذا الفضاء الصغير » تتكفل فرضية التراجع بكون شكل جوردان 
“LS‏ يجب أن يكون : من المتجهات المستقلة Wi‏ فى فضاء الأعمدة بحيث يكون : 

(£) iseina 2 eee i 

ا مرحلة الثانية : نفرض أن Law‏ الصفرى وفضاء الأعمدة المتعلقين بالمصفوفة 
A‏ » تقاطعا عدد أبعاده م . طبعا » كل متجه من الفضاء الصفري هو متجه ذاتي 
يقابل 2-1 . لذاء سيكون هناك م صنفا فى المرحلة الأولى تنطلق من هذه القيمة 
الذاتية » وإننا نهتم بتلك المتجهات ;۷ التي SE‏ في نهاية هذه الأصناف . كل واحد 
من هذه الم متجها واقع في فضاء الأعمدة . لذاء كل منها تركيب لأعمدة 
4 : 4= ر« من أجل متجه موافق yi‏ . 


ا مرحلة الثالثة : للفضاء الصفرى دوما: -#بعدا . لذا بصورة مستقلة عن تقاطعه 
مع فضاء الأعمدة الذى عدد أبعاده p‏ » فإن عليه أن يحوى r- p‏ - ۸ متجها إضافيا 
أساسيا :2 واقعة خارج هذا التقاطع . 


شكل جوردان VAC‏ 
لنصوغ OYI‏ هذه المراحل معا لتقديم نظرية جوردان : 


المتجهات SW)‏ عددها ‏ والمتجهات Sy;‏ عددها م والمتجهات :2 التى 
عدده ام -: -: تكون أصناف جو ردان للمصفوفة A‏ » وهذه المتجهات مستقلة خطيا 
. إنها تكون أعمدة × ويكون J=M'AM‏ هو شكل جوردان . 

إذا أردنا إعادة ترقيم هذه المتجهات باعتبارها "× , ... ,× وموافقتها مع شروط 
المعادلتين )1( فإن على كل ys‏ أن يدرج مباشرة بعد :الذي ينتج عنه » إنه يتمم صنفا 
يكون فيه 0 = A;‏ . تأتي المتجهات = في النهاية القصوى » كل واحد منها منفرد فى 
صنفه الخاص » وكذلك القيمة الذاتية هنا صفر لأن المنجهات : تقع في الفضاء الصفري 
. الكتل المتعلقة بالقيم الذاتية الصفرية أنهيت في المرحلة الأولى والكتل المتعلقة بالقيم 
الذاتية غير الصفرية زادت سطرا واحدا وعمودا واحدا في المرحلة الثانية وتشارك 
المرحلة الثالثة بكل كتلة [0] = ;ل من النوع 1 ×1 . 

نختار الآن مثالا » ولكي نبقى قريبين من الصفحات السابقة نختاره بالقيم الذاتية 


. 8,8,0,0,0 


پس 
a‏ 


حل 
1 
© نا ت 
ب SOO OC‏ 
x‏ تن SOO‏ 
O cnx‏ ت بي 


وده 


( 

ا مرحلة الأولى : عدد أبعاد فضاء الأعمدة 3 = وهو مولد بالمتجهات الاحداثية 

, © .ر © ,, © . للنظر في هذا الفضاءء نهمل الثالث والرابع من أسطر وأعمدة 

المصفوفة A‏ . للمصهوفة التي بقيت القيم الذاتية 8,8,0 وينتج شكل جوردان المتعلق بها 
عن المتجهات : 





Cal لجراي‎ VAI 


تقع المتجهات Wi‏ في فضاء الأعمدة وهي تتم الصنف المقابل ل 2-8 وتنتقل 
إلى الصنف المقابل ل0 -2 : 
Aw, =8w;, Aw, =8w; +w], Aw; = Ow.‏ )0( 
ا مرحلة الثانية : يحوي فضاء 4 الصفري ر © ,ر dabl ol cl ce‏ مع فضاء 
الأعمدة مولد بالمتجه ر © . وهكذا تكون 1= م . وكما هو متوقع » يوجد صنف 
واحد في المعادله )0( يوافق 1-0 . يأتى المتجه و« في آخر الصنف LS)‏ كان في 
البدء) وإن (رع-,ء) w3 =A‏ . لذا يكون ۴ - ڕع= ر . 


ا مرحلة الثالئة : فى هذا n-r-p=5-3-1l=] JUL‏ والمتجه الصفرى zZ =e;‏ 
يقع خارج فضاء الأعمدة وسيولد هذا المتجه z‏ كتلة من النوع 11 في J‏ . إذا جمعنا 
المتجهات الخمسة » تكون الأصناف كاملة هى : 


Aw, =8w,, Aw, =8w.+w,, Aw, =0w,, Ay=Oy+w;, Az =0z 


المتعلق Le‏ سيكون. c La LE‏ المصفوفة 3 التى كتبناها منذ قليل ad y j‏ هذه المتجهات 
الخمسة في مواقع أعمدة M‏ نحصل على MJ‏ = 480 أو ل = AM‏ 1 : 


8 0 0 -1 0 
0 1 8 00 
M= 0 0 O O 1). 
000 1 4 
0 1 0 0 0 


نحن واثقون» بقدر Gls‏ بالرياضيات (أوكسالى بقدر (GIS‏ لذاء نهمل HAY‏ 
الضرب M “AM‏ . 

في بناء فليبوف » النقطة التقنية الوحيدة هي التحقق من استقلال كامل الفئة 
2 .زلا -wis‏ من أجل ذلك » نفرض تركيبا لها يساوي الصفر : 


شكل جوردان AY‏ 


diyi + È qizi =9.‏ ره + Lew;‏ )1( 
لنضرب بالمصفوفة 4 ولنستخدم المعادلات )٤(‏ من أجل المتجهات , w‏ بالا ضافة 
Az =0, Jl‏ 6 


(Y) AW; 
ZC; أو‎ + > a. Ay; = 0 
ناه‎ + Wi. 

المتجهات Ay;‏ حالات خاصة من Wi‏ واقعة فى نهاية الصنف الموافق ل0 = Aj‏ 
لذاء فهي لا تظهر في المجموع الأول (لقد ضربت بالصفر في iw,‏ لما كان (V)‏ 
أحد تراكيب Wi‏ » التي كانت مستقلة وفق فرضية التراجع - إنها تزود شكل جوردان 
من داخل فضاء الأعمدة - فإننا نستنتج أن 0 = 4 . لنعد إلى (5) التي SEE‏ عندئذ» 
الصورة ,2 م2- - Tew,‏ والطرف الأيسر واقع في فضاء الأعمدة .الماكانت النجهات 
ج مستقلة من هذاالفضاء » فإن على كل : أن يساوي الصفر . أخيراء OS‏ = ;سء> 
ويؤدي استقلال Wi‏ إلى كون 0 = ن . 

إذا لم تكن المصفوفة الأصلية شاذة » يكن تطبيق المراحل الثلاث عوضا عن 
ذلك على -cT‏ 4 = '4 (نختار الثابتء بحيث يجعل A‏ شاذه ويمكنه أن يكون أى 
واحدة من القيم الذاتية للمصفوفة (A‏ تضع الطريقة المصفوفة A’‏ بشكل جوردان 
M1 = J‏ 4 14 0 وذلك بتكوين الأضناف :ءامن zi‏ ,نز Wis‏ . لذاء فإن شكل 
جوردان للمصفوفة A‏ يستخدم الأصناف نفسها والمصفوفة M‏ ذاتها : 

MAM ع‎ 31 AM + M cM عق + 3 د‎ 3 

وهذا ينهي برهان أن كل مصفوفة 4 تشابه واحدة من مصفوفات جوردان / . 
باهمال إعادة ترتيب ESNI‏ انها تشابه واحدة فقط مثل 7 : يوجد شكل جوردان 
واحد للمصفوفة A‏ . وهكذاء Ob‏ مجموعة المصفوفات توزع إلى عدد من الجماعات 
وفق الخاصة التالية : لحميع المصفوفات الواقعة في جماعة معينة» شكل جوردان 
واحد وكل واحدة منها مرتبطة بالأخرى (بما في ذلك ل ) بتحويل تشابه » إلا أنه لن 


TAA‏ ا حبر الخطىي وتطبيقاته 





الأروع -إذا رغبت أن تكون المصفوفات قريبة من القطرية . بهذا التصنيف ضمن 
جماعات » نتو قف . 
مثال 


à =0,0,0, ب‎ A = 








oc 2 
Qo a د‎ 
oOo = ل‎ 


مرتبة هذه المصفوفة 2 r=‏ ولها متجه ذاتى واحد . ضمن فضاء الأعمدةء و جحد 
صنف فريد wi, wa‏ »> من المتوقع انطباقه على العمودين الأخيرين : 
| 
)0 
; 


A | |= è 4 A =Q 





| 
0 
0 


DO = H 




















| 
| 
L 


Aw, > 0.‏ و +w;‏ وض ع Aw,‏ 
يقع الفضاء الصفرى بكامله فى فضاء الأعمدة وهومولدب Wi‏ . لذا فان | = ر فی 
J‏ حلة الثانية » والمتحه TRY‏ عن المعادلة : 














(0 2 
y= 0 f حلها‎ ssl Ay =w> =| | 
| 9 0 
: M المصفوفة‎ 301, wo, y أخيرا» بوضع الصنف‎ 
0 1 0 120 
MAM =|00 | =J}, و‎ M=/01 0 
000 001 














تطبيق على ا معادلة duidt = Au‏ . كما يجرى دائماء تبسط المسألة » بتفريق المجاهيل 
: يكتمل هذا التفريق عندما توجد مجموعة المتجهات الذاتية كاملة ونصل إلى = 
Sv‏ أفضل pate pa‏ | فی الحالة الحاضرة هو Mv‏ = » . ينتج ذلك معادلة حديدة 


شكل جوردان 1۸۹ 
Mdv/dt = AMv‏ أو dv/dt = Jv‏ وهى سهلة بقدر الأحوال الواردة أدناه . ihs a Lgl‏ 


فقط » بالوحدان الواقعة حارج القطرء في كل ALS‏ من كتل جوردان . في المثال الوارد 
أعلاه مباشرة الذى له كتلة واحدة » تأخذ المعادلة du/dt = Au‏ الصورة : 








a = 40 + Dat + tn „ dafd=b + 010 
b = by + Cot أو‎ db/t=c أو‎ 2 =|00 1f. 
C= Cy dc/d = 0 1 0 )( Û 


يحل هذا النظام » بالعمل باتجاه الأعلى e‏ انطلاقا من المعادلة الأخيرة » وستدخل قوة 
جديدة للمتغير؛ في كل خطوة . (كتلة من النوع 1ا! لها قوة عليا مثل ““ 1) . الدوال 
الأسية للمصفوفة / » في هذه الحالة وفي الأمثلة المقاربة من النوع 5× 5 هى : 


0 0 


a 


PR‏ ع 
w=|0 1 f‏ فى |0 
l‏ 0 | 














m 

|| 
Pe‏ کت ت ت 
gogh‏ 
OS‏ سماخ 


| 

0 

0 l 

يمكنك أن ترى لماذا تظهر المعاملات abe‏ في الدالة الأسية الأولى . في الخال الثاني 

يمكنك تبين خمسة J gle‏ خاصة dudt = Au J ILLS‏ . ثلاثة منها دوال أسية صرفة 

X3, H5 = p" X 5‏ ی 3 H | za Ay,‏ > كونت كما سبق من المتجهات الذاتية SAJI‏ 
للمصفوفة A‏ . يضم OAH‏ الباقيان المتجهين الذاتيين المعممين : 


(A) ] 4 =e" (tx, +X4) فى‎ Uy =e" (tx; + 2X3). 


امحل الأكثر عمومية للمعادلة dudt = Au‏ هو تركيب من الث 





: فى اللحظة ۰۲0 وهو من جليل‎ Ug ويطابق هذا التركيب‎ Ci U +...+ C5 Us 
c=M uo أو‎ lig =Me أو‎ lig =CyX 1 +... FCA. 

هذا يعني » فقط أن ر M” u‏ '” » 14 = » وآن 8 و ۸ الواقعتين في القانون القديم 

J gM alge asl موقل‎ ™ Sw, 


VA. 
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cu‏ أن ا لحل الخاص bu‏ المعادلة (A)‏ يحقق LLE 4/1 = Au‏ بسبب 
الصنفين ,+ + Axı = 8), Ax, = 8x2‏ . 

من أجل المصفوفة السابقة 8 » استخدم Me! Mo!‏ لحساب الدالة 
الأسية *25. وقارن ذلك بمتسلسلة القوى ...+ !7/2 Bt + (Bt,‏ +1 
برهن أن كل كتلة من كتل جوردان J,‏ مشابهة JT = PIP Ug) gah‏ 
وذلك باستخدام مصفوفة المبادلة م بوحدان واقعة على القطر الثانوي 
(من اليسار الأدنى الى اليمين الأعلى) . برهن أن كل مصفوفة مشابهة 
لتقولها . 

أوجد» بالمعاينة» شكلى جوردان للمصفوفتين : 





ما حل du/dt = Au‏ وماهو ج 


كل وردان 14١‏ 


y-o‏ افرض أن4 = 4 . برهن أن على شكل جوردان لهذه المصفوفة 
M ١ AM‏ = 1 أن يحقق [ = ” [ . لما كانت كتل القطر تبقى متفرقة › 
ob‏ ذلك يؤدى إلى JF =i‏ لكل كتلة « ogy‏ بالحسات المباشرء أن J,‏ 
يكن أن تكون فقط كتلة من النوع 1 × ! ,[0] أو [1] = :ل . ينتج عن 
ذلك أن 4 تشابه مصفوفة قطرية مكونة من أصفار ووحدان . 
ملاحظة : إن ذلك حالة نموذجية من آخر نظرية لنا في هذا الكتاب : تكون المصموفة 
ALL‏ للتقطير إذا وإذاء فقط e‏ كان الحداء (A -AIDA -221( ... (A -A pD‏ غير ا حاوي 
لأي تكرار للأعداد c A‏ مساوياً الصفر . إحدى ال حالات القصوى هى مصفوفة بقيم 
ذاتية مختلفة ؛ تقول نظرية LIS‏ - هاملتون الواردة في التمرين )١17-57-65(‏ إنه ب n‏ 
من العوامل 47 - A‏ نصل Leys‏ إلى الصفر . الحالة القصوى الأخرى هى مصفوفة 
الو حدة » إنها قابلة للتقطير أيضاً (7 = مو 0 - 7 - 4) . المصفوفة غير القابلة للتقطير 
3 |4 لا Gat‏ 0 = 4 بل ) = * A‏ معادلة بجذور مكررة . 


لقد كان هدفنا جعل هذا الكتاب مفيدا للقارىء ونريد أن نقوم بخطوتين 


إضافيتين . في الأولى» نحدد مصادر برامج للجبر الخطي العددي . الشىء الجميل 
في هدا اجزء من الرياضيات» هو کونه» بالوقت ذاته» عمليا وبديعا - وتمكن دراسته 
بالطريقة الرياضية ذاتها. جزء من وجهته العملية هو تجربة الجبر الخطى فى العمل . 
لقد ترجم الجانب النظري الى برامح للحساب العلمى» وسنشير الى مجموعة من 
الإمكانات - من مكتبة البرامج الكبيرة لأنظمة يمكن الحصول عليها مجاناً بالبريد 
الإلكتروني وللبرامج المعدة بصورة خاصة بحيث يكن جعلها جزء من مقرر الجبر 
ا لخطى التطبيقى . 

الخطوة الثانية هي اقتراح بعض التجارب الأساسية التي تتماشى مع هذه 
الأنظمة . نفضل ذلك على ابتكار أمثلة قياسية لمعادلات خطية أو مسائل المربعات 
الأصغرية أو مصفوفات مار كوف» وقد Wyle‏ عرض مسائل جديدة - سيكون الطالب 
أول من يجيب عليها . ليكن من المعلوم أنه لم يعط أي حل أو لا يكن اعطاؤه . إذا 
كتبت لى عن تجارب شيقة سأكون شاكرا جدا . 

أحد الأنظمة الأساسية هو LINPACK‏ . لقد حل محل آلاف الأنظمة (a5 AN‏ 
بعضها جيد وبعضها غير ذلك» وهي التى وجدت فى بيئات حسابية متعددة. لقد 


14۳ 
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خصص هذا النظام ليكون مستقلا عن الجهاز» فعالا وبسيطا صمم من قبل Dongarra,‏ 
Bunch, Moler and Stewart‏ و کان دليل استخدامه متازا . الآمر الذي حث على تطور 
هذه الأنظمة هو نجاح النظام EISPACK‏ في حل مسائل القيم الذاتية؟ بفضل النظام 
EISPACK‏ أصبحنا نعرف قيمة كتابة البرمجة الرياضية الجيدة . 

في 417/8/101» تخزن جميع المصفوفات مباشرة في ذاكرة الحاسوب . في كثير 
من الأجهزة» يكن تخزين مصفوفات كاملة من مرتبة تقدر بعدة مئات ومصفوفات 
حزامية من مرتبة تقدر بعدة آلاف . تستخدم جميع المسائل تقريباء نظامين جزئيين. 
واحداً لتحليل مصفوفة المعاملات› والآخر للعمل على طرف أيمن خاص . كما ذكرنا 
فى البند »)١-5(‏ سيوفر ذلك من وقت الحاسوب» عندما يكون هناك متتالية من 
الأطراف اليمنى المرتبطة بمصفوفة المعاملات ذاتها . يخبرنا الدليل أن هذه الحالة منتشرة 
بشكل كبير وأن التوفير فيها مهم أي أنه لم يصنع لحل نظام فريد بنظام جزئي واحد 

سنعطي قائمة مختصرة للأنظمة الجزئية . يمكن للمستخدم أن يختار بين أحادي 
الدقة أو ثنائي الدقة وبين الحساب الحقيقي أو المركب . هذه الاختيارات الأربعة تجعل 
مجموعة الرزمة كبيرة جدا نسبيا (مايغادل 8+٠ ٠٠‏ بطاقة) ولك البنية واضحة 
ومباشرة. تحلل الأنظمة المصفوفة 4 أو تحلل النظام Ax = b‏ أو تحسب المحددة أو 
المعكوس للأصناف التسعة التالية من المصفوفات : 

GE‏ عامة 

dole GB‏ > اميه 

PO‏ معرفة ايجابيا 

P8‏ حز امية معرفة إيجابيا 

SI‏ متناظرة غير معر فة 

HI‏ هر ميتية غير معرفة 
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TR‏ مثلثية 
PT‏ ثلاثية الأقطار معرفة ايجابيا 


يوجد علاوة على ذلك ثلاثة أنظمة تحسب تحليل شولسكى ۸"۸ = 4 وتحليل 
غرام - شميدت المثلثى - القائم QR‏ = 4 وتحليل القيمة الشاذة 0507 - ۸4. من أجل 
شولسكي » فالمصفوفة مربعة ومعرفة ايجابياء و 87 ماهي إلا EVD‏ من أجل 
المربعات الأصغرية› نذكر من جديد الخيار بين OR‏ المستقرة حسابيا و SVD‏ للمتأني 
جدا وبين استعمال ATA‏ والمعادلة النظامية التى هي أسرع الثلاثة . 4" 4 هي الاختيار 
المعتاد . من أجل المصفوفات المتناظرة والهرميتية » تتفق إشارات القيم الذاتية واشارات 
المحاور وفق قانون العطالة (البند CPT‏ وهذا هو جزء من EU‏ النظامين الجزئيين ST‏ و 
81 . نذكر أن تكاليف الحسابات تنزل إلى النصف تقريبا بسبب التناظر . هناك أيضا 
توفير فی تحديث معامل شولسكي وإرجاعه عندما تكون A‏ قد حورت باضافة أو حذف 

النظام الجزئي الأساسي SGEFA‏ يحلل مصفوفة عامة بدقة أحادية . تستعمل 
مخوزة dS 5m‏ غلى نحو الخنطوة امن الحذف حيث يختار - paral)‏ الأكبرة سواء 
كان على القطر أو تحته» ليكون محورا. يسجل العدد الصحيح IPVT(K)‏ سطر المحور . 
إن وجود صفر في موقع المحور لا يعني أن التحليل فاشل (لقد رأينا في الفصل 
الثاني أن PA=LU‏ ممكن دائما LINPACK Oly‏ يز ج ممع )+ يعني هذا أن U‏ شاذة 
وأنه سيكون هناك قسمة على الصفر في التعويض - التراجعي . عملياء القسمة على 
الصفر ناتجة بصورة عامة عن خطأ البرنامج Oly‏ المصفوفة لا قريبة من الشاذة تظهر عدم 
استقرار عددي . 


يعطي الدليل مختصراً لطرائق التحليل : 
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for k=1,....n-1 do find 1 such that jay | = mex, <; [ai |: 
save | in Ipvt(k); 
if a = Û then skip to end of k loop; 
interchange apk and ay, : 
føri=k + l-n do 


Mik = -dik fan (save Inde j 


forj=k+1,...,ndo 
interchange a; and ajj; 
fori =k + [1 2-50 
aj <— ay + omy, * ays 
end | 
end k. 
معتادة ولكن نظرة مدققة قد تكشف عن مفاجأة . الطريقة‎ dele الطريقة بصورة‎ 


لاتطرح مباشرة مضاعفات سطر محوري من الأسطر التي تقع تحته . بقول آخر إنها لا 
تقوم بعمليات سطرية . عوضاعن ذلك» يحسب النظام عمود المضروبات ma‏ كاملا 
ثم ينتقل من عمود الى آخر نحو اليمين مستخدما هذه المضروبات . السبب هو كون 
لغة فورتران تخزن ا مصفوفات عمودا فعمودا c‏ يعطي النزول في العمود نحو الأسفل 
وصولا مرتبا إلى الذاكرة» من أجل المضفوفات الكبيرة المخزتة بطريقة التصفي- 
سيكون هناك وفر كبير . لذلك» صممت الحلقات الداخلية (من أجل k+l,‏ - : 
(ndo‏ بحيث تعمل عملية عمود لا عملية سطر . (قارن التمرين 4-5-١‏ بضرب 
Ax‏ بطريقة الأسطر أو بطريقة الأعمدة) . بصورة مشابهة. تنفذ الأنظمة SGESL, SGBSL,‏ 
51 التعويض التراجعي عمودا في كل مرة؛ المجهول الأخير فى النظام Ux SM‏ 
» = هو Call‏ = ۾ ea‏ ثم يطرح جداء xy‏ بالعمود الأخير فى لا من cc‏ ما يبقى هو 
نظام من المرتبة / - « جاهز للخطوة التالية من التعويض التراجعي . 

هذا التغيير إلى الأعمدة عائد إلى Moler‏ ولقد نقح البرنامج بالتدريج لكي 
clas! «pba‏ العدد الشرطي (المعرف في البند ۲-۷). في الحقيقة الاختيار النظامي 
في LINPACK‏ ليس SGEFA‏ بل هو SGECO‏ وهو الذي يحوي هذا التقدير ویسمح 
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للمستخدم أن يقرر ما إذا كان من الأمان العمل مع نظام SGELL‏ للتعويض التراجعي . 
يعتمد هذا النظام على مجموعة الأنظمة الثانوية للجبر الخطي (BLAS)‏ بعمليات مثل 
العملية الأخيرة فى المخطط . جمع مضاعف عمود إلى آخر . النتيجة الأخيرة هي 
مجموعة من الأنظمة التي تقوم بتطبيق نظرية الجبر الخطي بصورة جميلة. يكن 
pal‏ ل على دليل العمل من : 
Sciety for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)‏ 
South 17th Stret‏ 117 
PhiladIphia PA 19103; (215) 564-2929‏ 
نؤكد أيضاً على أهمية البرنامج EISPACK‏ لمسألة القيم الذاتية . 
هذه الأنظمة معروضة للاستخدام العام . إنها تكون جزءاً من كثير من مكتبات 
الأنظمة الجزئية» Lay‏ بتقديم مصدرين لبرامج الحسابات العلمية : 
International Mathematical and Statistical Libraries (IMSL)‏ .1 
Bellaire Boulevard‏ 7500 
Houston TX 77036; (800) 222-4675‏ 
Numerical Algorithms Group (NAG)‏ .2 
31st Stret‏ 1101 
Downers Grove IL 60515; (312) 971-2337.‏ 
بعدما تقدمء نريد أن نلفت النظر إلى المصدر المسمى “netlib”‏ وهو جديد 
ومجاني . إنه ليس مكتبة بل هو مؤسسة تقدم خدمات سريعة للحصول على أنظمة 
علمية. إنه يعمل بالبريد الإليكتروني بصورة كاملة» يرسل عن طریق ARPANET‏ 
CSNET, Telent, or Phone Net‏ . عا أنه لا يوجد شخص ينظر فى الطلب» فمن الممكن 
(ومن المحتمل أن يكون أسرع) الحصول على البرامج فى منتصف الليل . توقظ الرسالة 
ab‏ وترسل قائمة بالبريد الالكتروني العائد. ليس هناك استشارة ولا ضمانات 
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ولكن الجواب فعال والكلفة طفيفة والنسخة الأخيرة» دائما موجودة . لا يكن معرفة 
العناوين عن طريق مركز البريد : 
netlib@anl-mcs (ARPANT/CSNET) or research!ntlib (UNIX network)‏ .3 
EISPACK, ITPACK, LINPACK, MINPACK, QUADPACK,‏ 
TOEPLITZ, TOMS, FFTPACK, BLAS, FISHPACK, ...‏ 
يكن أن يكون المصدر التالى هو الأفضل . إنه برنامج فعال يدعى (MATLAB‏ 
كتب خصيصا لحساب المصفوفات . يستفاد منه من أجل IBM PC, Macintosh, SUN,‏ 
APOLLO and VAX‏ . أصبح هذا البرنامج أداة فعلية dale‏ والبرنامج الأساسي للبحث 
في ال حبر الخطي العددي . نؤكد على السرعة ورسم الأشكال وتحويل فورية السريع. 
«وأفلام» تقدم عمليات المصفوفات . العنوان هو : 
Math Works‏ .4 
North Main Street‏ 20 
Sherborn MA 01770; (617) 653-1415.‏ 
فيما يلي نقدم ستة أنظمة لأجهزة PC‏ إن ذلك قائمة جزئية فقط وهناك برامج 
جديدة يتتابع ظهورهاء ولكننا قد اطلعنا على تقارير جيدة من أجل هذه : 


S; Matrix Algebra Calculator (Herman and Jepson), diskette and booklet 
with good applications: Brooks-Cole, 555 A brego Street, Monterey CA 
93940. 

6. MATRIXPAD (Orzech), convenient matrix entry and rational arithmetic; 
to be published by D.C. Heath, 125 Spring Street, Lexington MA 02173; 
information from Mathematics Department, Queen’s University, 


Kingston 
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K7L3N6 Canada. 

7. Lintek (Fraleigh), associated with text: 0-201-13456-0, Addison-Wesley, 
Reading MA 01867, 

8. Linear-Kit (Anton), associated with text; 0-471-83086-0, John Wiley, 
605 
Third Avenue, New York NY 10158. 

9. Matrix Calculator (Hogben and Hentzel), basic applications 1n exact 
rational arithmetic; Conduit, University of lowa, lowa City [A 52242. 

10. MINITAB, statistics and basic linear algebra; 3081 Enterprise Drive, 


State College PA 16801. 


لقد Apple 4b‏ و Macintosh‏ نظاماً بصورتين مختلفتين وببطء كبير . تعاد كتابة 
بعض البرامج » ولكن» يظهر أن مجموعة كاملة من برامج الجبر الخطي ستكون جاهزة 
حتما للمستقبل أكثر من الوقت ا حالي . 

آذكر» اخيراء محبتي الشخصية لتعليم طريقة الإفراد في البرمجة الخطية . وهي 
الطريقة التي تعطي قرارا في كل خطوة» يحل عنصر داخل محل عنصر مغادر . ليس 
للعمليات السطرية التي تنتج عن القرار أهمية (هذه هي المشكلة الكبرى في برهنة 
قضايا الجبر الخطي) . بالقفز إلى قرنة جديدة قد تكون أفضل أو أسوأ أو أسرع أو Seal‏ 
- يسمح النظام “Mac Simplex”‏ للمستخدم أن يقوم بأخطاء ويعود إلى الوراء. لقد 
كتب من قبل Dr. Andrew Philpott (Enginering School, University of Aukland, New‏ 


. Macintosh 512 k and Macintosh plus لحساب‎ Zealand) 
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تجارب حاسوب مقترحة 


هدفي في هذه المقاطع أن أقترح توجيها لتجارب في الحاسوب وقد تجنبت منها 
كثيرة الشيوع وذوات الصعوبة الجدية . ما يحدث عادة هو أن الطالب يدخل مصفوفة. 
يضغط زرا ويقرأ الجواب . ليس هناك مكان لكثير من التعلم» إنه مجرد تمرين أكثر منه 
تجربة . الشيء البهيج في الرياضيات هو إيجاد شيء جديد» وانني اعتقد أن الحاسوب 
يجعل ذلك ممكنا . 

أحد الأفكار الأساسية هى استخدام مولد الأرقام العشوائية لتكوين مصفوفات 
عشوائية . cls‏ لا تزال النظرية في طفولتها» تتطور بسرعة (مدفوعة بصورة جزئية 
بمسائل خاصة في العلم). القيم الذاتية وقدر المحاور والمضاريب. أو المحددات أو 
كذلك الشذوذ وقابلية العكس في الحالة 0-1» كل ذلك يؤدى الى مسائل مهمة . سنشير 
لبعض ما يكن أن يسأل عنه.. kK‏ أن تفكر Le ps‏ نوقشت الأعداد العشوائية في 
ص ۷۰۲ . 

الفكرة الثانية هي بناء مصفوفات في تموذج معين يسمح لحجمها بالنمو بينما 
يبقى ادخالها سهلا . ينتج نموذج رئيسى من فروق محدودة» كتقريبات لمعادلات 
تفاضلية . بتصغير طول الخطوة ch‏ تزداد مرتبة المصفوفة - لكن المصفوفة تبقى متناثرة 
وسهلة الانقياد. يدور كثير من حسابات المسائل العلمية حول هذه المصفوفات: 
خواصهاء سلو كها عند تصاغر ۸ والأفكار المتعلقة بالحساب الفعال. 

تحوي بعض أفراد هذه المجموعة التي ذكرت من قريب » مصفوفات خاصة يمكن 
تذكرها مباشرة . يتجنب ذلك مسألة الداخل» لكن جزء من الرياضيات يشترك في 
تقنين المسألة . تكمل التجارب الواردة أدناه تلك التمارين . 


أنظمة حاسوب لحل المعادلات الخطية \ 


المصفوفات العشوائية 1 - ۸(0 (n x‏ : 
١-١‏ أي جزء منها شاذ؟ ما تواتر مختلف المحددات؟ ماأكبر محددة ممكنة؟ 
ماأكبر محور (مع محورة جزئية) ولماذا تزداد معدلاتها مع Gn‏ 
ا ايجاد القيم الذاتية (قصر A‏ على ا حالة المتناظرة إذا كان النظام يتطلب 
ذلك» ثم تجزئتها إذا كان النظام يسمح بذلك). ماأكبر قيمة ذاتية فى 
هذا النموذج ومامعدل القيم الذاتية الضخمة؟ . 
Y-‏ لاذا تتغير الأجوية عندما يتحرك احتمال الوحدان مبتعدا من النصف؟ . 


المصفوفات وا متجهات العشوائية (nX, MXN, NXN)‏ . 
نختار عناصر gn‏ ط بواسطة مولد الأعداد العشوائية من مجال للقيم وليس فقط 0-1. 
تعدل إذا كان ذلك ضروريا بحيث يصبح المتوسط (أو القيمة المتوقعة أو المعدل) صفرا . 
)١(‏ العمل مباشرة مع ۸و B‏ 
(؟) الانطلاق من ,هدو ccna,‏ واعسار 4و 8 تشويشا -اتراقسثابت 
تغيير المقياس © وتعمل مع ۸ع + وه PF CB,‏ 
هناك أسئلة مثيرة لم يجب بعد عنها تتعلق باحصائيات الحذف الغاوسى (عندما 
ينتج ۸ و 8 من تدوير أخطاء) . 
\-Y‏ ماهو توزيع 4:4؟ باستخدام حذف بدون محوره» ييكنك» أيضاء أن 
ut‏ یادا نف المصفوفات الحزئية البسارية العليا والمحاور والمضاريب . 
لكل ذلك فائدة كبيرة . 
Y-Y‏ ماهو طول معدل Vx =A "b‏ = بالمقارنة ب stg =Aj by‏ ماطول معدل 
(A 0 + cA) -íb 0 + cb,‏ = × والخطأ 0 ال - Fy‏ 
كر افرض del bls‏ 4 بحيث يكون لها( + n?‏ ل من العناصر العشوائية 


Vv.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المستقلة» وأوجد قيمها الذاتية . احسب أيضاً F(t)‏ تساوى جزءاً 
من مجموعه القيم الذاتية التي تقع تحت .١‏ ماتوزيع 595 me sil FA‏ 
مع ؟ سينزل بيان نحو الأسفل بعد العديد من التجارب . (هناك قانون 
اشبه دوري» قليل من سمع به . تظهر F‏ مشابهة تكامل ki‏ وي I‏ 
بعد تغيير المقياس › وتقوم كثافة القيم الذاتية. بنصف دورة) . مامعدل 
وتوزيع CA)‏ + م SA min (A‏ 

5-5 انشىء مصفوفات عشوائيةمن النوع Xn‏ وانظر فى المحاور والمحددات 
والقيم الذاتية ل A TA‏ وهي المضمون كونها متناظرة وشبه معرفة 


الشبكات ومصفوفات الورود العشوائية « لا « : 

إذا اعطينا ‏ عقدة و n? - n)‏ < من الأضلاع التي يمكنها الربط بينهاء أدخل 
كل ضلع باحتمال ul) p‏ بياناً كاملاً ب opel‏ ثم ب ل - م). A‏ هي مصفوفة ورود 
يقابل كل سطر فيها واحدا من الأضلاع ال" (البند 0-15). تحوي 1- و 1+ في العمود 
المقابل للعقدتين المرتبطتي: بهذا الضلع . 8 هي مصفوفة الورود ا مختزلة . مشابهة ل A‏ 
إلا أن عمودها ال « قد حذف .© مصفوفة التجاور من النوع ۸ ٠۸×‏ حيث1 = lej‏ 
كان بين العقدتين abe, i‏ و 0 = زه إذا كان GAS‏ ذلك . 





y-t‏ مااحتمال وجود شبكة مترابطة؟ يكون ل ۸» فى هذه الحالة» رتية تساوي 
1 -”. كيف يتغير الاحتمال مع م ؟ 

k ما القوة الأولى *© التي تكون موجبة كلياء بدون أصفار وما معنى‎ Y-Y 
Tn eek بدلالة الطرق الواصلة بين العقد؟ كيف تزداد‎ 

Sp gn الأشجار المتدة . كيف يتحول ذلك مع‎ ote 8*8 تقدر محددة‎ Y-Y 


اطبع من أجل بيان صغير )3,4,5 (N=‏ 


V.Y حاسوب حل المعادلات الخطية‎ an 


AS للفضاء الصفري‎ Lolo! (i) 

(ب) أساساً للفضاء الصفري A TJ‏ 

(ج) n‏ ,:” والرتبة ” 

(د) BTB‏ ومحددتها ste)‏ الأشجار الممتدة) 

قارن النتائج بالبيان» بصورة خحاصة» قارن الجزء (ب) بالعرى . 

أوجد القيم الذاتية ل 8"8 و ٥‏ - بصورة خاصة توزيع mar‏ 2 وتوزيع 
العدد الشرطي CEA N ni‏ 

من أجل البيان الكامل ذى in - n) Jl‏ > ضلعاً. ما هى B'B‏ وما هي 
فيمها الذاتية؟ abl‏ مصفوفتين من النوعين 4x4 53x3‏ ب 2-5 و0 
4- على القطر - ووحدان سالبة في بقية المواضع . أوجد LU‏ ثم التحليل 
LDL d‏ - هل ترى ht‏ المضاريب في ؟ . 


الفروق المحدودة : “رع به + "- لكل OSxS1‏ 


\-§ 


1-4 


بفرض أن 0-ن.» انشىء مصفوفة الفرق - الثاني القطرية tA,‏ حيث 
يقع على الأقطار 1-,1,2. حقق أن 1 + - deta,‏ واحسب Ag‏ يجب 
أن تكون عناصرها الواقعة فوق القطر من الشكل (زه - caill‏ أوجد 
العدد ۾ وابحث عن bt‏ ما نحت القطر . 

حقق أن القيم الذاتية ل , sin? : 58/2 A‏ 4 = ز۸ وأن المتجهات 
الذاتية تظهر كجيوب - كما في التمرين ۳-٤-۷‏ . 

انشىء ثلاث مصفوفات فرق - أول F, : ESE‏ تحوي وحدانا سالبة 
على القطر الرئيسي ووحدانا موجبة فوقه مباشرة» F‏ تحوي وحدانا على 
القطر الرئيسي ووحدانا سالبة تحته مباشرة» وتحوي ( ۴+ (F,‏ > = ۴ 
أنصافا فوق ball‏ وانصافا سالبه تحته . إن ذلك مسألة مهمة من مسائل 





t? 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


الهندسة المعمارية . لاحظ أن cu‏ + » -. مقربة بتع M=h*A +h!‏ 
حيث هو طول الخطوة . 

حل 1= +u‏ ”"» - بفرض أن 0 - » عند الطرفين 0 -* ,! -:. 
(جرب Le VOLS 13] Car + bs e T‏ ارسه SAN‏ 
الحقيقي من أجل 0 = » وقيم أخرى . ثم حل e‏ =1 , 1/1و 
use‏ 24 وء = نا , M»عندمایكکون »e=)1,1.....1(‏ تنتج 
المصفوفات M‏ عن المصفوفات الثلاث ۴. بفرض أن كبير» يكون حد 
المشتقة الأولى '»ه مهما : أي اختيار ل / ترجح؟ إذا كان » صغيراً فما 
الأفضل ؟ قارن دائما IAL‏ الصحيح fu‏ 


هل يوجد مط في [SIM iM‏ من المصفوفات ر 14 ,_ 14 ,, SM‏ 


معادلة لا بلاس U‏ = ,, » - ب 4 - على وحدة مربعة . 
وجل ° 7 من المجاهيل داخل المربع . عندما يكون طول الخطوة )1 + In‏ = ۸ في 


اتجاهي × «. رقمها أولا على طول اخحفض gla‏ ثم السطر الذي يليه 
وأخيرا السطر العلوي . أرقام المجاهيل الواقعة في القرنات السفلى 
البسرى و السفلى اليمتى والعليا اليحتى هي على الترتيب لا nm‏ 

أنشىء مصفوفتي الفرق - الثاني (1-.1.2-) ۸1 و ۷ (أفقية ورأسية) وهما 
من mas MM‏ تأخذ فروقاً في اتجاه ×» على طول الأسطر؛ وستكون 


ثلاثية الأقطار - لكن الوحدان السالبة الواقعة فوق وتحت القطر ترتفع 


أو تلتخفضص عندما نلتهى الأسطر. ال فروفا T.‏ انهاه بذ ]لا أن 
الوحدان السالبة تقع خارج الأقطار (كذلك بانخفاض أو ارتفاع) . 


أوجد المحددة والمعكوس لصفوفة الفرق ذات النقاط - ا خمس + ١‏ - .] 


V.o حاسوب لحل العادلات المخطية‎ Et 


fn slop أن تلاحظ أغاطا عندما‎ ELS aH 

أوجد القيم الذاتية لا وقابلها مع Ai the‏ » مجموع قيمتين ذاتيتين 
لصفوفة الفرق - الثاني العادية 4 ذات النوع ol) nxn‏ ۸ من القيم 
الذاتية قد اعطيت من قبل » لذاء فإن هناك 2 مجموعاً) . هل يمكنك 
أن تربط الأعمدة الذاتية ل 4 بالأعمدة الذاتية ل L‏ 

خل 6د #الاحخيث peal hes)‏ طول Voli? Solu‏ استخدم 
الحذف» لكى hat‏ على الحراب الحقيقى . (يزداد عدد العمليات 
الحسابية مثل “ :7 من أجل هذه المصفوفة الحزامية» كما كان متوقعا في 
البند ١-۷؟)‏ ثم استخدم طريقة التكرار الواردة في الفصل السابع - 
جاكو ب . غاوس - سايدل و 508 - وقارن تراجع x WUE‏ :اا بعد 
امن التكرارات. cle pF‏ أي » هو الأفضل في SOR‏ 


ارغب في تر كيب مصفوفات عشوائية مع مصفوفات فروق c Cam sA+cF‏ 


مصفوفة قطرية pole‏ عشوائية . إلا أن تلك منطقة جديدة. e LaLe‏ لم أتعرف يعد 


أنظمة من أجل E‏ 4 والتعويض التراجعي 


من أجل استخدام ce e lill‏ نمدم حدولة فورتران Fortran‏ معر 5l‏ من Vis ne‏ 


ولكنها ستسمح Luh‏ بتجربة -Ax=b‏ التر جمة ا له الك BASIC‏ أو PL/I‏ 
سهلة . يحتوى الداخل oN‏ مرتبة المصفر فة . وكذلك t NDIM‏ موجه البعد بين الأسطر e‏ 
الذي هى حد أعلى ل . یخصص الحاسوب فر جات متفقا مع J oS Lew « NDIM‏ 
۷ أن تتغير كأنظمة مختلفة جرت معالحتها. يكتب النظام فوق المصفوفة cA‏ خطوة 


he Lb cU فخطوة» بواسطة‎ 


pol tele tl الأعلى وبواسظة داق‎ 





Yet‏ احبر bod!‏ وتطبيقاته 


الخالص . ذلك عوضا عن تخزين الأصفار التى تظهر عند الحذف» تخزن المضاريب 
(أو بالأحرى سالب ا مضاريب» بسبب كونها 1-2). يلاحظ أن الحذف لا يتطلب 
مكاناً إضافياً للمتاورة . إذا وجدت مبادلات سطرية فإن أعمدة 1-1 تخضع إلى 
مبادلات لا يحلها إلا قارىء كثير الصبر . مهما كان الأمرء فإنها قد فسرت بصورة 
صحيحة بنظام التعويض - التراجعي . (لقد وصفت ا كمصفوفة مثلثية 
دنياسيكولوجية . في ا حالة التي يكون فيها قطر A‏ مهيمنا بصورة كافية فلن يكون هناك 
محورة ويكون LU‏ = 4). المركبة الأخيرة ل 1۲۷١‏ تحوي 1+ تبعا لكون عدد المبادلات 
زوجيا أوفردياء AÈ a‏ المحددة من IPVT(N) * A (1, 1( *...* AN, N)‏ إذا كانت مساوية 
الصفر فإننا نتتوقف . 

سنقدم OYI‏ البرنامجين الفرعيين «SOLVE yDECOMP‏ وذلك لتحليل A‏ 
وإيجاد ox‏ ونموذجا من برنامج رئيسي يقرأ المعطيات» ويستدعي البرنامج الفرعي 
النتائج ويطبعها . 


C 
C SAMPLE PROGRAM FOR N EQUATIONS IN N UNKNOWNS 
6 

INTEGER IPVT(10) 

REAL A(10,10),B(10) 

NDIM = 10 
C 
C NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 
C 

N = 3 

A(2,1) = 4.0 

A(3,1) = -2.0 

A(l,2) = 1.0 

A(2,2) = 1.0 

A(3,2) = 2.0 

A(2,3) = 0.0 

A(3,3) = 1.0 
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WRITE (6,5) NDIM,N 

FORMAT (X,"NDIM = ',I2,' N = ',12,' --- A:') 
DO 10 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(I,J),J=1,N) 

FORMAT (X,10F7.3) 

WRITE (6,30) 

FORMAT (X) 


CALL DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 


WRITE (6,35) 


| FORMAT (X,'AFTER DECOMP: FACTORS OF A:') 


DO 40 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(I,J),J=1,N) 
WRITE (6,45) DET 

FORMAT (X,'DET = °,§E11.5) 
WRITE (6,30) 

IF (DET.EQ.0.0) STOP 


B(1) = 0 
B(2) = -2.0 
B(3) = 7.0 


DO 50 I = 1,N 

WRITE (6,60) I,B(I) 

FORMAT (X,'B(',I2,') 2" ,F7.3) 
CALL SOLVE (NDIM,N,A,IPVT,B) 
00 70 I = 1,N 


WRITE (6,80) I,B(I) 

FORMAT (X,‘X(',I2,') =',F7.3) 
STOP 

END 


SUBROUTINE DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 

REAL A(NDIM,N) ,DET 

REAL P,T 

INTEGER NM1,1I,J,K,KP1,M 


INPUT A = COEFFICIENT MATRIX TO BE TRIANGULARIZED 
OUTPUT A CONTAINS UPPER TRIANGULAR U AND 
PERMUTED VERSION OF STRICTLY LOWER TRIANGULAR I-L. 
IN ABSENCE OF ROW EXCHANGES A = LU 


IPVT(K) = INDEX OF KTH PIVOT ROW, EXCEPT 
IPVT(N) = (-1)** (NUMBER OF INTERCHANGES) 
DET = IPVT(N)* A(1,1)*...*A(N,N) 


DET = 1.0 
IPVT(N) = 1 
IF (N.EQ.1) GO TO 70 
NMI = N-1 


DO 60 K = 1 
KP] = K+1 


FIND PIVOT P 


40 


45 


50 
60 


70 
80 


555 5 د 55 3 3 
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M = K 
DO 10 I = KPI1,N 

IF (ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,K))) M= I 
IPVT(K) =M 

IF (M.NE.K) IPVT(N) = -IPVT(N) 

P = A(M,K) 

A(M,K) = A(K,K) 

A(K,K) = P 

DET = DET*P 

IF (P.EQ.0.0) GO TO 60 


COMPUTE MULTIPLIERS 


DO 30 I = KP1,N 


INTERCHANGE AND ELIMINATE BY COLUMNS 


DO 50 J = KP1,N 

T = A(M,J) 

A(M,J) = A(K,d) 

ALK, Jc) =T 

IF (T.EQ.0.0) GO TO 50 
DO 40 I = KP1,N 

AI, J) = ACL, 35} +A(1;) 7 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 


DET = DET*A(N,N) *FLOAT (IPVT (N) ) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE SOLVE (NDIM,N,A,1PVT,B) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 
REAL A(NDIM,N) ,B(N) 


NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 

A CONTAINS FACTORS OBTAINED BY DECOMP 

B IS RIGHT HAND SIDE VECTOR 

IPVT IS PIVOT VECTOR OBTAINED BY DECOMP 
ON OUTPUT B CONTAINS SOLUTION X 


INTEGER NM1,K,KB,KP1,KM1,M,I 
REAL 5 


FORWARD ELIMINATION 


IF (N.EQ.1) GO TO 30 
NM1 = 2-1 

DO 10 K = 1 

KPl = K+l 

M = IPVT(K) 

S = B(M) 

B(M) = B(K) 

B(K) = 5 

DO 10 I = KP1,N 

B(I) = B(I)+A(I,K)*S 


10 


20 
30 


10 


Ong 


oap 


200O (OO CD C0 


(2C2 () 
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BACK SUBSTITUTION 


anang 


DO 20 KB = 1,NM1 
140511 = N-KB 
K = KM1+1 
B(K) = B(K) /A(K,K) 
S = -B(K) 
DO 20 I = 1 
20 B(I) = B(I)+A(I,K)*S 


30 B(l) = B(1)/A(1,1) 


RETURN 
END 


مولد الأعداد العشوائية 

لا كانت التجارب المقدمة أعلاه تحتاج إلى أعداد عشو ائية » فإننا سنضيف بعض 
الأسطر حول توليدها. كثير من الحواسب يحصل عليها مباشرة (على الأقل إذا أردنا 
توزيعا منتظما على الفترة من الضفر الى الواحد). حالياء يمك تكوين أعنداد. زائفة 
تأني من طريقة حتمية ولكنهاء من أجل موضوع عملي » تظهر عشوائية . سطر واحد 
يكفى لكتابة طريقة مرضية من أجل دقة حسابية واحدية : 

my =0, m; = (25732m,., + 13849)(mod 65536), x, = m;/65536. 

العدد 65536 هو '2 وستكون جميع الخطوات محسوبة بدقة (ستوجدء LU‏ 
بالجهاز (32-bit‏ . التعبير "65536 “mod‏ يعني أن :هو SLI‏ بعد قسمة 
mj, + 13849)‏ 25733( على ذلك العدد . لذاء OF‏ ز× کسر يقع بين الصفر والواحدء 
عندما قسم ز× على 25 - لقد تحركت النقطة الثنائية 16 موضعاً . 

توجد Lal‏ طريقة سهلة للانتقال من زوج من هذه الأعداد العشوائية الموزعة 
بانتظام (مثل × و Cy‏ إلى زوج من الأعداد العشوائية د الموزعة بصورة قياسية (يتحكم 
بها منحني غاوس الناقوسي - الشكل) . الخطوة الأولى تغيير التوزيع المنتظم الى الفترة 
من 1- إلى 1+ : افرض أن 2-1 = «و 1 -2 z=‏ الشكل التالى هو * ج + * SEW‏ 
لذاء فإن » ,” قد توزعا بمتوسط صفرى وتباين يساوي الواحد إذا كان : 


V1.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 





هناك مرجع jle‏ هو 541« الثانى من Donald Knuth’s series The Art of Computer‏ 
Programing‏ . 
للاختيار عشوائيا بين الصفر والواحد باحتمالين cl-p ap‏ أحسب التوزيع 
المنتظم للمتغير x‏ كما ورد أعلاه واختر الصفر إذا كان وت «p‏ 


أنظمة حاسوب لحل المعادلات الخطية VSA‏ 
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حلول بعك التتمارين البختارة 


الباب الأول 


.u=b-b,,v=b,-b,,w =b, y=} 

)2,1,3(5-7-١ . 3,0,1: لا؛ 3مستقيمات من نقطة الأصل‎ ٤-۲-١ 
1x eq )1(- 2 وه ا‎ )2(+1 xeq (3) =1 0-1:-1 : (3,-1.0: J AH واحدمن‎ A-Y-‘ 
دة‎ 


YY = l 1 3 =2 
GaAs We) 
AF VY we "5-5-1 


2v + 2w = -2, 
نووم‎ = | 


. المعامل ! يجعل النظام شاذاً‎ ٤-۳-١ 


١01-75-١‏ 4-0 يتطلب مبادلة سطريةء لكنه غير شاذ؛ 2-ه شاذ (محور واحد. 
مالا ale‏ من الحلول) ؛ 2-- ۾ شاد ( محور واحد لا توجد حلول) . 

6. VAX 900ثا نية في‎ . PC ثانية في‎ 9000 t مليون عملية‎ 0/3 -2 AT =t 
. CRAY ثوانى فى‎ 

ey 


AJ |‏ الثانى 4ه + ع( هو (a +b) (c +d)-ac-bd‏ رضت واحد إضافى) . 


VIT 


A-0- | 


‘04 


\¥-o-|\ 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


E Y-£-\ 9u + 2v = 200,000,000 :1u + 8v=30,000,000 











-1|161-8-1 


1 

1[ 1- 
]+ | 
يو جد البرنامج كل مركبة من Ax‏ بصورة منفصلة : مستخدماً سطرآمن 


aA‏ كل مرة . تود Ax SU‏ كبر CARLY OS‏ ناسا هذا فين 
كل مرة š‏ 


. ضرباً‎ mn و‎ mnp 


,B=‏ ا 














a 3 
3 4 
4 5 


AB يكون ×8 هوالعمود الاول من 8 ر ×(48) العمودالأول من‎ cota ع‎ J 
(AB ) مدر‎ , (ABC), = 2n 














oT TE Tu ١ 58133 3 
EEH- | 3 3 3 110/033 
0 77 I0 0 2 1 1 11|0 0 4 


OJ] 1 0‏ 1 |0 1 ا 
ITS r‏ هه || 1 iz‏ 


(أ) لأنه قد استخدم سطر محورء أخذ من U‏ ولم يؤخذ من » (ب) القاعدة 


i 
gle, بعملية واحدة» يحتاج‎ e Le=b نحصل على المجهول  »فى‎ 
1+2+ ..... + م‎ =n (n + 1) /2 = 22/2 لعن وعكذا. ال بع ا كلى هو‎ 


ينطلق الحذف الغاوسي من السطرالأسفل(أومن العمودالأول)؛لا. 


١4-ه-١‎ 


1-1-1 


E 


gk oS 
Ry Oo 


حلول بعض التمارين المختارة هاب 




































































a -4‏ يؤدى إلى مبادلة سطرية ؛ 0 4= » 10+ b‏ 3 يؤدي الى مصفوفة شاذة 
؛ 0= » يؤدى الى مبادلة سطرية ؛ 3= ء يؤدي إلى مصفوفة شاذة . 
































١‏ ظ 0م 1 ot‏ اا 
a | 3 AS 2 | cA? = cos © sin ©‏ 
S T =p S - sin © cos ©‏ 
| | 2 | 2 
| ] 3 | 
E 2 & a 1‏ 0م 0 I‏ 
AAT =z 1 CASA 1 0‏ 1 1-ات 41 
l | 1 5 3 l 0 Û‏ 0 0 
4 2 4 
V3 2 12 |. -¥3/2 1/2 Jo 1‏ 
-V32 f| 12 3 V3/2]"[1 0‏ 12 











أفرض أن السطر الثالث من At‏ هو (abcd)‏ »لايوجدحل. 
A'A =I > 2a=0,a + 3b=0,4a + 8b = |‏ 


One- O O 
Ja 
دم‎ 
ll 
fe | = سے ت | یم س | نیا‎ 
ابم | دی يم | حي‎ = 9 
bjw = Of 
هسم‎ © OO 


O Ou- © 


١ --1 


A= 5 


ا 


E 
کک‎ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


(1) (2), 5( 


1A')'A! = (AT = AA, AAJ =A'(A')' =A A HAZ | | : | 


aE 





(a) n(n+1)/2 (b) (n-1)/2 

مثلشتين sp gles‏ (علياوين) يعطي مصفوفة مثلثية دني (عليا) . 

jin U مطاءقان‎ D, UU; و‎ LT تان د5 وا‎ Sol ball (O) 
-D =D, لذا يكون‎ Lî L, D,=D,U,U, . و ,2 على الترتيب‎ D, - 
Lagi ican ا‎ L, D, =D,U,U; العناصر غير القطر ية فى‎ a lac 


Ly by SI Us = 1=> Ly, قابلة للعکس کک ل کا‎ Ds okey tes 












































100/100 1 3 5 | olla 0) E b/a 
118103-06 e | aê $ | 
5 1 1:02:05 [O 60 | FF = 
33 -16 ol] [i 
-16 33-16 || # | =|!) 
0 -16 3 || ü : 


. عوضاًعن القيم الحقيقية(1-,1,0)‎ UU, U, =) n?/8,0,n?76 ) 


الباب الثاني 
(a), (d), (e), (f)‏ 
فضاء المصفقا ت من النوع 3× 03 لأنه يمكن كتابة كل مصفوف كمجموع 
مصفوفة متنا ظرة مع مصفوفة مثلثية دنيا ؛ فضاء المصفوفات القطرية . 
0 -22+2 ++ ؛ ,2 فضاء جزتی من P OR?‏ ليست كذلك . 


حلول بعض التمارين المختارة VAY‏ 


9 ”م | 0511230 ) | uv‏ متغي ران أساسيان :. «متغيران حران . 
I 10102116‏ 
١ 0 110 0 0 60‏ 














٤-1‏ :|0 م ( (|-)؛ زناه أساس متغيرو نا حر ؛ الل العام ل Ax=0‏ هو 


4W (‏ - )= × ؟ د Ax‏ متسق إذاكان 0= 20 - , th‏ الحل العام Ax=bS‏ 








VA 


\¢~-¥-% 


كرك 
السك 


ادع 


ا ين 


(wali 


اد 


؟ "5ن ١‏ 


دياو 


الحبر الخطى وتطبيقاته 




















0 - [ 
| -2 
0 0 


con 


1 
=| | 


نعم ؛ 


Civi + بيد )وخ + (دط‎ V3) + €3(V> + v3) =0> (Ci + زوج‎ Vu + 


دع + وع ,0 2 وع + رع ,0 2 وع + رع >0= ولا زوع + (Co‏ + وم زوع + (cı‏ 


: مستقلة‎ Wi Wo, Wi يعني أن‎ = 04 cC, ومح‎ =; - 0 => 

) محور «يقع في 480( ب) المستوي < رواقع في :8 ؛(ج‎ (I) 
LR ؛ (د)‎ R واقع في‎ yz المستوي‎ 

(I)‏ ليس Arb‏ حل» لذا فإ نه ليست قى الفضاء الجزئى (ب) 
المتجهات ow‏ << أو بدونه) تولد 83 . 

قاعدة واحدةهي | 4 ]| 0119 01.19 efa‏ المصفوفةالمدرجة 
تولدالمصفوفات المثلثية العليا . 

أفرض 1 ,0 ,0 ,0) = ود .... ,)0 ,0 ,0 ,1( = رم متجهات إحداثية . إذا 
كان W‏ المستقيم الذي يحمل )1.2.3.4( » فإنه لا يقع أي واحد من v‏ 
في 17 . 

)١(‏ إذا لم يكن هناك أسآس» يمكننا | ضافة متجهات مستقلة أخرى 
تزيد عن عدد الأبعاد» المفروض .(۲) إذالم يكن هناك أساس» يمكننا 
حذف بعضها ويصبح الباقي أقل من عدد الأبعاد» المفروض . 

إذا كان vi, va, v5‏ أساساً ل لاو ws‏ ,وس wi,‏ أساساً ل ۷ فإنه لايمكن 
لهذه المتجهات الستة أن تكون مستقلة ويوجد تركيب لها يساوي الصفر : 
Eevi + Daw; =0‏ أو مولع - - بورح 


خلول يعض التمارين المحتارة il‏ 


Vatt 


Toll 


: خاطئ‎ (Y) صحيح‎ l) YY- 


ا 


RA). دع‎ 1, (1.2): A (A) n-1 = 3, (1,0, 0, 0), (0, ١-4. 1, 0), )0,0,0,1(: RA r= 1 


5-2-5 


tif 


\¥-£-Y 


\o-—2-J 


؟ -غ ليا ١‏ 


famiy 


(0. 1.4.0): V (A')im-v = 1, 2,11) (U:(1,0)); 
N Uy aoao., (0,-4,1.0) € 00,0,1( E 605 ( : (0,1,40) : 
N O"): 01) 


AB =0= A (bı. ..., b )=0> Ab; =0, ..., Ab, =0> b; € A (A), 


. A (A) وافع في‎ aa Dee MAS 2B) 

LG Ax =b 

للحل'4 (A) = # (A') & rank A = rank‏ 4% حت he X (A)‏ جم 
|\«-€-Y nomer (o) m=n=r (Í)‏ 4 | 
ْ 8 ;]4 2 1] 








2 
4 8 
6 12 


ل )(= AX‏ جل فيرضفرى(* A‏ ج إر > , أصغرمن 
Risay‏ غيرقابل للحل لقيمة ما fJ‏ 


= t 3 1 l 
35 f 3 5 

| l 2 
J 5 


Wa - bla” |a ws ie jee 
| 0 T | فإن ل7 معكوس من الطرفين‎ » a ± 0018 إذا‎ 


e للعكسن‎ AL ليست بالشيرورة‎ ATA 


D‏ | ل | (ب) ليس مثل هذه المصفوفه : 1+13= men)‏ (ج) ليس 


VY. 


۵= 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


مثل هذه المصفوفة : لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته . 


bi +b, - by = 0: تيك‎ =b راج‎ -x2 =b), X2 - تر كيب يحق = ون‎ 


Û‏ = وطء وق + Xx, -X3 abs > bi‏ هذايعني أن مجموع فروق 
الطاقات حول عروة يساوى الصقر . 

مجموع be‏ صر كل سطر يساوي الصفر . لذا لكل تركيب الخا صة 
bleeds‏ ولا نه ,ررك ورج وروم در و0 ع وغ + ون بد fi‏ 
0= و/ + ور + hi‏ ورد و١‏ - د«-.د؟= . يعني ذلك أن مجموع 
التيارات الداخلة من الخارج يساوي الصغر . 


SÎ Cc, ع عل‎ $ = (4 
Cy FCS > Č] J | 3 | 3 
- 4 í Pf C- 
=C] Cy ÈS | | 2 -2 
( Co Co + Cr 


)6 © وار + و‎ + CoC 4) (€ | + C4) 9 Cj + C3 1 المحوران‎ 


1 EU Û 
al O lL Q 
0 -1 1 Qi, ظ‎ ; | SK 
0-1 0 11| (1,0,0,1, - 1,0),(0,0,1, - 1,0,1),(0,1,0,0, - 1,1 
1! O O [1 
0 )0 -1 | 


bh, + by = bs = (0 b, = by + Dr = 0 b, - < + be = () 


الباقية مستقلة وهى أساس لفضاءالأسطر . 


حلول بعض التمارين المختارة ۹ 


1۱-0-۲ 
ioga «1 1 lz 0 : 
E 4 1 5 1 
0 4 0 6 -1 0 1 || 0 à | 
001 0 0 1 O93 0 8 4 
Y4 | > 0 Y= ; y= 1 
0001 0 Os f 0 ha 
TEY eo GEO g 3 5 “i 
1 0 1 0 00 0 || f, 3 
0 | 0 - [| 0)0 )( Û | الى‎ 3 3 


6; 1:66 1-0-1 
بجمع‎ (4) -yi -y4 -y3 =O¥) -y2 =0, y2 +93 -y5 = ay ita- 
(د) إنها تقابل العروتين المستقلتين 2271م‎ a المعادلات الثلاث‎ 

و 0318514 
¢-1-Y‏ قطع ناقص 


a ١١ "5 


بع 





l 
X + \ l A= \ i > 2 . 
23 5 | ke: 
2 2 


۳-1-۲ أفرض v=Aly‏ و ۸= ن .لا كان 4 خطيافإن 


| | 
4م و ى‎ (ex+dy) =cut لذا م‎ . A (cu + di) =cAu + dAy =cx + رك‎ 


طاق . ما أن التحوبلان يحققان/ - A‏ 4.» فإن قاعدة الضرب تعنى 
أن المصفو فتين المقابلتين تحققان 1= MOM‏ 


| 1000 ظ 
a" | | | is mes: Eres‏ | || : ع | di : | i 2 8 r‏ داد ä‏ 
| 000 





l | 7 
p(x),q@EesS=> | (cp (x) + حك (() عك‎ =c | p (x) dx + a| q(x) يك‎ \4-1-Y 
جهحزئيي و ؟‎ ol ae HOS eps) + و 5 ع ()ية‎ 5 
SS اشاس‎ = 


+X, -‏ لك عه 


چ 
الباب الثالث 

(1,1) 9 (1, 2);(1, 1) 9(0,0) T= 

(xalxi) yay) = - ] 2 x19, +X =O>x'y=0 Y-\-¥ 

(1, 1, - 2); (v3, 1/V3, 13), C2, -1//2, 0), ا جميع مضاعفات‎ 
.1N6, 1N6, - 26) 

xeVx eW =>x'x=0>x=0 ۸-1-1 

xi FEK 00ت‎ ١ ]هه‎ 


y'b#0 0دعرم”س = ×4" ر= ط" ر جو - ر" 4 الأمر الذي يناقض‎ 1١1١-1-5 


عع aside‏ للد E‏ جوج تهج اتوي وجووو pa‏ 
RI 4-1-۴‏ المتمم المتعامد Ug‏ + )0 ,0,1 ,0( ,)0 ,0 ,1 ,0( ,)0,0 ,1,0( . 

SB واقع‎ » S إنه يعني أن أي متجه متعامدمع كل متجه متعامد مع‎ ۲۰-٣-۳ 
. )1,1,1,1( أساس واحد هو‎ ۲۲-۱-۳ 


` 


lx +l? > dill + D? > C ayay )( ۱-۲-۴۳ 








. (x + 7( > x 





* + allel ادا‎ + lll? = x" < [lal ادا‎ 


(10/3, 10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9) F-۳ 











l 
A— Y 

(inn J : Un... Vn] PN 
l 

b= (lg Daj =... =a, v-y-Y 

2 aaa _ ala’ aa a _p 4۳ 

To Pef. of. 6‏ 7= م 
a aaa aoaaa aa‏ 


حلول بعض التمارين المختارة VY‏ 


z 
نن]| 23 |اخج‎ 


|i 8 Or ٤ Fa \\-Y-¥‏ مجموع plains‏ على 
تستقيمين عتعامدين يعظى المنجهذائة . السقط على مستقيم ثم على 


آخر (متعامد مع الأول) يعطي Lego‏ صفراً. 


a) ay Gy, Ay 
—— + cai 





si كك‎ 


T sai = 
d d a a 
U لے‎ 7 
6 3 6 
ظ‎ : | 
کک‎ 2-1) \¢-Y-¥ 
3 F 3 
| ١ | | 
6 3 6 


$Y (Oo) p' =P = (Po)'y =x'Ply=x' P U Str‏ 1/3۷3 , 15//ا 
P =P = (Px)'Py=x"P"Py=x'P*y=x' Py), 0" (e)‏ أو 


(4513 المستقيم‎ Le) 180° 


(10 - 3x)? + (5 - 4x)?; (4,-3)3,97=0 \-¥-¥ 


> 
|| 

=|= = | تر fol‏ | الي 
i a‏ 
X‏ 
1 

نم | شنا تم | تتا دم | ابيا 
1 
0 
الست 





0-۳-۳ )17/2 ,6 ,7/2( ;)5/2( + 6 . 
۸-۳-۴ فضاء أعمدة 5 ؛ KAS)‏ 


A'A=LA'b=0;0 \*-Y-¥ 


| | 0 | 

3 3 3 

t s+ oA P | 

3 3 ١ N (-1,1,0,0),(¢-1,0,0,10) YF 
0 0 [1 0 

l l | 

ats (0, 0, 0, 0 (ج)‎ 


. 61/35 - (36/35)t; (133/35, 95/35, 61/35, - 11/35)  \Y-Y-Y 


VTE 
١ 0-5-7 


\A=¥=¥ 


e 


Na 


ERR 


E 


الا ا 


الخبر الخطي وتطبيقاته 
HH’ =U-2P)* =1-4P +4P* =]-4P + 4P=!‏ 


Y) C+D+£E=3,C+3E=6,C+2D+E=5,C=0 (1)‏ يوجد مثل 


























435 |/c| | 14 | 
3 5 3 || 2| =| 13 | (C) هذا المستوى‎ 
53 11 || E 6 1 
A AA 7 
i oF. a i T 
| aya -did || xX a,b 
es T . (| هس‎ z= (2 I 
- (1| (¬ (1¬ (¬ Xə - 7 

















| 
,| 0 
ih‏ 
4 
-4=C-2D,-3=C-D,-1=C+D,0=C+2D())‏ (ب)2+40-(ج) 
.فى فضاد الأعمدة $ (نفسه . 
)2/3 - ,1/3 ,2/3 - )؛ المجموع هوا نفسه ؟ hy‏ أن ää, ty a>, aa‏ 
هى مساقط على ثلاثة إنجاهات متعامدة . مجموعها هو المسقط على 
الفضاء الكلى ويجب أن يكون الوحدة . 


(l - 2uu')'( -2uu') =1-4uu' + 4uu uu =E Q= 


ï 
H| =n] =n] زع س‎ | = 
i 
t| =n] = rn| = n| = 1+ 
t| =n] = n| د | لع ع‎ 
l 
زا = | یا س | یع د | دا‎ | = 


7 
ا 


| Sh سا ج‎ 2 2 
(XyQy + ... + Xp Qn) (XQ) +: + (مموع‎ HX] + ... + طا ي‎ 





1 2 2 
CB bax] a. ER 


5 y2 W2 
0 2/2 


۲-٤-۴ . Og, + 0g 








A2 IN? | 
IN2 -IN2 





شرن 


١ الا‎ 


\v-¢-¥ 


vA- 


fest 


غم 


EF 

















TT =O الووج‎ nxn 





F | 





0 0 
0 | 
007 
0 ظ‎ 
3 3 
N2 | 
) 4/9 
wz |10 2 


Rx =0'b= x =F Ob- 0 


ل © فراغ أعمدة 4 ذاته 








0 ا : 


21 
T. 
sin’ x dx 
i 


V0 


1/3 
=| 3 
2/3 








P=0(0'0y'Q" -00" لذا‎ » 


x‏ متعامدة مسبقا مع الدالتين الزوجيتين او + - ×. لطرح مركبتها 


فى إنجاه الدالة الفردية èX‏ حجنت 


| 
3 7 
|e aes. 
1 

= 


5 
3 


5 


3 س‎ #4 | | 3 
a = Ge اسار‎ See TE 


3 2 
=| x xd دع‎ 
a 


l 


= ار كثيرة حدود لوجاندر التالية هى : 


(1/2 .- 2.0.0. a7 ¥6. N6. .زو . ملابة‎ )- 1/2/3 .- 23, ٠/2/3 - ia) V¥-t-Y 


i-a 


Yagar 
-öy 


v-0-¥ 


4 0 0 ae 0 0 60| 
0004| 016 0 0 
00407) 0 0 16 0 
0400|| 0 0 0 16 


do 1/2 + W3 Di. - 1/2 - W3 12% 


3 عاد مسحت‎ R X= (A + LA م‎ = kN + TIZ, 


« fh 18 


YYA 


| A-o-Y¥ 


ping 


Y =V -iY 9 


pe es 


۳-0-۴۳ 


Yay 


yi 


v=41-" 


a 


الخير ا لخطي وتطيقاته 


٠ (0, E, Û; 


| ا و‎ El ann ون لاون و‎ a en „ PF ت‎ es ب م‎ oi 
ن 77> وال‎ 20“ pyi =y o-¥ Hyo" Yo ty o- ¥1 =F 1 FEY 1 Vo SY a7) os 


Co =o + fi + fa + £34, بت‎ = fo - if - fo + if3)/4. 
C3 = fo -fi + f2-f34, وه‎ = fo + fi - fo - if 34s fo = 0. fa 
; Lal ور ,0 = زوجي‎ =-fi => co = Oes = 0, c3 == Se 
.13 (أ) 47(ب) 2+ (ج)‎ 

Gui 4123 ë di3 ë ay 


cla) 007 (193 dha 


‘| م‎ es 4 × 4 يحوى مصموفات‎ V+W 


a 83300 6 





0 0 al 43 44 | 13=(V+W ) daw 
aj, üp () 0 | 
ےا‎ V جسم‎ Wl dese i 0 (155 (in [) يحوى المصفوفات‎ V ٣ W 


() () TEE idza | 
() () () daa 


. dim IV + W) + dim V ^ W) = 20 = dimV + dim W 
CV المستقيم الما رمن )1,0,0( (ليس بحاجة أن يكون متعامداً مع‎ 
X=V, FW] =V2 + رون‎ VI: ع ولا‎ VWI, w E W SV, -v= 


Wı - ح للإز ممأ ع نير‎ fo) => Vi ŠV, W] =W3 


إل cA =| Bl‏ الفضاء الصفري ل |؟ 5|- 48 لايحوي 


لول بعشى التمارين المكتاراة wre‏ 


| ؟ أفضاء أعمدة 48 غير محتوى في الفضاء الصفري ل 8 . 

rank (AB) > rank (A), rank (A) > n, n< m > rank (AB) < m> AB ۱1-1-1 
. شادة‎ 

اا 

ranrank (A + B) = dim ) 27 (A) +.# (B )) > dim.® (A)+ dim .2 (B) = rank (A) + rank (B)) 

A (B)=.4 (A ارد رهما‎ (AB) 2 A (B) > A (AB) = A (B); 1١15-1-7 
فضاء الأسطر هوالمتمم المتعامد» والرتبة هي عدد أبعاده - لذا سيكون‎ 
. 8,48 ذلك ذاته من أجل‎ 


0 
]1 -1 0| + lo -1| ۱0--۴۳ 
| 














dim (U ^ V) = dim (U) + dim (V) - dim (UAV) =» dim (Un VY) 26 11-71-1 

+ 6-8 =4 > 0, dim (Un VN W) = dim (UAV) + dim (W) - dim 
(UAV WS dimUnv لا ج كاز حر‎ +6 - 8 - 20 

J =" Tepe] Wi + لع‎ - SUAS g ye VOW Sy=x Vv] +... HALV, \A-1-1T 

Mig Wy UT) يت‎ AVY F RL Wy = OS x = Op vee Key) € 4 (WD) 


سبب وحدانية التركيب (*) » y‏ يعطى idolar‏ فقط فى A (D)‏ 


م wibi +.. + me m Ye‏ ع 
Wm‏ ع wit...‏ 
۲٠-١-۳‏ 511 ;المتسقيم المار من (4-,1). 





VTA 


ا 


EY 


|] 6 


۳-۲-٤ 


rel‏ الخطى وتطبيقاته 


(Ax...) WW (b-Ax,,) =| 


E) =1 C2) +1 +1 6) = 0E e) =! 69 +1607) 





Cam A -8+‏ 8 تحوي تلك الأسطرالم وأصفارأفى بقية المواضع : 


. 5 2525 2غ‎ : rank (A) > rank (B) + rank (C) S.7 +94: ) =A- 8 


الباب الرابع 
det (A); (- 1)" det (A); (det )4((*‏ ”2 
5 ;20 
)1( 0 (ب) 16 (ج) 16 )>( 1/16 (ھ)16 
اضرب السطرالصفرى ب 2 . فيضرب ذلك det A‏ ب 2, لکن 4 لم تتغير 
يؤدى ذلك إلى det A=0‏ 


(1 -ml) we - be) 








| aa l a a A | a a / 
l b isalo ba ob -a|=|0 b-z b -ü = 
lee 0 c-a c-a () 0 (c-a)ic-b) 


. (b-a)ic-ajic-b) 
cdet[? ! | =- - 1 (ب) خطأ؛‎ det | | حطاً؛ | ' ]8 2غ‎ (1) 


det (AB) = det (A) det )8( = Û 


جمع كل عمود من 4 إلى العمود الأول يعطي عموداً صفرياً لذا 


ا وة ي ا Y4‏ 


Iai. detA =0‏ کان مجموع كل سطر يساوي الو mee‏ فان re‏ کل 
paw‏ من / - glia‏ ى الصفر أى : 


l 1 
.detA=O0#1 N يه 0حمقعمة »ع‎ =|? ? | ,det(A-/ =O 
2 8 





maa" (= 


det (A) = 10, det(A '( = 1,1 =5, =2 1١60-7-1 


(detC)(detD) = )- )"(detD)(detC) أخذ المحددات يعطى‎ ۱۷-۲-٤ 


det A = | a> انها زو‎ tdp ردق‎ a4 44 \-Y-2 
1 0 0 
LO 1 | =(- 1) det 
0 | )( 


| =x aer[1] =1 ¥-Y-2 


det A=(-1)'*?2 det : , 








5-1-8 (۱) صح (۲) خطأ(") خطأ. 

Dion =D6x16644 =D, =-1¢645) -Y-i 

ATi‏ من القانون CV)‏ من المؤكد أآن65: 6 ضفر من أجل أئ قيمة مک 
gh, .... «‏ استناداً إلى rankA > 2 + 2 = 4, (YE-1-¥)‏ 

 IYV-8‏ بعملية سطرية على المصفوفات 4 × 4 نجعل GAD‏ مصفوفات مثلثية 
gle‏ ية det(A) det(D):‏ = يو 4 414374 .| det 3 B‏ 

detA, = - 3: detA; = 2: detA, =- 1: deta, = (-D" (n -1) \+-Y-& 

(n? + 2n- سا + ... + !1/2 + 1( ! (ج)3(/3‎ - In! -س)! (ب)‎ 1 !(Î) NY-i 


8 aE ak J st y |= 1 = det 5 |- ۳-۳-٤ 


de ne © | = det(/B); lA = [1 2I, B= | | | de 0 A 


() I | 4 ظ‎ -B 4 = 5 = det(As): 


GAS TG te AB OY: a= $ a= 2|. عد‎ 0 A | = 0 = dea): 


. rank AB) > rank A) < m 


£ 
0-2-6 


landing 


Net 


\o-¢-§& 


vitat 


# عاج ا 


الحبر ا خطي وتطبيقاته 


العنصر (i j)‏ من A cots‏ الذي هو العامل المرافق 6A ji,‏ يساوي الصفر إذا 
Lle slis A 4 i>jols‏ : 











كون 4متناظرة > الصغيرة[1 هى منقول الصغيرة Ajj =Aj Eji‏ 
detM =x; (I)‏ (ب)انظر فى العمود زمن/41 bal‏ = ×4 . بقية أعمدة 
4هي أعمدة A‏ » لذا AM =B}‏ 

detA detM = detBj = xj = detBj/detA )ج(‎ 

(أ) مسا حة متوازي الأضلاع هذا هي ]3 2].7.(ب) للمثلث 
٠‏ المسا حة ذاتها ؛ لقد أ زيح فقط عن نقطة اللأصل . 


AC = CA > ACA’! =C = det A det(D - CA 'B) = det(A(D - 
CA 'B)) = det(AD - CB) 


(أ) أعمدة AB=A‏ مضروبة بأعمدة 8. (ب) AB‏ هو مجموع 
الأعمدة مضروبة بأ لاسطر (مصفوفات من a5 JI‏ الأول ) | 

عندما تضرس متبادلة بمتبادلة فردية فإ نها تغير نوعها . لذا فإنمى - ”6 
زو جي . إذا كان ' ٩‏ زوجياً فإن على oom!‏ أن يكون فردياً. لکن 
=l‏ هت رزوجى | 

قوى هي جميع مصفوفات المبادلة لذا ستكون أخيراً واحدة منها 
فكررة. اذا کان "ترد P‏ فان PP sad‏ 


ناداًإلى القانون(120:)7 = !5 > deta‏ أو إستناداً إلى 





.detA > N5 1 oe ‘det A = volume‏ أو liia]‏ إلى المحاور» يل 


»detAS1x2x4x8&x 16 


حلول بعض التمارين المختارة ۳١‏ 

















6-\—$ أ 








1-0 با 
ندع = ‘x A "x‏ ملز د دج نز = Ax =Ax > (A - 7Dx = (À - 7)x; Ax‏ 
۸-۱-۵ اختر 8-0 
فة gall!‏ مد اء فى ودج cdot‏ اند الى يجري [aati‏ 
غيرقطرى aij‏ تعد قل مد di‏ ف KETTE‏ لايحوي مثل 
هذاالحد ' "(۸-). يجب أن يأتى معامل ' "(2-) من القطرالرئيسي 


وهو: مقع ...+ SA‏ ورت + ... + Ay‏ . 


À i = و‎ =- Ĵ,X] HE s| Aha بم + نع‎ À) = \¥—\-o 


rank (A) = 1; A =0, 0, 0, 4; x, = (L 1, 1, 1); rank (B) = 2;A=0,0,2, 1-1-0 
tty Hh dy, Rg =e de FY 

rank (A) = 1,4 = 0, ..., 0, n; rank (C) = 2, A =0,..., n/2,-n/2  ‘O-\-0 

YA—)—2‏ اوشاع الصفرى مولد ب v, + 1 Fis‏ + وباى © Vo T=‏ , [مستقلان 
(القيم الذاتية مختلفة )» vy E‏ ليست في فضاء الأعمدة المولدب 


. و إلا‎ Vo 


2 )( 


| 0 0 || O -2 








=3) (ج)‎ ١ = الملحددة‎ ‘trace = 0; CW) k=] أو‎ a=- | (|) 1-Y-0 

OY بقية القيم الذاتيةأصفار‎ ii (4) Au =uv'u=wluu > ۸ =۷" (|) 8-5-6 
. dim (A) دست‎ | 

trace (A B) = trace (BA) = aq + bs + cr + dt > trace (AB-BA)=O0>AB-BA=! 4-۲-0 


EET 5-0-6 








det A = det (SAS ') = det S det A det S ' =detA=A,...4, \&-Y-0 


epee] 


ha F 100) 


م )\( 








Fiw وو‎ 























Laali Ol è Sl oti. po lor _ 
IU. B EEE E 7 mm (ب)1-‎ 
pp 101 B 

a aie A 
Gerz | أن‎ 2 2 || Geet RS ا‎ eet | SAS N 
Û + | 1 Û Gy, 5 2 en 
| i h 2 l I` 
o [=|1-2]] 0 "راع‎ BH; , 6. =|1 -63 t>; 

















8 بق في U‏ الثابتة يموت الجميع :) d= 1s. =0 W‏ 


Te 


ا 


سإ 


E a 


۱۲-۴۳-۵ 


۱۳-۳-۵ 


حلول بعض التمارين المختارة YEN‏ 


7 1g 
l2 6 
4 1 0 
6 2 
)ا‎ lj 
E FO 


1... 3. La = 2, Yk = 3 | 9 (0.5)*), ik = 2+ 30.5)" 


- oO 


OSabSsl (\) 


Tawa 1115 o Taawa iila a 
4 -| | =] | 0 (a-b) | |] «J | | | (ب)|‎ 


2/7 O قاس‎ b 3 "زم‎ 





_| ا[ ع+موءه‎ b- a+ | 
و‎ a Wi | 
Ad =a) tl-a-b (a-by* 
b-at] b- a + | 
2b 
ieee او‎ b-a+l |, 
لا‎ ¢la- pb] > 1 إذاكان‎ ur > 201 -a (>) 
 b-atil 
1 1 | 
hy آل مات وا اد‎ Axi 2 0| 0 
l i 0 1 
4 2 


(2, 8 | (~) Ka 5S (0, - l. 1), As = (2, - l,- 1) (2, I, l). 


SARETU (د)‎ 


ier 


(2. T= 


مجموع مركبات Ax‏ يساوي 3+ 52+ i‏ 2( مجموع كل عمود يساوي 
|« ولم يضع شى) . مجموع مر Àx DLS‏ يسأوى (1» + × + A (xy‏ 
إذا كان #1 3 فإنه يجب أن يكون 43+ ×+ ,× صفرا. 

(5 fre قر‎ (Al دلود‎ WW tile 27+4 الذاتهان ل‎ Ow 
oE tes [Al لذا 12ت‎ )1 tay! هما‎ d-aAy القبعتان الذاتتان ل‎ 


vyg‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


القيم الذاتية الثالثة هى (:! ± ty  ')1‏ 1±) لذا1 = |۸| » مستقرة 
حيادباً؛ يقع هذا JH‏ على دائرة . 


gol §.b=1,¢e206 \6~-T=0 


F k-1 | ظ‎ | 
4-1,4 0 ا‎ 2 | 8 sa Cea قحا‎ 


| 
= | ١ 4-5-6 
. 


ص | حل اننا | سل 





=M = Zl 
| 5 i oaaae a a u eA 1 e“ +] > g + | ee ee 
Ay 2-2, ميخ‎ = Oe, =l- DX; = )1 84 "E pitt و‎ | \ : 
2 . | et +2 
e فان © + و‎ t عندمامه ج‎ .u (ft) = ALa =0 
- © P 








pe — Pig oP 14 Pe PTs... aan Preen iae 
= 1+ 1.718P 


| | Al B | Tha- ee : Ae ATER | 
g++ TD ب‎ ET ¢ Eni At ATs E lg AT ¢ e. r (1) o—-$-0 


41+ 3 
4 











t | 
a = H0 = 


ste‏ ©[ !]ضح به[ | موه د taafi‏ غيم 


2 


| “002 | =| |=“ (ج) تة ee‏ — 








+ Looe” | مستقرة؟؛ (ب)|‎ 
an a من‎ deel 


A, \\-2-0‏ مستقرة حيادياً من أجل 1 ot S‏ غير مستقرة من أجل 1 <:. Ay‏ 


| ١ - مسج‎ 


١ 2- وحع‎ 


١/8565 
\4-¢-0 


¥e-—%-0 


Y—0-0 


حلول بعض التمارين المختارة ro‏ 


غير مستقرة من أجل 4 > ۲ » مستقرة حيادياً عند4 = et‏ مستقرة إذاكانت 
(حقيقية من أجل 5 > + > 4» مستقرة إذا كانت 2 مركبة من أجل 5 > 
A ١‏ مستقرة إذاكانت ۸ حقيقية من أجل et > - ١!‏ مستقرة حيادياً عند 
Fea]‏ غير مستقرة من أجل I‏ 

MW) ويه ع‎ - bua, u'y = - ريات‎ + a3, U; = رياط‎ - abs > رين"‎ + (1) 
وياو لا‎ + Uli =Ù 


lu ll? =e ‘ull? - ol Old مصفوفة قائمة‎ ggi Le (ب)‎ 





c? )i (ج)‎ 


A, ع‎ - l ويل‎ S9, نه ,1 > ون‎ 2 3:2 @=(@,) cor+b, SRDS, 


+ (a, cos X + b, sin 31) x 


Ax =AFx +x أو‎ (A-AF-A7Dx =0 


قيمها الذاتية حقيقية ت0 -4-a - b? +e?)‏ ت 0 (trac)? - 4 det?‏ جب 
فى عد a +b*‏ 


l 4 
e - 6e + = ar | 


a= -p +6 e” | 
p” 


)1( إنه حقيقى )١(‏ إنه على دائرة الوحدة ail (T)‏ أيضاً على دائرة 
الوحدة . )٤(‏ إنه على أو خارج الدائرة التي نصف قطرها 2. 


ayes ei, oe x/y = 1/2 - )1/2( :‏ قا exe‏ اک 


xy| = = |x| |y |, 1 /x| =1N5 = دارا‎ 


(1/2)i, 1/2 + (V3 /2)i, i‏ + 2/ كل 


VYJ 


ن -0—0 


8-5-6 


اخبر الخطي وتطبيقاته 


i إنها على دائرة الوحدة‎ tap ep ر ع و ے اجر ا‎ = re? Q) 


I ê U| SA 
üi =u) 


| 
! 
- | 
l 


A" ngs) 


i i 0‏ ؛ 0 = Ar‏ إذاكان +«مضاعفاً ل 





Lia‏ اجه لجن متعامداً مع أعمده AT‏ ( أسطر (A‏ بل مع 





(UO) n (n + 1/2. n, (n - 1)/2 (\) \*-0-0‏ العنا صر ASI‏ الواقعة على 


القطر حقيقية . للعناصر الثلاثة الواقعة فوق القطرست درجات 
حرية . العناصر الثلاثة الواقعة نحت القطر متساوية. لذافإن 
مجموع درجات الحرية للمصفوفة الهيرميتية يساوي 4 . من أجل 
E‏ ال مرا ان واب هش 


Re بر‎ , Im u, Re uaj, Im uaj, Re u31, Re uiz, Im ,مره‎ Re «22, Re tig 


1-0-0 


۳-0-0 


يظهر كذلك أذاكان ل VAU"‏ 9+3-12 درجة حرية لكن UME‏ منها قد 
استخدمت لضرب الأعمدة (متجهات ذاتية) بمعامل إختيارى ° أ 


وتختفي من الجحداء SUN‏ . 


cil DA CAS a 0 
سم‎ W i= | 


7 


14/2 
- 1/2 


P: 7 som ا‎ =| 





A| = 


wl oe 12 | 
iw. f=" | 











(i)‏ إنها متعامدة مع كل واحد آخر . (ب) الفضاء الصفرى مولد بالمتجه 
Su‏ الفضاء الصفري اليسارى مطابق للفضاء الصفرى + فضاء 
e Ws y 3 MS ge be!‏ فضاء الأعمدة هو فضاء الأسظ نقينة. (ج) 


١ #حهكدة‎ 


\o-—0-0 


\A-—0-6 


١8-83-86 


Y*#-0-0 


سا + دع ؛ لا Liss.‏ أن نضيف أي مضاعف ل x plu‏ . (د) 
Sag": 5° 'AS = diag (0, L F(a) .b'u=0‏ 

ALG Dols Kal ALU cas‏ للتقظير + ماز GS‏ إسقاظ: 
هيرميتية » من الرتبة واحد» قابلة للتقطير . القيم الذاتية ل۸ هي 
Fi‏ و 21 . القيم الذاتية ل 8 هى 0,0,0,4. 

عددأبعاد 5هو 1/2 + ۸)۸ ليس . كل مصفوفة متناظرة 4 تساوى 
ت ركيب" إسقاطا » لكن هذه الإسقاطات تتغير إذا تغيرت4. . لا يوجد 
ساس ل n‏ من مصفوفات الإسقاط الثابتة . 

المحددة هی الخنداة Ay oc Ay‏ تالقيمة المطلقة 1= Aa f vee Ag)‏ 
(أو :1 = deu‏ = نا "أن ال = 36]0|7|) . للمصفوقة |:| = U‏ ذات النوع 
!×۱ 1= 0+ بصورة عامة | و Ueno aos‏ حيث 
ld =l] =ld =ld =‏ وه دوع a+‏ . 

يكن أن يكون العمود sh Ly nae (1,-2.1 V6 CI‏ عدد 
(حقيقي أو مركب) ذي قيمة مطلقة تساوي الواحد . 

















0 1 | —_— 1 | +e” | + اذى‎ 
A= | 4 5 = a” i se 5 سد مد‎ Yit it 
Ži :ات‎ d 2 | +e" Lhe" 
de" |i i 
f= 0 Js . —S ا‎ =r 
dt j 
Co C] Čs C3 Coto TCX t بجيزروة‎ FOL 
C3 Cy C] C4 C وكددة‎ T ررمت‎ FECES FOIA 
| ڪا‎ 5 : 
Cs Ca E0 6١ Coty FEA] Fors TCA 
6 C2 C3 Co Cio Feat) ج251‎ TCG 


. مصفوقة الوحدة‎ ¢ C =N 'BN =N 'M_'AMN = MN) 'A(MN) 


VYA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

Y-1-0‏ لهلهالمصفوفات القيمتان الذاتيتان١‏ و-١با‏ تريساوي الصفر ومحددة 
x‏ 8 ل a, BP ICOM te‏ 
hre d SaL‏ |1 البقم 

2] 
Meal | _, |4 =MBM ق‎ 
| 

EDED" (O) =o‏ ددعم دورع (ب) إذا كانت An‏ .... ,2 القيم 
الذاتية CI‏ »فان .3 -.... ,:.2 - هي القيم الذاتية ل6- . إستنادا إلى 
)1( » سيكون ل C aC‏ 1 - القيم الذاتية ذاتهاء ذا على Raw ves a‏ أ 
er a‏ بإشارة زاتد-تاقص .(ج) 
Cx =Ax > DCx =ADx => - C(Dx) =A(Dx) > C(Dx) = -A 0x)‏ 

ere ear pas ويساوى‎ eg cos O +h sin O 4a (3,1) العنصر‎ ۷-0 
tan@=-g/h 

a 2 © ا‎ 

SENEST 

١١-5-6 

د7٠‏ جم + 8ل ع Co V2‏ مد 771 + (moa Cy‏ + | ذا( جح در )7 + Uy) Cy‏ = دلأاوع + كارت 

١١510‏ مصفوفته بالنسبة ل Vi‏ و د«هى أ ا 3 = A‏ مصفوفة بالنسبة ل 
۷2 و .Vi‏ هي |" 4]-8.أفرض '-34811- 4 .| !. !|= M‏ 
Owe o10,‏ > . 

۱۳-١-0‏ ()) 2 0 0 |= د (ب) :| 0 0 0|= DD‏ هى المصفوفة المشتقة 

5 000 0020 











(~)D° = هى الصفر. لدا0‎ lx 3 x? المشتقة الثالثة لكا من‎ . ul 
. (1,0, 0) (ثلاثية) ؛ متجه ذاتى واحد فقط‎ ۸ = 


١858-5-5 


\ð-1-0 


| V- 


و 


a‏ ا 


51١-51-0 
۲ ٤4--0۵ 


حلول بعض التمارين المختارة ۳۹ 


"نمث متجه ذاتي ل به / oe‏ يقابل القيمة الذاتية۸. إذا كان 
f(t) di=Af (x)‏ | قان اش تاق احتطرفين يعطي 
fle) =“‏ و «fee AfA)‏ إلا أن التكامل من 0 إلى x‏ يعطي 
Af)‏ عد e” - I‏ . 

القيم الذاتية هي 1( ثلاثية ) و1- . المصفوفات الذاتية هي 

ESPIRA SLS 

=A)‏ ۴( ' )وما =u‏ 77% (7)إذاكانت ۲ مثلثية وواحدية» فإن 
عنا صرها القطرية (القيم الذاتية) ستكون ذوات قيم مطلقة تساوي 
الواحد. إذن جميع العناصرغير القطرية أ صفار لأن الأعمدة ليست 
متجهات و ohm‏ . 

a tN = lv‏ رہد HIN?‏ بفرض se;‏ × ند 
||column i|| = |lrow il‏ . 

















0 1 0 0 1 0 
إن‎ 10/2 W2 ral uo 01|, =| 00 1 
INZ - 1/2 | 100 000 





القيم الذاتية (A -DA - 21) J‏ 4 هى 0,0,0 . 
من أصفار القطرفي ۸1 - 7 eT- Ail, T- Aal,‏ نستنتج أن e PT)‏ جداء 
هذه المصفوفات يساوي الصفر. إذن ` A-M=UT-ADU‏ لذا 
A -Ai D(A -Aa DA -AN =U -ADT -AT -ADU UOU =0‏ 
۲۷-٠-٠‏ للمصفوفة متجه ذاتى واحد فقط . لذا قإن شكل جوردان المتعلق 


TT 


به ذو كتلة واحدة : 1 0 


da oif 


VÉ. 


sae : | >|‏ ود تطسيقاته 


MJ, =J>M¢ المباينتين الا خير تين سهلتان‎ OWI يروي !“كوه‎ =0 YA-1-0 


"5-5 


i-o 


١-١-5 


ا 


دوي 


اا 


ا 


يقتضي أن العمود الأول من M‏ يساوي الصفرء لذالن تكون ALG‏ 


* 





og Bi t0 6I 45 |. a 
a فح‎ Er- 








| ل كتلة من النوع 4×4 Jit‏ كتلتان من النوع 3 × 3 و 1×1 ؛ cp OLLS‏ 
النوع2 s 2x‏ ,ثلاث كتل من النوع 1822 1 و أريع كفل من 
Gols 1 Xie‏ الصفر . لكل من , لو , 7 متجهان ذاتيان 


2 


7 . 3 
ap = 2-4 2-220: f =w+2y) - 2y 


det (A - AD = O=> 1“ + HOA +ac-b*? =0=> A) = (a +c) + 





V(a-c)? + b7/2,A, = a +c) - Vla- c)? + 4b’) 22;‏ 0< 2 واضحة› 
لان 0 lS (atc)? > (a-c)*+ 4 b° ON A>‏ ل ac> b‏ 
مصفوفات المشتقة الثا نية | 75 4 | (نهاية صغرى ۹ › 1 e‏ ) نهاية 


عظمی). 


1 | (z) t oT Ys È "| (350ج8 م3 (ب)‎ 
9 - b?) E laro Mb o ij 


(د) لا توجد نهاية صغرى . 


حلول بعض التمارين المختارة VEN‏ 


Ja 
ل = )ل‎ 


y 5-١-5 





(|) ¥-\=1 








Sa 


A) - عندما ) = 3 د لى‎ fi = Y | = 49 atas =U) 


| 2 2 | 2 
3x3) - 3 (>)‏ - >( + (21 - وخ - = ول 


| 
- | , D = diag (1 as (es -7)€5) 
l 








gL! ml > Ape wig aot‏ فباشبر :0 > Aji = ¢cilac- b*)‏ وو 


.det A ' = I/detA > 0‏ 
]اح sA = ; = 1 ells 1 oa‏ معاملات المربعات هى dl‏ ورفي (D‏ 
بينما المعاملات الواقعة داخل المربعات هى أعمدة L‏ 


5ب spt) ١1‏ ثم 


Hr |‏ 8 + بي ى 


R* =‏ ر و ا اانه ايا 





Res - 2زم - 2ن ) 6 0 + رم‎ < 0 S p7 + o? it jas” (p +t) بع‎ 

. BLS غير‎ 
(WU) a 9 c- |b|" la و‎ detA =ac- “اما‎ | pl yg >= م‎ Oy AAt 
? + (c + 1b1°/a) |x, | 


٠۲-١-١‏ مصفوفة المشتقة الثانية هي | + 2| FIU‏ ليس لهانهاية صغرى 


, (Linke 


TS 8 + (bf a)x, 





jay 


== 


is 


الحبر النطي وتطبيقاته 


(a- 1)c - 1) ادمو*ة<‎ 

. لاتوجد قيمة لم تجعل 8 معرفة إيجابياً‎ tal 

. ليست كذلك‎ A » معرفتان إيجابياً‎ Cy B 

b = 2/3 عند‎ det A = - 23-35 + 1 > 0 

إذاكان AJ‏ قيم ذاتية .2 موجبة . OL‏ القيم الذاتية ل۸4 هي AT‏ والقيم 
الذاتية ل 4-7 هي ;1/7 وهي كلها موجبة أيضاً ؛ إستناداً إلى الإختبار 2 
A”?‏ ب Old ea?‏ اتا : 

إذاكان 0 > x'Bx‏ و 0< عه'ء لكل #0 ى. فإن 0 < +B‏ ۸)"×؛ 


الشرظ(1؟ . 





R= 


il jp silana 1 HE 
= | ‘R= OL 
2{[-l+v3  1+4v3 1 3 


إذا كان 0 > عه "× لكل #0 × e‏ فإن 0< x™CTACe = (Cx)"A (Cx)‏ 





(Cx غير شاذة لذا 0 عد‎ © ( 
IxTAy|? =[x™R Ry|? =|) Ryl? 








> [Rel]? || “مم‎ = w R Rx) 


(y'R'Ry) = ام‎ Ax)y Ay) 


4= 1.22 = ,۸ » شبها محورين يذهبان إلى (! + ,0) و )1.0( . 
A=‏ >40 و 8-1 6 


| y2 


ا ات چ 


و ]ا 


فيمة ذاتية صمرية واحدة تسحب مجسم القطع الناقص ليصبح اسطوانة 








3 
-V2 


+O 








اعم 


س 


ت 


a 


لاوا 


\A- 5-5 


١4-55 


ee 


حلول بعض التمارين المختارة vey‏ 


لانهائية ١‏ = رر yiti‏ ,2 على طول المحو ر الثالث ؛ قيمتان ذاتيتان 
صفريتان OLES‏ فقط المستويين ty, =+ IVAi‏ ثلاث قيم ذاتية صفرية 
ترك 021 COW dey Y)‏ 

( > عه" + لكل متجه »غير صفري (Y).‏ جميع القيم الذاتية د 4 
نحقق 0< 0)1(.2 < det A, > 0, detA, > 0, detA;‏ )8( جميع 
المحاور(دون تغييرات سطرية) تحقق 0 > :ل . (0) توجد مصفوقة R‏ 
بأعمذة مستقلة تحقق A=-R'R‏ . 

إداكان العنصر القطري : صفراً» نفرض =e)‏ × » فيكون0 = عه" :. أي 
من المستحيل أن تكون4 معرفة سلبيا . 

8 معرفة إيجابياً. © معرفة سلبياً . 4 و 0 غيرمعرفتين . يوجد حل 
حقيقي لأن المربع يأ خذقيماً سالبة » وييكن تغيير مقياس: لنحصل 
على -۱ . 

FELET 

detA =A +...‏ ... إذا كانت A‏ معرفة إيجابياً فإن0 > Laue An‏ 
تزداد ررهء فإن رر4رره تزداد نما الا ge‏ فير وهذا يؤدى إلى 
أن 4ه 4 تزداد . 

زه = (السطر gaj‏ ' 8)(العمود رمن #)- مربع طول العمود رمن 
detA = (detR)? 6‏ = ( حجم متوازي سطوح ۸)' < جداء مربعات 
أطوال أعمدة ت وة ,)= LR‏ 

x AMx + x" "Ax = - جح برأ أير‎ Ax Ax + (AX) NAX =-x°x = 

(A+ Ae Ax =-x "x > 14 1, 30 Reale () 


Lg _ 44 2‏ ظ 
و + FE‏ وهنا : e 2 = Seq - 143)" tiaga)‏ 


F s 


Vez‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


= 


. شبه معرفة إيجابياً‎ B غير معرفة»‎ 4 ۲-۳-٣ 


CAC 9A J y-F— 


Jt à, >0,4,=0.C() =10+(1-NOR,Q=|) ° l, R =|? 0 |‏ 
C‏ قيمة ذاتية واحدة موجبة وأخرى سالبة e‏ لكن لمصفوفة الوحدة قيمتان 
داتیتان موجبتان . 

<a 5-7-5 

۵-1 محاور2 1 - 4 هى .25,5 لذا ob‏ إحدى القيم الذاتية سالبة وهذا 
يؤدى إلى أن ل 4قيمة ذاتية أصغر من 1/2 . 

1 (ب)م > نودم ay‏ لمكن وجودأكثر من n‏ متجهاً مستقلة خطياً . 

rank IC TAC) < rank A, rank IC TAC) > rank (C') CACC ') = /ا‎ 55-5 
, rank A > rank CAC) = rankA 

J ۸-۳-٦‏ #عددمن القيم الذاتية الموجبة يساوي ” ١‏ ومثلها من القيم الذاتية 
السالية in‏ 

ty‏ ام" 


= 


V3 -1 NF 0 Leva 


2 0 
؛ الكتلة الصغرى تصل حتى V3‏ رغم أن الكتلة الكبرى لايمكنها أن 
تتجاوز إنتقالها الأول وهو ١‏ . 











Ay و2543‎ = 54/5, x; =| 8 -| l | ا‎ 


A -| ا‎ M -| 0 1 la -aml]=-a?-1=05 Asti \Y-Y-3 


> 1 3 
P axi -xixa FRI - ويروير‎ FX -Ari - 403; OP Ok; ع‎ 2x, - x2 -4 \-2-1 


حلول بعض التمارين المختارة véo‏ 


: OP lax - عر‎ + Ixy - x3, OP Oxy نزت‎ + Wey -4 

, إيجابيا‎ regs bla OV وفك‎ Tb ايع كد‎ ۲ 

OP fox =x + y = 0,0P,/oy =x4+2y-3=O05%x=-3,y=3 Fi-a‏ . ليس 
ل دم نهاية صغري (إجعل O + ٠٥‏ إنها ترافق المصفوفة شبه المعرفة 
ايجايها ]8 4[ 

.۸ جه"‎ =A 'b إنهاء © إلى النهاية الصغرى يؤدى الى المعادلة النظامية‎ ٤-٤-٦ 

isie Cn في نسبة رايلي (يصبح المقام‎ t= (Us xz; | ضع‎ 0-8-5 
4 SH Ay مجموع جميع‎ A, Ss 

. × = )١, 1 النهاية الصغري هي !1 = (» ۸ حيث‎ ٠-٤-٦ 

x (A + B)x کک‎ Ulex كل متجه غير صفرې‎ x Br > 0 كان‎ U Wot 
TAX أن کون اكير فن‎ x Ax 


hy ty SEAL ZB بن-‎ Ob A+ B= Ox إذاكان‎ AET 
1 |, لما‎ = T + 7 =0, إل‎ (A + B)x = E3. 2 r 
X X X X 








5 
x Ax 
X TY 


T 

x (A + B)x 

: E. 
7 2 





A2(A + B) = mn; |max, ins 2 ming | MaX; in s. 











sAy =p دک‎ ١١ 2*5 


E هفز‎ Vig" 


>| 


AATE + :نر‎ SA (yi + ... yS 0 SA, ١-4-5 
لكل‎ maxzins ROS O A; = min, | MAX. in s R (x) SON 17 
(ب)‎ R(x) < 0 إلى أن زک نحوي متجها × بحيث يكون‎ Go رك وهذا‎ 


ESE T 
y C ACy _ x Ax 


1 1 
y y x xX 





y=C lx >x=Cy> R j= =R (x) <0 


VEN 


i د‎ 


و 


mt" 


| 


û m. 


l 


IFT 1 


T. 
x AX 
T 
x Mx 





الخبر b>!‏ وتطبيقاته 


; فاك ين‎ Aa = min, 


إن ذلك مولد بالمتجهين الذاتبين 2× و ,× . 
واحدة i ga‏ » واحدة سالبة و 2- avon‏ | 


V + ١ ولا‎ + : V; 3 
l6 lf 





— عا مق | كي‎ [in 


a ل كه‎ 
û 


1 3 
5 


=| توح ]| ba‏ ب | اق 


t-u" =x, u (O) =u (1) = 0 úu =- 


1 ta |i 





wl hs |= 


وجاك 

17 

ل ماع ١‏ 
77 77 
y‏ ل © شخ 
O 5‏ 





[2], Ay =b >y =(2], U=? V= 


0 
4 


A = 





A-d 


حلول بعص التمارين المختارة 


VEY 
| 
1 
چ‎ i | i 1 
A ij A= = Vi" V jdr = Vi Vide = | vivi =| VV jax = 
| 17 5 ١ 
i() 


نشها. )( 
ثلث ۷ يعطى أصغر قيمة ل م . 
! - 4,34 = 4 » 12 = ۸ هى أكبرمن القيمة الذاتية الحقيقية . 


lo ل‎ 


. من أجل الباقى‎ ١١-۳-١ أنظر‎ Mal q] 


6 تضرب المصفوفة الثلاثية الأقطار 14,1 


إذا كانت © قائمة فإن 1 = ||| / |#©|احهده = Q oY < lloll‏ تحافظ على 
الأطوال ¢ ||| = lloll‏ من أجل كل ×. كذلك "0 قائمة ونظيمها 
يساوي 1- (0 )2 . 

متراجحة المثلث للمتجهات تعطي اه || + || ||Ax + Bx|| > |lAx‏ « 
وعندما نقسم على [lal]‏ ونأخذ النهاية العظمي للنهاية الصغرى لكل 
حد» ستكون النتيجة هى متراجحة المثلث لنظيم المصفوفات . 

ااا llall‏ ك ااعهها| استناداً إلى تعريف نظيم4 ولذايكون 


[lal] Il‏ ك lll‏ . نقسم على [lel]‏ ونأخذ النهاية العظمى للنهاية 


VEA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الصغري» 4 الأمرذاته صحيح من أجل العكس ؛ 

al lac |‏ کا و وا سرف هان الق اجن مد 
(AB) Sc (A)c(B)‏ ء , 

,b=xz =| 1] õb=x; =]! باع ا" ها ؟خذ|‎ llall =3 =5 9 &-Y-¥ 
اختر ×بحيث يكون القيمة الذاتية‎ [Al] = ع4|| حدم‎ || / [x] بالتعريف‎ ٠-۲-۷ 
A] وتكون النسبة مساوية‎ larll = |۸| lell ا لخا صة فى السؤال؛ عندئذ‎ 

وهذا يؤدي إلى أن النهاية العظمى للنسبة تساوي على ANAL BI‏ 


T, |] 1 100] 52 انب “!0014-17 := ات م م‎ 
4 A= | م‎ P. 2 - 100022 +1 =0,A_., = 5001 + G01 -3 N 


النظيم هو مربع الجذر وهو مطابق لما يتعلق ب  '||‏ 4 . 

BLE A ل 445 و 44 القيم الذاتية نفسها (حتى لو كانت‎ V-Y-V 
نفعلا نمه‎ LL وقي‎ 
وبمساوات القيم الذاتية‎ A Ax =Ax = AA زعم"‎ =A (A Ax) =MAx) 
[all - |4 "|| العظمي » نجد‎ 


A=RTR OLE A-Y-V‏ و" ater ety‏ + لذا خد lall sila?‏ و 


")|= | 4| (من التمرين السابق » للمنقول النظيم 


ذاته) . لذا فان fA) = c(R))°‏ . 





"P 














=R! 


OY) Amar (A + B) > A max (A ) + A max (B) A ب‎ | - | B -| : : | ۹-۲-۷ 


Anax (AB) > Aa, (AA qa, (B) + 0ب1<0) وكذلك‎ 


٠١-۲-۷‏ إذاكان ١|‏ |- »ءفإن |4 |= عه و ” إإإ[ / ” Lar]‏ إن تلك 


هي الحالة القصوى» و 7= . All‏ هي مجموع polis‏ السطر الأكبر 
بالقيمة المطلقة J)‏ «الأقصى المركبتان 21) . 


\\-Y-¥V 


\Y-Y-¥ 


Y-Y-V 


RN 


fy 


o-Y-V 


0-7-1 


yO gh 


T FA عفن‎ 


i , : | 4م‎ 0 
m-ng) © القيم الذاتية‎ Bo -| 0 wat ل‎ 














(أ) نعم 5b] ey. |x| 55 |x| = 1 l L = a.‏ | ا 
llel lx lx ce llel‏ 

i أب‎ 8 | 5]. | 14 (al 

THT = 1 =| 3 us =| 13 | U 1 








m oe 2B 4 5 || 3 | عد‎ |] 2 26 
uy - S15 alla] - lin | 9% = 5 


01 "TE": A 
H(Hx) =Hy لذافإن‎ . Hx =x - («x - y) ے‎ St ee اھ‎ y) =y 











(x - y) a -y) 
: =Hy ھی‎ 
0 _|8 _ 1|-3 -4 
.و = ده‎ L-3 2 
| 0 O| Ll -5 OQ 
3 4ے‎ : 9 |2 
= 0 - 3 & U U 'AU = 3 5 25 
0 0 4 3 0 bz [th 
5 5 5 25 
2 ] | 2 iis 
Ro TE 5 A | Rod = 
Le | J5 l-1 214519 3) 
cos © sin -OR = | وون‎ © -sin © t | cos 6 sin © 
sin © 0 | ~ | ملة‎ © coso - sin” O 








cl +s 23 =y” 
a =S ©] 


. RO = 


Vo. 


A-Y-V 


۷ 


..) = (COSKTA)X| 


ا حبر | وتطبيقاته 


مقائمة أى 1= R‏ ,0-4 و 4 - RQ‏ من جديد. 


هو La‏ ضصحيخ إذاكان 1= Ager 28:0, ASYL: k‏ أو 





١ 0:‏ و9040 .... 201 167 = ع#بالضربهن| 





Roy)‏ و ومع وامجخاداع القشرطن wR, = Opn Qi SH‏ يها 


بعد حذف “0 من الطرف الأيسرء نحد النتيجة المطلوبة من أجل “4 . 


0 1 0 ع‎ + 8 
p'(-L-uy=|+ 0 4] peo tIN2:D+D" CuO + د‎ 
0 + 0 -F 


القيوالذانية 0,0,12 4: da‏ 3-2۷2 = ب ةفع 
Ines = 3 = N2 = 0.2.‏ ‘ 


oll J‏ 1 على طول القطرين المجاو رين للقطرالرئيسي» وأصفار 


Jx, = ل‎ (sin 2nh, sin 3h + sin rth, ...) = (cosmh)y | المواقع ؛‎ Ana فى‎ 


Ar; = (2 - 2 coskzh)x,; Jx, = - (sin 2kah, sin 3k7th + sin kah, .‏ 
٤-٤‏ لايمكن للدائرة حول ai‏ أن تصل إلى الصف رإذاكان نصف قطرها 
r:‏ أصغر من [ail‏ لذا ليس الصفر قيمة ذاتية ولا يكن لمصفوفة قطرها 


| )( 
J = - 0 0‏ ؛ أنصاف الأ قطار هي > = oy‏ 


ب ]ابي ]احم O‏ 


5 


مراكز الدوائر عند الصفر» لذا جميع 1 > |2 . 


v-£-V 


١-١-4 


T= J-A 


= 


ڪڪ 











wiles sa | Se رن‎ wages 
D Len] a 0 ادم‎ ` (iD + L) U = 
G -þblalļl a 2 
| he baad |? A = 0, Be! ac; Amas =H mas 

الباب الثامن 


تقع القرنات في (0 ,6) ,)2 ,2) ,(6 ,0)؛ أنظر الشكل ٤-۸‏ . 

يكون ty‏ +«أصغرياً عند (2,2) بتكلفة 4؛ + ×3 أصغرى عند(6.0) 
بتكلفة 6 ؛ النهاية الصغرى ل ae -y‏ د ححيث هه ج ل[ ,0 X=‏ 
تعطي القيود 10 -9 > Sy) +2(-3x + By)‏ + 3)2 » أو 1-> 31 لأمرالذي 
يعارض 0 2 Ly‏ 

خد دو y‏ متساويين وكبيرين جدا ; 

x+y > 0‏ ,0 < ر ,0 < + تقبل النقطة (0,0) فقط . 

المجموعة الملا ئمة مثلث متساوي الأضلاع واقع في 
االستويئ:! itty tes‏ تقعقرناتهافي 
(sy, 2) = (1, 0, 0 (, ©, L, 0), )0, 0, 1);‏ تعطى القرنة الأخيرة القيمة 
العظمي3 ; 

x = z = 20,000; y = 60,000 

خالا يعو 22 Lite,‏ الأساس والمقلفة «pet‏ یکن 
المتغيرالداخل oxy‏ ليختصر التكلفة . المتغيرالباقي سيكون و+ . لأن 1/ 2 


أصغرمن 4/1 تساو خود د و x4‏ في الأساس. تعطى القيود 


Voy 


2-5-8 


A 


“لع 5ك كي 


re!‏ الخطى وتطسيقاته 


2= وت 22 يان وتصبح التكلفة عندئل 2 -= وه - txa‏ 7 

عزل و× فى القيد الثاني يعطي 5x2 -x5‏ - ع3 -2 = وع بتعويض ذلك 
في دالة التكلفة وفي القيدالأول» تكون المسألة في القرنة الجديدة هي : 
olen!‏ النهاية السشرى ليع + وه + ببق + 2 -.. لما كانت المعاملات 
1 موجبة» OB‏ النهاية الصغرى تظهرعندما يكون0 = xy = x‏ ؛ 
إننا من قبل في القرنة المثلى . بقول آخراختبار التوقف 0 <(1 ,6 ,4( r=‏ 
قد نجح. و-2 هي التكلفة الأصغرية . 

i +-]1 1‏ لذاالقرنة أمثلية . 

- [ 


2 1 Q 
0 1 2 - [1 
0 -1 1 0 











I 0 3 -2 
Û0 1 2 -|1 
0 0 3 -1 





B N |= 





0 
[1 - 3]- «لذا يدخل العمود الثاني من ۷ في الأساس ؛ هذا 
العمود هو »وا0 |= »و | 7: |= »' ASB‏ لذا فإن الضلع 

لانهائى الطول والنهاية الصغرى للتكلفة هي «- . 
عتد P‏ |3 5 -]-+وعند 0 |! ET r=|5‏ 22 . 

(أ) الزوج x= 0,w=b‏ غير سالب » إنه يحقق Av tw=b‏ وإنه 

أساسى لأن0- + تشارك ب n‏ مركبة صفرية . (ب) DUM‏ الإضافية 

تتنهئ الى التهساية ow, 6 ee‏ شاط 

“ty Es 20, wy, SOE Bs HH, 5‏ متجه مرحلتها الأولي 

هو 3 = ,س ,0 = ودع ,+ ؛ متجهها SUM‏ هو 0= ۷= :3,2 = „Xi‏ 

تقع القرنة في 0 = 3,42 = tr,‏ المجموعة الملائمة مستقيم ينطلق نحو 

الأعلى من هذه النقطة بميل يساوى الواحد . 


V¥-Y-A 


E 


| FA 


۱۱-۲-۸ 
11-1-۸ 


TFTA 


۱-۲-۸ 


۱۵-۲-۸ 


حلول بعض التمارين المختارة YoY‏ 


يصبح اختبار التوقف 0 >: ؛ إذافشل ذلك وكانت المركبة 1 هي الكبرى 
فإن هذا العمود من N‏ يدخل الأساس ؛ القاعدة ۸ ج التى تتعلق بترك 
المتجه الأساس » تبقى نفسها . 

في قرنة» يصبح اثنان من القيود متساويتين وتتحقق الثلاثة الباقية . لذا 
فإن القرنتين هما 3= x2‏ ,3= ×و 0= 12,42 = ox)‏ التكلقة وو 624 
لذا فإن القرنة الأولى مثالية . 

...]ع [... v‏ ...]| هدعق لأن Bv=u‏ . 

على xa‏ أن olay‏ ی 7= وو ق 0د xg‏ 9 14,0 ,2 ,0( = ع تصل 
إلى النهاية الصغرئ2 = 2 - x + 2X4‏ بخطوة واحدة . 

. Ax =0=> Pr =x-A'(AA')' Ax =x 

P? =P, Pp’ =P =~ sc Pc =-sc'P' Pc =-s(Po' Pc = - sll Pdl? 
9510 = (0, 3, 0) wre 6 = 15045 P=(3, 0, 0) غد‎ (1) 
تكون في نهايتها‎ cxli عند )3 ,0 ,0( = ۸ یکون24 = ×"ء؛‎ tcx = 12 


-5 


lie :‏ بت 7 5 2 = 
الصغرى عند (0,3,0). (ب) = =$ )£ كد ,£ -) د76 , 


3 


عندما 0.42 = )0.98( — = Opes‏ الخطوة تنتهى عند 


1,70 
0.02 — 


.y=436. أو‎ 453y = 19.76 تصبح‎ AD Aly =4 


1.28 
_ (1:25; 1.70, 0.02). D= 





PDc = (0.82, - 0.61, 0.07) = s = 0.98/0.82 = 1.20 => X? =e - sPDc = (0.02. 


IFA 


: | | 
3 


1.73, 0.92) > x^ = DX“ = (0.03, 2.94, 0.02) 


إنهاء 4y, + lly;‏ إلى الصغرى ~ 


+ + + x 
| 


yy = 0, y 2 0, 2 5 < |, 3y- <i = 2, X3 = 3¥: 


— 


Vo? 


-VÀ 


ا 


0-7-4 


FA 


۷-۲-۸ 


۸ 


ا 


۰-۳-۸ 


الحبر الخطى وتطبيقاته 


التكلفة = 0 , 

إنهاء ,×3 إلىالنهايةالصغرىء؛ ضمن الشروط 
ly, =0, =3, x] - [‏ < رع ,0 < Yas ox,‏ 

المرافق ينهي yb‏ إلى نهايتهاالعظمى بء < .y‏ لذافإن ط= =c yx‏ ر 
ملائمتان وتعطيان القيمة ذاتها للتكلفة في المسألة الأصليةوالمسألة 
المرافقة ¢ إستناداً إلى ۸ و ويجب أن تكونا مثاليتين . إذاكان 0 > ,ثم فإن 
"ع LY OC, ee One 9 bz vs Bn) HMI Fad JEM‏ 

A =]-1[, b = [1], c= fO)‏ ليست ملائمة ؛ المرافقة y fad‏ في نهايته 


: وهی غير معحدودة‎ «-ly SO gy < العظمى ب0‎ 
.b=|0 1|',c=[-1 0| 





إذا كان #كبيراً جداً » فإنم < Ax‏ و 0 < ×؛ إذا کان 0= yA Scobey‏ 
le dd LIU .y 205‏ 

لا كان ضبر- 3 = ocx‏ فإن ر و x‏ أمثلان إستناداً إلى 8 و . 

cAr =|1 i yil ssi kb i if’‏ بمتراجحة دقيقة فى 
WUE LI‏ ؛ لذافإن على المركبة الغالخة ل OSS Oly‏ ضفرا بصورة 
مشابهة |3 1 1 5=]1 |1 1 1 1إء وإنالمتراجحة الدقيقة 
xy 20 [ad‏ 

x” -]1 ol", y" =[1 0]‏ ب "= 1= yb‏ المتراجحة الثانية في كل 
من م < Ax”‏ وء ك 4" ردقيقة» لذا فإن المركبة الثانيةلكل من ay‏ 
«تساوى الصفر . 

Ax =b‏ تعطی cyAr =yb‏ سواء أكان 0 < ر yA Set Vel‏ يعطي 


yh S ex لان 0 < ×. بالمقارنة‎ yAx > ex 


\\-Y-A 


\¥-Y-A 


\Y-Y-A 


\e-T A 


۱٥-۳-۸ 


حلول بعص التمارين المختارة Yoo‏ 


(30 -عاء,0 = xi - 0,09 = 1x5‏ (ب) إنه الربع الأول مقطوع 
برباعي الوجوه في القرنة (ج) إجعل <١‏ في نهايته العظمى » بشرط 
AE 20 9; ESSN S4‏ ع Lp,‏ 

المستويات cx =const‏ مائلة قليلاً » لكن أول قرنة تلاقيها من المجموعة 
الملائمة هي السابقة نفسها . 

كما في البند »)١-۸(‏ المرافقة تنهى م 4إلى نهايتهاالعظمى شرط 
0 < م ,3 > م2,2 > م. الحل هو 51.50 = cp‏ سعرالظل للبروتين (ذلك 
هوسعره في اللحم » في الحمية CAS‏ السعر المخفض للزبدة هو 
cent:‏ 50 = $1.50 - $$2 إنه موجب والزبدة ليست من الحمية المثالية . 
تولدالأعمدة مخروطا واقعا بين اء الموجب من محو ر »× والمستقيم 
بود ×. في الحالة الأولى x =2 7 = (l,‏ قق البديل : 


{I 0 O =!) # [1 0 0 لاع‎ 00 |. P 
6 1 0 st O16 05-21 0 | Bikes 
6 0 1 A 0 0 + Û üe 





yA =0,yb4#0 عندئذ‎ ty=|2 - 1| حذ‎ 

yA < 0, عندئذ 0 > طبر‎ tysi - 1| i> 

_vAx S yb < 0 تعطي‎ Ax < م‎ $yAx 20 تعطي‎ yA 20 

التدفق الأعظمي ٠"‏ بالمقطع الأصغري الفا صل بين العقدة 5 عن بقية 
Ada)‏ . 

التدفق الأعظمي A‏ بالمقطع الأصغري الذي يفصل العقد ٤-١‏ عن العقد 
pa‏ 


بزيادة السعة في الأنابيب من العقدة ٤‏ إلى العقدة 5 أو من العقدة ٤‏ 


yol 


سوب 


04-4 


_ =, 


\\-2-A 


atl tl‏ وتطميقاته 


إلى العقدة 0 ستحصل أكبر زيادة في التدفق الأعظمى . يزداد التدفق 
الأعظمى من ٩-۸‏ . 

أكبر تدفق من العقدة ١‏ إلى العقدة > هو". 

نفرض أن سعة جميع الأضلاع تساوي الواحد. عدد الأضلاع 
الأعظمي التي تفصل» عن: هو التدفق الأعظمي . عدد الأضلاع 
الأصغري التي تفصل :عن:؛ هو التكلفة الأصغرية (لأن لكل ضلع سعة 
نساوي الواحد) . لذا النهاية العظمى للتدفق = النهاية الصغري للمقطع . 
مجموعة عظمى للزواج من 4 هي 3-2,2-4, 2-1, 1-3 ؛ PUK‏ تام من 
اجل8 هو 5-1, 4-3 , 3-5 ,2-4 , 1-2 . 

الأسطر 1,4,5 ؛ للمصفوفة الجزئية الناتجة عن الأسطر 1,4,5 والأعمدة 
gate 14,5‏ 34355 

يحتاج إلى أربعة مستقيمات . الزواجات ال تحتاج إلى k‏ من الوحدان 
الواقعة في أسطر و أعمدة مختلفة . يأخذ » من المستقيمات لتغطية هذه 
الوحدان لذا يحتاج إلى» » من المستقيمات» على e EYI‏ لتغطية جميع 
الوحدان . 

(أ) للمصفوفة n‏ 2 من الوحدان التى لايمكن تغطيتها بأقل من «مستقيماً 
لأن كل مستقيم يغطي تماما واحدين . 








ve‏ طلب ذلك ب على latins GY BY‏ لتغطية الو حدان التي 


. ١0 عدذها‎ 


Y-A 


١١ - 4-8 
=۸ 


\O-2-A 


\1-2-A 


حلول بعض التمارين المختارة Voy‏ 


أقصرطريق من 5 إلى :هو 1-2-56 أو 1-3-5-6 . إحدى أصغر الأشجار 
هى 1-2-4-3-5-6 . 

of 2~4,3.-2,1-9 9 1-3,3-.2,2-5,2-4,4~-6‏ .2 
)1( تنطلق الطريقة الجشعة ب ۸ من الأشجار المختلفة . فى كل خطوة 
تختار شجرة 1 وتضيف als‏ تكلفة أصغرية » . أفرض » في خطوة ما 
أن الشجرات ٠‏ الموجودة (بمافي ذلك7 )ما كانت جزء من شجرة ممتدة 
أصغرية 5 لكن الضلع الجديد e‏ (الوارد على7 ) ليس جزء من 5 . من 
الم كد أن على 5 أن تحوى ضلعاً آخر يصل عقدة من داخل 7 إلى عقدة 
خارجة عن 7 ؛ وإلا فإن S‏ ليست ممتدة . ومن المؤكد أن هذا الضلع'ء 
ليس أقصر منء » الذي كان الضلع الوارد على ”ذا التكلفة الأصغرية. 
لذا يمكننا حذف * عمن S‏ إبداله ب دون زيادة فى الطول الكلى . .هي 
أيضاً شجرة ممتدة أصغرية . (ب) ليس من الضروري أن يحوي الطريق 
الأكثرقصرا الضلع الأقصر! أنظر ۲-٤-۸‏ . 

(أ) الأسطر 1,3,5 (ب) الأعمدة 1,3,5( ج) المصفوفة الجزئية الناتجة عن 
الأسطر )1,3,5( والأعمدة ( 1,3,5) . (د) السطران 2,4 والعمودان2,4. 


اجعل X16‏ في نهايته | was!‏ ةو 7 
الشرط0 < 5 |- 


X 
W 


X 
Ww 

















A Q 
"| F off 


- 10x, + 7O(1 - x,) = 10x, - 10(1-x,), أو‎ x, = =: t= عوك‎ O 
1 | 


-y1) = 7G, - 10)1 -y1)‏ 10)1 + أو > - ور, 


yı =‏ ؛ معدل الربح 


| 
5 


ro 


X‏ يضمن ربح ۲ باتعثبار العمود الثاني دائماً؛ يضم خسارة لا بريد 


VoA 


۳-0-۸ 


j ق‎ 


el‏ الخطى وتطبيقاته 


عن " باختيار السظر الأول . لذا[0 =li‏ "رو ”|1 x’ =fo‏ 
يكن ل× ضمان ربح aij‏ باختيارالعمود J‏ » لأن ذلك أصغر عنص رفي 
هذا العمود . يمكن YI‏ أن يخسرما لايزيد عن aij‏ با ختيار السطر e i‏ لأن 
ذلك أكبرعنصرفي هذا السطر . فى التمرين السابق» كانت2 = an‏ توازنا 
من هذا eg pl‏ لكن إذا Wal‏ بين 2 و 4 الواقع تحته» فلن يوجد عنصر 
يتمتع بهذه الخا صة وتتطلب خطة مختلطة . 

يظهر التقاطع y”‏ عندما.(2 - 2)1 + ج = (ر- 3)1 + ر 0.y = 1 gle‏ 
أعلى (أصغرقيمة عظمى) هي 7 . 

أفضل خطة ل هي تركيب المستقيمين ليتتج مستقيم أفقي بارتفاع 
قافتا eg Se. A‏ نو 
-y)) +L + 3)1 -y) =F‏ 2(1 + 2)3 لذا × يلعب بالأعمدة: 


ا 
نت |د 
:( 
Se‏ 
Te,‏ 
E‏ 


T 
2 zh x =| () af 
3 3 7 2 


إذا كان عه كادي OP‏ × سير بح © مقابل أي خطة ل ۲ ؛ 





y =‏ القيمة صفر ! 


إذاكان ( ج ,2 yas,‏ ءفإن ۲سيخسر © مقابل أي خطة ل كز ؛ 
هذا التوازن بحل اللعبة . 

النهاية العظمي الداخلية هى الأكبر من ,< و د« ؛ نكثف كل على 
هذاالواحد. عندئذ» إنهاء هذا الشرط الكبير ١‏ = د + yy‏ إلى النهاية 
الصغرى > يعطي الحواب 5 

في (5)» ×4« ك ×4ر cemin‏ لأن النهاية الصغري على كل ر ليست 
أكبر من قيمة الحالة الخاصة ty”‏ بصورة مشابهة من أجل 


۱1-۵-۸ 


۳-0-۸ 


بم دن ١:‏ 


حلول بعض التمارين المختارة Vog‏ 


Obs. (5 كانت المساواة صحيحه فى(‎ Ta) y Ax < max y Ar 
أصغرأو يساوي‎ cy لذايكون ذلك» من أجل كل‎ «4 =y Ar’ 


+ + + 
. max y Ax =y Ax 


اط اح tyre Av‏ + رل = Gil yan”‏ يساوي 1/2 من أجل 


i 


كل خطة YJ‏ |1- اند 2 pasji‏ 




















pel ag. ty cl کک‎ Y الثمف‎ cy At aly ep nee SS 
(= 7 عن‎ o Ja يمحن‎ E 3 l 97 ™ . 
y Ax =F بيلهما‎ 
واضح‎ 
0 pe SN معدل‎ tx” شد و ,ناك‎ 
: Cl ممه‎ =Ímx pO even Leas oe =|0], xm 
[ 
i 0 0 ظ‎ 
+ l 0 1 س‎ A 
4= 7= ollo tolo ofe = 10.C = 10 
4 | 0 Û0 [ 0) )( =~ 
l 
4 


a mig” WS) ھا‎ 


YEE SIE ff 








3 
? 


"للا 


je] 


الحل العام (5 ,5- 1 ,1) = × ؛ الحل ذوالطول الأصغري (1 ,+,1) = *× 
)1( بأعمدة مستقلة » فضاء الأسطرهوجميع ;"4"۸ = "×۸4 واضح 
(ب)8١ AAA TY‏ واقع في فراغ الأسطر OY‏ جداء sl AT‏ متجه يقع 
فى هذا الفضاء؛ .A'Ax* =A'AA'(AA')'b=A'b‏ 

A - 0,505! =0 03 Q150; = 05', 0 - 01257, S' - 0220 
مضروبا بمتجهماءلذايبقى فى فضاء الأسطرل‎ UT هو‎ 4*5 
الفضاءالصفريى ل4 .كذلك‎ U = row spac 
A AA =D E'L U أي“‎ DL =A 
A =0; Z0} = A* =O" O) SAA" =Q, 22°01 = 

(AA*)* = OLE O, = OES"; = AA"‏ 4 السب ttle‏ عن 
أجل 44 :4*4 و 4۸ يسقطان على فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 





Ha 
4 - Be (Ix, + x,) + en x), Au, = e" (Ax, +Ax,)= e (Bix, + 8X, +x) 
I 


حلول بعض التمارين المختارة v4‏ 








كل مصفوفة A‏ مشابهة لمصفوفة جوردان 414 ! 1= ل اتتادا إلى 
الجزء (أ). ' ۶ "رم = (هنام مكونة ALS‏ فكتلة من تباديل القطر الثانوى 
Lae‏ ذلك على قل Simtel yates‏ 
T,‏ 


a M 'AM=J= PJ'P ' = PM'A'(M') Ce te 


A=(MPM')A'( MPM" (> 











Yay 


Complete square 
Trace 
Coordinate 
Polar 
Statistics 
Stopping test 
Basis 
Orthogonal 
Standard 
Independence 
Linear 
Primal 
Exponential 


Pure 


5 ثبت المصطلحات 


أسعار الظل 
Salk we) deli‏ 
إشارة قيمه ذاتية 
ns‏ ق 

أصغر قيمة عظمى 
إضافى 








Shadow price 
Projection 

Sign of eigenvalue 
Differentiation 
Minimax 
Complement 
Imaginary number 
Maximal 
Economic 
Optimal 
Optimality 
Diffusion 


Reflection 


Alternative 
Diynamic programming 
Linear 


Graph 


Trivial 
Variance 
Permutation 
Commutative 


Summation 


Vie 


Asociative 

law 
Factorization 

Triangular 

Reduced 

Singular value 
Shift 
‘Transformation 

Linear 

Discrete 
Superposition 
Conjugate gradient 
Oscillation 
Regression 
Quadratic 
Degenaracy 
Combination 

of columns 

of rows 
Tansor notation 
Isomorphism 
perturbation | 
Back subistitution 
Change of basis 

variables 


Intersections 


Diagonalization 
Diagonalizable 
Coast 
Reduced 
function 
Cosine 
Frequency 
Equilibrum 
Congruence 


Distributive 





Dual 


Duality 





product 
Inner 
Column time row 
of pivots 
Table 
Square root 
Root of unity 
Direct sum 
Addition of vectors 


Potential 


جوردال 


داخل - خارج 
دالة ذاتية 
als‏ سقف 
درجه إختيار 
دوارة 
دورال 

سوي 
دوري تقريبا 
دائرة وحدة 


ذيكارت 


VAY 


Jordan 





Elimination 


Input-output 
Eigen function 
roof 
Degree of freedom 
Circulant 
Rotation 

Plane 
Almost periodic 
Unit circle 


Decurtes 





Rayleigh 
quotiant 
Ritz 

Quadratic 

Interest 
Compound 


Rank 











Effective 
one 
Notation 


Wronskian 


Group 
Polynomial time 


Overrelaxation 


Row at a time 
Capacity 
Chain of matrices 


ill-conditioned 


Singular 

value 
Network 
Tree 

Spanning 
Boundery condition 
Jacobian form 


Product 


فبك الق عاف 














VIA 


Minor 

Nullity 

Row picture 
Column 

Euler’s formula 


Jordan 


Block multiplication 


Premultiplication 


Energy 

Method 
Simplex 
jacobi 
Greedy 
Finite element 
Power 
Karmarker 


Newton 


Cofactor 


VV.‏ ثبت المصطلحات 








Condition number 
Complex 
Conjugate 

Loop 

Band width 

Node 

Column at a time 


Perpendicular 


Gauss 
Elimination 
Incomplete 
Inhomogeneous 
Inconsistent 
Vnstable 
Dependent 


Indefinite 


Underdetermined 


Breakdown 

Vandermond 

Finite difference 
Matrix 


Space 





قوة خالصة 
Giai‏ 
5 


VV \ 


Row 
Column 
Function 
E1genspace 
Nullspace 
Left 
Hilbert 
Subspace 
Fundamental 
Orthogonal 
Frobenius 
Filipove 
Fortran 
Fourrier 
Fibonacci 


Von Neumann 


Solvable 
Ellipse 
Ellipsoid 
Diagonal 
Pure Power 
of matrix 
Constraint 


Equality 


TO 
فضاء‎ 
متعامدة‎ Ll متجهات‎ 











Figenvalue 
Repeated 


Zero 


Block 

of zeros 
polynomial 
Characteristic 


time 


Invariant 


Permutation 
Row exchange 
Minimum principle 
Homogenious 
Vector 
Eigenvector 
Generalized 
unity 


space 


Orthogonal eigenvector 


بت المصطلحات 


VYY 
Inequality 
Schwartz 
Triangular 
Taylor series 
Fourrier 
Orthonormal 
Entering variable 
Slack 
Leaving 
Basis 
Companion 
Orthogonal complement 
Mean 
Arithmetic 
Free variable 
Determinant 
Jacobian 
Weighted 
Axıs 
Principal 
Partial pivoting 
Cone 
Rangê 
Companion 
transpose 


Least squares 


VVE 


حتيوريك 


الزواج 


القيم الذاتية المعممة 


ثبت المصطلحات 
Rank‏ 
Distance‏ 
Problem‏ 
Diet‏ 
Marriage‏ 
Generalized eigenvalues‏ 
Transportation -‏ 
Stable‏ 
Neutrally 0‏ 
Straight line‏ 
Complex plan‏ 
similar‏ 
Matrix‏ 
Transportation‏ 
Consumption‏ 
Projection‏ 
Exponential‏ 
Reflection‏ 
Elementry‏ 
Covariance‏ 
Symmetric‏ 
Skew‏ 
Tridiagonal‏ 
Bidiagonal‏ 
Jordan‏ 


Submatrix - 


دوارة 

دورات 

سيئة الشروط 
شادة 


العوامل المرافقة 


عير معرفه 
قابلة للتقطير 
Ule‏ 

شادة 

فرق محدود 
فوريه 

قرينة 


6 
Circulant - 
Rotation - 
ill-conditioned - 
Singular - 
Semidefinite - 
Cofactor - 
Indefinite - 
Nondiagonalizable - 
Nonnegative 
Nonsingular 
Finite difference 
Fourier 
Diagonalizable 
Adjugate 
Diagonal 
Mass 

Markov 

Permutation 
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